MAT145 - Célculo II - IO - 2 semestre de 2010

Professor Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Férmulas' de Taylor? com Resto Integral, Infinitesimal, de Lagrange e de Cauchy

Almejamos aproximar o valor de uma fungdo f num ponto zy pelos valores de um
polinémio em pontos préximos de xg. Exibimos férmulas e condigées em que dada f

n-vezes derivavel em zy ocorra tal aproximagao com um polinémio de grau no maximo 7.

As férmulas mais potentes correspondem aquelas com hipdteses mais fortes: a com resto
infinitesimal s6 requer existir f(") (z9), a com resto de Lagrange é f4cil de aplicar, requer
a existéncia de f("*1) numa vizinhanca de o e generaliza o TVM, e a com resto integral

necessita f("*1) integravel e restabelece parte do Teorema Fundamental do Célculo.
Foérmula de Taylor com Resto Integral

Observagdo 1. Seja ¢ : [0,1] » R tal que existem as derivadas go(k), k=1,...,n+1, com

o) integrivel. Integrando sucessivamente por partes obtemos,

(1) - p(0) = [/ (t)dt = [ 1./ (t)dt  (substituamos v’ =1 e v = ¢')
=t/ (1)), - Jo te" (1)t
= ¢'(1) = [y te" ()t
=/ (0) + /(1) = ¢'(0) = [y te" ()t
= @' (0) + [y @ (t)dt - [yt (t)dt
=o' (0)+ [ (1-t)"(t)dt  (pomos w/ =1-tewv=g")

1

2 1 2
=9'(0) = Um0+ fy SFEe

) _ _
= oM(0) + 2 22(0) + [01 a 275)290(3)@)(# (pomos ' = & ;)2 ev=p®)

(2) 3) 1 (1-1)3
:()0(1)(0)+ ® 2!(0) L2 31(0) n fo (131!0 90(4)(t)dt:

@ ® ™ (n+1)
=@(1)(0)+#+% b+ O e O it m

n

LA ordem de apresentacio escolhida ndo segue o “principio do menos geral para o mais geral” e também
ndo a linha histérica (neste tépico tais opgdes conflitam). A ordem adotada é a que julgamos mais simples. A

abordagem segue uma interpretagao aritmética do 2 Teorema Fundamental do Calculo.
2B. Taylor, matematico inglés, publicou em 1715 a descoberta da hoje dita série de Taylor de uma funcéo f.



Teorema 1 (Taylor)?® Seja f: I = (¢,d) - R, com f("*1) integravel. Para z¢,z € I temos
(n) T (n+1)
(@) = ) 1O () a0 L (02 I (o [T SO gy
. xo

Prova:

Consideremos ¢(t) = f(zg +t(z — z)), para t € [0,1]. Pela Observacdo 1 segue,

©(0) = f(zo)

e(1) = f(x)

O'(t) = f’(mo +t(x - xo))(x - x0)
@"(t) = f"(wo + t(z - 550))(30 - x0)?

©F) (1) = f(k)(xo +t(z-20))(z-20)F, 1<k<n+1,

logo, as derivadas de ¢ na origem sao,

o™ (0) = F®) (20)(z - x0)*, sel<k<n+1, com

1 p(n+1) (¢) . 1 f("+1)(z +t(z-z ))(:c—x )+t "
fo @T(l_t) dt = fo 0 0 0 (1-t)"dt =

n!

[com a mudanca linear de varidvel t =y =xzg +t(x — z9), dy = (x — xo)dt e t = L= x“]

_ /”” FO D (y) (@ — o)™ (1- Yy—To ) dy

n! r—-20" x—xp

z f£(n+l)
T n:

Por fim, substituimos tais expressoes para ¢ na equagao obtida na Observagao 1. =

no L) )
O polinémio P(z) = Py(x) = % fl—(,zo)(x - xg)", de grau no miximo n, é o polinémio
i=0 v

de Taylor de ordem n de f no ponto zg, ¢ R(z) = R,(z) = f(x) - P,(z) é o resto.

z fOrD) . .
A expressao R(z) = R(xo;x) = [ ! (t)( —t)"dt é a forma integral do resto.

Coroldrio 1. Com as notacoes acima, se |f("*(t)| < M, M >0, Yt entre x( e x, entio
M

(@)  |R@)|<Clz -z, C= ek

(b) lim _R(@)

=0.
T—=>To (1‘ $0)n

Prova: O item (b) segue imediatamente de (a). O item (a) é trivial pois

My e M nel
|R($)|§_|f (z - dt‘ w
n!l Jazo n+1

3A Férmula de Taylor com Resto Integral e a idéia contida nesta prova (a simplificacio escolhida é culpa do
autor) devem-se a Cauchy (1821), que aperfeicoou uma idéia de Johann I Bernoulli (1694), que com integragao

por partes obtivera séries de Taylor similares as publicadas por B. Taylor em 1715.



As afirmacoes no Corolédrio 1 podem reescritas introduzindo uma notagao muito ttil.

Definicao 1. Se g(x) e h(z) sdo duas fungdes definidas numa vizinhanga de o temos

lg(x)| < Clh(x)],

para todo x numa vizinhanca de xg

(a) g(z)=0(h(z)), seexiste C>0tal que {

0.

(b) g(z)= O(h(m)), parax — Ty, S thilo Zgi; _

Desta forma, reescrevemos o Corolério 1 como

Corolério 1°. Com as notacoes acima, se |f("* ()| < M, M >0, Yt entre xg e x, entio
(@) R(z)=0((z-z0)"""), sez - 0.

(b) R(z)= 0((3: - xo)"), se T = Xg.

Prova: Obvio m

A condigao (b) no Corol. 1’ exprime a “ordem de contato” entre duas fungoes g e h n-vezes
derivéveis em x¢ : isto é, g—h = 0((3: - xo)”) se e 56 se g(0) = h(0),....gt (0) = (™M (0)

sendo que para os nosso propésitos é suficiente verificar um caso particular e simples?.

Obs 2. Se Q(z) é um polindémio de grau no maximo n e lim (ﬁiﬁ))n =0 entdo Q = 0.
T—T0

Prova:

Pela translago « — z¢ + (z — 2p) temos Q(z) = ap(x —x0)" +... + a1(x —x0) + ag €

an (2= 20)" + ap_1(x—20)" 1t + ... + ar(x—120) +ag

(*) lim

Toxq (ZC—.'L'o)n :Oa
e como para x — xg o limite do numerador é ag e o do denominador é 0, temos ag = 0.
Eliminando na fracdo em (*) ag = 0 e um fator (z — xg) e repetindo o argumento temos
a1 = 0 e assim, sucessivamente todos os coeficientes de () sdo nulos e portanto Q=0 m
Com tal observacao estabelecemos a unicidade do polinomio de Taylor a qual é importante

pois nos possibilita reconhece-lo facilmente em meio a computagoes.

Coroldrio 2 (A Unicidade do Polinémio de Taylor). Com as hip6teses do Teorema

1, se @ = Q(x) é um polinémio de grau menor ou igual a n satisfazendo

o F@) = Q@)

0
T—=>Zo (.’E - xo)”

entao @ é o polinémio de Taylor de ordem n em xy.

Prova: Trivial pois pelo Coroldrio 1, se P(x) = P, (z) é o polindémio de Taylor de ordem

n de f em zy entdo lim % = 0. Assim, devido as hipéteses,
gt i)
P(x) - P(x) - -
g P06y (P@-J@) | [0)-Q) ) _
a—zo (- x0)" -zl (x—x0)" (z—xo)”

e assim, pela Observagao 2, P-Q=0m

4Para o caso geral vide Lima, Elon L. - Curso de Anilise, Vol 1, pp 221-222, Rio de Janeiro, IMPA, 1976.



Exemplo 1 As féormulas de Taylor com resto integral das funcoes e”, cosz e sinx, x € R,

com seus respectivos polinomios de Taylor P,, Popy1 € Papio € restos no ponto xg = 0 sao,

2

T T
(a)e :1+.’£+§+..
2 4
x X
(b) COST = 1—54—1

. 3
sinz=x-=—+

(c)

T

In t

n!
(_1)n xQn
(2n)!

(_1)n 2n+1
(2n+1)!

T e
—(z-t)"dt =
+[0 n!(x )

fx cos(27+2) (t)
0

)

2n+1)!

T Sin(2n+3)(t)

(2n +2)!

P, (z)+R,(x)

(.T—t)gn-'—l dt = P2n+1($)+R2n+1(l‘)

(l‘—t)2n+2 dt = P2n+2 (.T) + RQ»,H.Q(Z‘) .

Verificagao: Basta utilizar o Teorema 1 (Taylor) e as observagdes abaixo

(a) A sequéncia ordenada dos nimeros exp(™ (0), m =0,1,2,...., é (1,1,1,1,.....).

(b) A sequéncia ordenada dos ntimeros cos(" (0), m = 0,1,2, ...., é(1,0,-1,0,1,0,-1,0,.....).

(¢) A sequéncia ordenada dos ntimeros sin(m)(())7 m=0,1,2,...., é(0,1,0,-1,0,1,0,-1,

As férmulas acima foram féceis de calcular por terem sido triviais o computo das derivadas

na origem. No exemplo a seguir, para f(z) = arctanz, tal computo direto é drduo mas

contornavel. Note que o resto obtido, dado por uma integral, nao tem a forma do resto na

férmula de Taylor com resto integral. Ainda assim, estes restos sdo iguais como fungoes.

Exemplo 2. Para arctan z, em x( = 0, valem as seguintes férmulas com resto integral

3 5

arctans =z - — + — + (=)

3 5

Verificagao:

2n+1

T
2n+1

+ (_1)n+1

1

T t2n+2

N t2 dt = P2n+1(m) + R2n+1(.73).

Utilizando a férmula para a soma finita dos termos de uma PG finita,

temos

arctan’t =

+12

T+r+712+ . 47

=1-

n

1-— ,rn+1

1-r

Pttt (CD)M

Logo, integrando e notando que arctan( = 0,

xr
arctanr = [ arctan’ tdt = x - % + % +..(-1)" z
0

3 5

2n+1

2n+1

,ser#1,

(_1)n+1t2n+2

1512 ,VieR .

x t2n+2
+ (—1)””[ ——dt, Ve eR,
0

1+1¢2

e pelo Corol. 2, o polindomio surgido é o de Taylor de ordem 2n + 1 de arctanx em 0 pois

1

|:C|2n+l

A

Por fim, (-1)"*!

xT t2n+2
0 1+t2

2n+2

1+1¢2 dt’

1
< -
- |x|2n+l

T
/ t2n+2 dt‘
0

.T2

= —)0,

2n+3

sex—0.

dt = arctanx — Popy1(2) = Ropy1(z) m

No Exemplo 2 a expressao para o resto é bem mais simples que a dada pela férmula de

Taylor com resto integral. Ainda mais, na primeira = é apenas um extremo de integracao

enquanto que na segunda x surge como extremo de integracao e também no integrando.



Outra importante fungao é a logaritmica e ao invés de logx é mais pratico considerar a
*®) () = (DD (k-1)!

fungao log(1 + ) cujo computo das derivadas nao é dificil pois log —

Porém, como a forma integral do resto para log(1l + x) é dificil de estimar procedemos

como no caso da fungéo arctanx e relacionamos —{log(l +x)} com a soma de uma PG.

Exemplo 3. Para log(1+x), z > -1, em ¢ = 0 valem as férmulas com resto integral

2 3 (_1)71—11.71

log(1+w):x—%+%+...+ +(-D)"

Tr1 =P, (z) + Ry (x) .

Verificagao:

n _ 1_7_n,+1

T——,ser#1, temos

Utilizando, como no Exemplo 2, a férmula 1+ 7 +72 + ... + 7

1 1uneg (DM
log’(1+t)= —— =1—t+t2+ ...+ ()" "ty 22— vt>-1,
g (L+8) =175 1) 1+t
e entao integrando,
2 3 -1 n-1,.n x (_1)n¢n
log(1+zx) = f x—x—+x—+...+()—x+ Ldt.
0 1+t 2 3 n 0 1+t

Pelo Corolario 2 o polinémio surgido éode Taylor de ordem n pois analisando
E AL
|| | / 1+t t

vemos que para r >0 temos 0<t<xel+t>1e

1 z g 1
Os—/ dt < — t"dt—i—ﬂ) quando x — 0 ;
zn Jo 1+t x™ Jo n+1

eparaocaso -1 <x<0temos -1<x<t<0e0<1+x<1+t¢e portanto,

1 x gn 1 1 0
—f dt| < — f [t|" dt = LHO quandox -~ 0 =
an Jo 1+t lz|* 1+ 2z Ja (n+1)(Q+xz)

Exemplo 4 Para f(z) = (1+2)% a e R\Ne x> -1, as férmulas de Taylor com resto

integral em x(y = 0 sao

(1+x)a:(§)+(?)x . (§)w2+ +(Z)q:"+Rn(x); Rn(x):fox%ll(t)(x—t)"dt,

com (a): a(a_l)"'(a_m+1),VmeN,le, e (a):l.
m m! 0

Verificagao:

Basta notar que f(z) = (1+z)* = ¢*1°8(14%) ¢ C°°(-1, +00) e aplicar o Teorema de Taylor

observando as féormulas para as sucessivas derivadas de f,
F (@) = ala=1).(a-m+1)(1+2)*™ e F(0) = ala=1)....(a=m+1) = (a)m! .
m

Uma questao fundamental que surge no caso de f € C*(¢,d) é saber se a aproximagao é
tanto melhor quanto maior a ordem do polindomio de Taylor. Isto é, desejamos saber se
dado z¢ € (¢,d) e P,(z) o polinémio de Taylor de f em xy temos nl_lgl()(} P, (x0) = f(x0).
Analisaremos tal questao apés apresentarmos a Férmula de Taylor com resto de Lagrange.

A seguir vemos a util Férmula de Taylor com resto infinitesimal, que nao requer f e C'*.



A Férmula de Taylor com Resto Infinitesimal

Esta é a mais simples das férmulas de Taylor, j4 que nio supde a existéncia de f*+1)
Nesta se¢ao mostramos que se f é n-vezes derivavel em xy, podemos aproximar os valores

de f(x), com z préximo de xg, pelos de um polinémio P, (z) de grau menor ou igual a n,
f(z) = Po(z) + R(x), com R(z) = R(zo;7),

tal que o resto (ou erro) nesta aproximacao, R(z) = f(x) — P,(z) satisfaz a propriedade

lim —R(x) =
T—x0 (gg — xo)n

Tal limite pode ser interpretado como “o resto R(x) tende a zero mais rapidamente
que (z - xo)"™ tende a zero, quando z tende a x” ou ainda, utilizando a translacao
h— x =xqg + h, definindo r(h) = R(xzo + h) € pp(h) = P,(xo + h) e escrevendo

flxg+h)=pp(h)+r(h), com ll’Li—I}é r(h) =0,

hn
“o resto r(h) é um infinitésimo de ordem superior a n em relagio a h”. Este fato permite
estimar o erro e deduzir propriedades de f através de uma tal aproximagao.
Abaixo, por instrutivos e tteis, destacamos os casos f 1-derivavel e f 2-derivavel. Apos,
a unificagao dos argumentos e a generalizacao para f n-derivavel é curta mas “densa’.

Proposigao 1. Sejam § >0 e f:(a-9,a+0) > R. Entao,

(a) Se f é derivivel em a e |h| < § temos,

fla+h)=f(a)+ f'(a)h+r(h), com }li_%L:):O,

(b) Se f é duas vezes derivdvel em a e |h| < § temos,
/ f"(a); o _r(h)
fla+h)=f(a)+ f'(a)h+ Th +r(h), com %1_13%7 =0.
Prova:

(a) Pela definigao de f'(a) segue que,
(far D)= J@) =S @h) 1) - o)
h

lim 3 lim

h—0

- f(@)]=f'(@) - f'(a)=0.

(b) Como existe f”(a) entao f’ é definida numa vizinhanca do ponto a e portanto
r(h) = f(a+h) - f(a) = f'(a)h - %hQ ¢ derivavel numa vizinhanca da origem.

Ainda, por ser derivavel f é continua e }llin% r(h) = 0. Assim, pela Regra de L’Hospital,

fim T gy, 70 L hm[f'(“*h) —f'(a)—f”(a)h] _

h—=0 h?2  h-0 2h 2 h—0 h
1 ['(a+h)-f'(a) 7 _
= iilllir(l)[—h - f (a)] =0 =m



Baseados na Proposigao 1 temos, de acordo com as hipdteses, as interpretagoes abaixo

para as aproximagoes de f: (xg—d,20+9) > R, d >0, localmente em xg.
Aproximagao Linear: Supondo f derivavel em x( e
T:T(x) = f(xo) + f'(x0)(x - x0)

a equagao da reta tangente ao gréfico de f no ponto (zg, f(zo), vide Figura 1, temos

flx)=T(x)+E(x) , lim M=O.

T=>To X — X0

Y
f(x) ””¢”’E’(:T’)’ 3
T(a) - ‘
f(wo) |-, ( i
TS
Zo X
T

Figura 1: Aproximagcao Linear

Aproximagao por um polinémio de grau 2: Se f é 2-vezes derivavel em xg temos,

=P (z)+ E(x im _E@) =
@)= Pa(e)+ Byt EEL o,
Py: Py() = f(zo) + f'(w0) (2 — x0) + @(m—xof :

Figura 2: Aproximagcao por um polinémio de grau 2.



Pela Proposi¢ao 1 e o Teorema 1, de Taylor, é facil intuir o que segue.

Teorema 2. Sejam § >0 e f:(a-3d,a+0d) - R n-vezes derivavel em a e |h| < §. Entao,

(21) fla+h) = f(a) + Fla)h+ D p2 4 4 F0@) r(h), com Tim ") g
2! n! h—0 A"

ou, equivalentemente,
" (n)
(2.2) f(a+h) = f(a)+ f'(a)h + fQ—(F)h2 ot f—|(a)h" +h"E(h), com ’llméE(h) =0.
! n! -

Prova:
A equivaléncia entre as expressoes (2.1) e (2.2) é trivial, e optamos por provar (2.1).

Como existe f(")(a), segue que f é (n—1)-vezes derivével numa vizinhanca de a e portanto
r(h) = f(a+h)—p(h) é (n—1)-vezes derivdvel numa vizinhanga da origem.

Claramente p(h) é tal que p® (0) = f*)(a), se 0 < k < n, e as derivadas de tais ordens de
r(h) = f(a+h)-p(h) se anulam na origem. Assim, como as derivadas até ordem n—1 de

h™ se anulam na origem, aplicando a regra de L’Hospital (n — 1)-vezes obtemos

(n-1) (n-1) _ n(n-1)
fm T g, ) L W 2O L ey -
h>0 A" h-0 n(n—-1)..2.h  nlh-0 h-0 n!

Com tal férmula é simples aperfeicoar e generalizar o Teste da Derivada Segunda que
estabelece: dada f € C?(c,d) e a€(c,d) com f'(a) =0 temos,
(i) se f"(a) >0 entdo a é ponto de minimo local de f,

(i) se f"(a) <0 ent@o a é ponto de maximo local de f.
Notando que tal teste nada afirma se f'(a) = f”(a) =0, provemos o resultado abaixo.
Proposigao 2. Seja f e C" ! (c,d), n>2, e a € (c,d) tal que existe ) (a) e
fla)=...= fOD(@a)=0 e f™(a)+0.

(a) Supondo n par temos,
(i) Se f™(a) >0 entdo a é ponto de minimo local estrito de f.
(ii) Se f(™(a) <0 entdo a é ponto de maximo local estrito de f.

(b) Se n é fmpar entdo a nao é ponto nem de minimo local nem de méximo local, de f.

Prova:

Pelas hipoteses e pelo Teorema 2 temos,

(n) a)h™
flavn) = f(ay + ZEO

Logo, supondo |h| suficientemente pequeno e h # 0,
fla+h) - f(a) _ f"(a)
hn  nl

Notemos que como E(h) - 0se h - 0e f(")(a) 0, para 0 # |h| suficientemente pequeno
f(a”}i)*f(a)

+ B()h", lim E(h) =0.

+E(h) .

os sinais de (™ (a) e s20 iguais e, no caso n par, é igual ao de f(a+h)- f(a).



Consequentemente, para h suficientemente pequeno e h # 0 temos,

(a) (i) npare f((a)>0= f(a+h) - f(a) >0 e aé ponto de miimo local estrito.
(ii) n par e f((a) <0= f(a+h) - f(a) <0 e a é ponto de méximo local estrito.

(b) Se n é impar, a expressdo f(a+h) - f(a) muda de sinal segundo h muda de sinal =

Férmula de Taylor com Resto de Lagrange®

Esta férmula é uma generalizacao do Teorema do Valor Médio (TVM).

Teorema 3. Seja f: (¢,d) - R tal que existem f(), 1 <i <n+1, n um natural fixo.

Entao, dados xg,z € (¢,d), x¢ fixo, existe £ = £(x) entre xg e x, com £ # xg e £ # x, tal que

) (4 (n+1)
F@) = fan)+ )=o)+ o+ T @y« LB

Prova:

Pelo Teorema do Valor Médio 3&; entre x e g, & # x9, &1 # T, com f@-fwo) _ 1'(&1) e,

f(x) = f(xo) + £ (&) (x - z0) .

Seja 1 € R determinado pela equacio (*) f(z) - f(z0) - f'(20)(x—-0) = n(z-x0)?. Entdo,

trocando z( por ¢ definimos (a troca x por t requereria aplicar o TVM 2-vezes, verifique),
p(t) = f(2) = f(t) = ['(t)(z ~ t) =z~ 1)? satisfaz p(z0) =0 =p(x) -
Logo, existe &5 entre xq e x, &2 # o € & # x, tal que (&) = 0. Porém,
! / 1’ ! n
(&) ==f(O) = f () (@ -t)+ f'(t) + 2n(z ~t) = [2n - f" (1) (x - 1),

e avaliando tal identidade em &3 obtemos 2n— (&) =0, n = f”éfZ) e, devido a (*),

£(a) = FGo) + £'Go) + T (0 gy

De forma andloga, determinando A pela equagao

() (4
F() — F(20) — F(20) (— ) = oo~ LT (1 gy = A= )™

n!

e trocando g por t definimos a funcio derivével (t)%, t entre x¢ e x,

0(0) = 1)1 -0~ T 0 2 LD gy oz wao) = 0= i),

5J. L. Lagrange (1797), matemdtico francés.
6A troca x — t conduz a uma segunda prova, mais longa, ao aplicarmos indutivamente o TVM n-vezes.



cuja derivada é a soma abaixo, em que cada segundo termo entre colchetes cancela com

o primeiro termo entre os dois colchetes imediatamente anteriores,

W) =[-F O]+ [~ O@-t)+ )]+ [- %(m—tﬁ + () (x—t)].t
Fet [ - f(%l!)(t)(x—t)” + Jé;n_)l(;,)(a: )"+ AMn+1)(z-t)" =

= O () A+ 1) (- )"

Uma vez mais, existe £ entre g e x, £ + z¢ e £ # x, tal que ¥’'(£) = 0 e portanto,

(n+1) (n+1)

AN (3]

CES] (z —29)""* é a forma de Lagrange do resto.

A expressao R(zo;x) =
Comentarios

(1) O cuidado para que & esteja entre g e x, £ # ¢y e £ # x pode ser em uma primeira

abordagem negligenciado porém, é em determinadas estudos importante.

(2) Em geral utilizamos a férmula de Taylor com resto de Lagrange, por pratica. Seu

inconveniente provém de desconhecermos o ponto “£”. A forma integral do resto é
(n+1)

“melhor” pois mais precisa e define uma fungéo = —» [ A O]

zo n!
se f(’”l) é integravel e cuja classe de diferenciabilidade é CP*! se f(”“) e CP,

(z—x0)™dt continua

A férmula de Taylor com resto de Lagrange é facilmente deduzivel de sua correlata com

resto integral, supondo f("*1) continua. Para tal é 1til o simples e belo resultado abaixo.
Segundo Teorema do Valor Medio para Integrais’: Sejam f,g: [a,b] — R, tais que
f € continua e g > 0 é integravel e fab g(t)dt > 0. Entao, existe & € (a,b) tal que

b
Jo f(®)g(t)dt

R O

=f(&) -

Prova:

Sejam m = f(z1) e M = f(x3) o minimo e méximo de f, respectivamente. Entao,

Vx € [a,b] temos m < f(x) < M e ainda, mg(x) < f(z)g(z) < Mg(z). Consideremos
L@

[, 9(x) dx

Caso 1: Se m <~y < M, pelo TVI existe £ € (z1,22) [ou (acg,xl)] tal que f(&) =7.

Caso 2: Se v = M entao fab[M - f(z)]g(x) dx = 0 e portanto, como [M - f(x)]g(x) =0,

temos [M - f(z)]g(x) =0,V € [a,b], e como g nao se anula em algum intervalo aberto

J, segue que f é entdo constante e igual a M em J e assim, todo £ em J satisfaz (*).

Caso 3: (y=m) Andlogo ao caso 2 =

7Interpretagéo: uma fungao continua assume a sua média ponderada por g > 0 se f gdt > 0. Ainda, aceitando
& € [a,b] tal prova é trivializdvel e até mesmo a dedugdo da férmula de Taylor com resto de Lagrange a
n n+1
;t!) dt = (z(_:;f;)! e a desigualdade

mf;f) (z-t)"dt < f;f) FOD (@) (—t)™dt < M];g (z-t)™dt, m o minimo e M o maximo de f("*1) ¢ usar o TVL

partir daquela com resto integral é “simples”: basta observar que | ;O (@

10



Corolario Aplicando o Segundo Teorema do Valor Médio para Integrais a forma integral
do resto na férmula de Taylor de uma funcéo f, supondo f(™*1) continua, obtemos, ja

que [xg,x] 3t~ (z—t)" é positiva e com integral >0 (o caso x < g é andlogo),

z f£(n+l) (n+1) T (n+1)
Lof n'(t)(l'—t)ndt:f n'(g)‘/wo(x_t)ndt_ ( 1()%)( )n+1’

estabelecendo o que acima afirmamos m

Com a Férmula de Taylor com Resto de Lagrange obtemos uma versdo da Proposicao 2.

Proposigao 3. Seja f € C"(¢,d), n>2, e ac(c,d) tal que

fla)=..= fOD(@a)=0 e fM(a)+0.

(a) Sen é par e J é o maior sub-intervalo de (c,d) com a € J e f(™ sem se anular em .J,

(i) Se f™(a) >0 entdo a é ponto de minimo local estrito de f restrita a .J.

(ii) Se f(™(a) <0 entdo a é ponto de maximo local estrito de f restrita a .J.

(b) Se n é fmpar entdo a nao é ponto nem de minimo local nem de méximo local, de f.

Prova:
Dado z € (¢, d), pelo Teorema 3 existe £ = £(x) entre a e x tal que

(n-1) a n) (n)
f ( )( _ )1 f( 1()')( _ )n 1 (f)( _ )n _ f( )+f (g)(x_a)n

f(x) = fla)+

Para J como no item (a) e z € J ~ {a} temos € € J, f(™(a) e f("(£) tem mesmo sinal e

™)
nl

f(x) = f(a) = (z-a)";

consequentemente, por tal equagao,

(a) temos (x —a)™ >0, pois n é par, e

(i) f™M(a)>0= f(¢)>0e f(z)> f(a)
(ii) f™(a) <0 = fU(&)<0e f(z)< f(a).

(b) para x € J, o sinal da expressao f(( z)- ’;(a) é constante mas o do denominador (z—a)"

nao (n é {mpar) e assim o do numerador f(z) - f(a) também ndo m

11



Férmula de Taylor com Resto de Cauchy.

Esta férmula é um aperfeicoamento da Férnula de Taylor com Resto de Lagrange e é
utilizada em védrios textos (mas ndo neste), particularmente para a andlise da Férmula
Binomial, vide Exemplo 9 no que segue, e assim a apresentamos aqui e convidamos o

leitor a aplicé-la no citado exemplo e em outros de sua escolha.

Teorema 4. Seja f: (¢,d) - R tal que existem f(), 1 <i <n+1, n um natural fixo.

Entao, dados xg,z € (¢,d), x¢ fixo, existe £ = £(x) entre xg e x, com £ # xg e £ # x, tal que
(n) (n+1)
1) = fo)+ S o))+ o+ L gy T 4 gyna gy

Prova:

Consideremos para t entre zg e z a fungdo ¥ [vide a definicao de 9 = 1)(¢) no Teorema 3|

" t n t "
(1) = f@) - 10 - -0 - LD @z - L0y
Pela argumentado no Teorema 3 [vide o computo de 1’ no Teorema 3| a derivada de ¥ é,

_f(n+1)(t) (JS _ t)n ;

V() = n!

e pelo TVM aplicado a VU existe £ entre x e xg, £ # = e £ # xg, tal que

) — T (n+1)

Tr — X9

= V(¢ =
Mas, evidentemente,
") (z
W()=0 ¢ W(ro) = () - f(w0) - f'wo) o -0) - L (o gy,

e finalmente,
(n) T (n+1)
£) = (o) ~ o) —20) —. - T gy T gy )

Comentario:

Admitindo f™*1) continua, a Férmula de Taylor com Resto de Cauchy é consequéncia
imediata da Foérmula de Taylor com Resto Integral pois sob tal hipétese o Teorema do

Valor Médio para Integrais assegura a existéncia de & entre xg e x, £ # x¢ e £ # x, tal que

z £(n+1) (n+1)
1 [ f (t) (17 _ t)n dt = f . (5) (CC _ §)7L )

T — 20 Jzo n! !

12



Aplicagoes

Exemplo 5. As férmulas de Taylor, resto de Lagrange, de e”, cosx e sinz em xg = 0 sao,

T 1‘2 z" 65 n+1
(a) e :1+x+§+....+—'+mx , (entre0ex, E+0ef=x.
Em particular,
. 1 1 1
e= lim [1+1+—+—+...+—].
n—-+oo 2! 3! n!
2 4 _1\n (2n+1)
oz (=1)" o, cos (&) on
(b) cosx:1—§+z+ (2n)!x2 + @n 1) ntl CcentreOex, E+0e+x.
3 1) :(2n+2)
(¢) sinalcza:—QU—+....+¥9172”+1 ST ane , EentreOex, E£0ef+x.
3! (2n+1)! (2n +2)!

Verificagao: Segue imediatamente do Exemplo 1 e do Teorema 3 =

Exemplo 6. Dadas as fungoes €*, cosx e sinx e um numero real arbitrario x temos,

7 7
n—>+o0o 2! n:

(a) €* = lim [1+a:+’”—2+ +£].

(b) cosz = lim [1— 12—7 + % o+ (_1)7_1332"].

n—+oo
: : s > (=D"  2n+1
_ oz oz n+
(c) sm;v—nl_lgloo [m st et Gl .
Verificagao:

Se P,(x), Pan(x) e Pans1(x) s@o os polindmios de Taylor de ordem n, 2n e 2n + 1, em
=0, de e*, cosz e sinz e, se R,(x), Ron(x) e Rop+1(x) so seus respectivos restos de

Lagrange, vide Exemplo 5, mostremos que tais restos tendem a zero se n tende a +oo.

Observemos antes que: fixado m € N, para n > m temos

m'  m™m m m m m™ m no+too
b nziee

— = < — 0.
n! m! m+1lm+2 n m! n

(a) Neste caso, com a notac¢ao do Exemplo 5, para m,n € N tais que |z| < m < n temos,

n+1
m m n—+oo

(n+1)!

n+1

|Ry (2)| =

P
(n+1)!

(b) Neste caso, com a notagdo do Exemplo 5, para m,n € N tais que |z| < m < n temos,

o

COS(2n+1)(f) el ‘ m2n+1 N>t 00

(¢) Neste caso, com a notacao do Exemplo 5, para m,n € N tais que |z| < m < n temos,

Sil’l(2n+2)(£) 2n+2‘ m2n+2 nt00

|R2n+1(x)| :‘ (21’L+2)' - (2’]7,-‘1-2)’

13



Exemplo 7. Para -1 <2 <1 é valida a expressao,

. x "
arctanz = lim [x—§+—+‘..(—1) ] .

n—>+o00

Em particular,

Verificagao:
Pelo Exemplo 2, basta provarmos hm OgC tf:: dt =0 se |z|<1. Para tal z é claro que
n—
| /-x t2n+2 ‘ f t2n+2 dt| |1,|2n+3 1 N4 00 0 m
0 14—152 2n+3 = 2n+3

Exemplo 8. Para -1 <z <1 é vélida a expressao,

1,2 1,3 (_l)n—lxn
log(1 = i -+t —+ .+ ——
og(l+x) im [a: gttt - ]

n—>+00
Em particular,
. 1 1 1
10g2—n1_l>r_{l°°|:].—§+§—z+..:| .
Verificagao:

Pelo Exemplo 3, basta mostrarmos que hm 0 mdt =0sexe(-1,1].

Se x € [0,1] é ficil ver que

z ¢n z n+l 1 notoo
0gf dtsft”dtzm < 0.
o 1+¢ 0 n+1 n+1

Se-1<x<0,para-1 <z <t<0temos 0 < 1l+z <1+t<1, O_Htéreassun

0 ¢n 1 n+1 1 N> t00
[ = | [ ) < = 0m
1+t z 1+t l+zn+1 (1+2)(n+1)

A seguir analisamos a fungdo binomial (1 + x)®, « néo natural e x > -1, para a qual a

férmula de Taylor com resto integral é mais apropriada que a com resto de Lagrange.
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Exemplo 9. SejaaeR\Ncom( )z%ﬁmeﬁl,e(a):l.

«a
m 0

() (Q1+2)*= nl_l)rpoo[ (3) + (?)x + (;)xQ oot (Z)x" ] , Vxe(-1,1).

(b) 2¢ :nli?w[(g)+((ié)+(;)+...+(3)],sea>0.

Verificagao:

Seja f(x) = (1+x)%, com = > -1.

n—+o0o

(a) Pelo Exemplo 4 basta mostrarmos: Ry, (z) = [, %@(ax—t)” dt 0, se |z| < 1.

Computando f(™*1) e reescrevendo o resto obtemos,

n! n!

FrHL(t) _ a(a-1)...(a-n) (1410 a(a; 1)(1 4oL

©.1)  Ru(o) :a(“;1)f0w(1+t)a-n-1(m—t)”dt.

Analisemos entao o resto, iniciando com os coeficientes binomiais.

-1 n—+oo . . s s .
o )x" —— 0, se|z| <1 e a¢N. Primeiro notemos que, é f4cil ver,

A o ‘(a; 1)‘ _ ‘(1_ (- %) (1— %)‘

e fixemos r tal que |z| <7 < 1. Entdo, lim |(1-<)x|=|z| e existe p ¢ N tal que
n—+oo
s
J
Supondo n > p concluimos a afirmagao:
-1 —+400
‘(O‘ )x" (1 _@ ) (1 - 9)‘ 2" < A(p) |2 P P2 )
n n

p+1
A seguir, analisamos o resto R, (x) dividindo nos casos x positivo e & negativo.

Afirmacao®: (

|z| <r<1, Vi>p, jeN.

= A(p)l=f”

Caso 0<z<1:temos 0<t<x<le paran>a-1: 0<(1+t)* " (z-t)"<a"e

@ <lo(* ) [Tara <Ja(* et =0
n 0 n

Caso z < 0: reescrevemos o integrando como |%(1 +t)°“1’. Sendo -1 <z <t <0,

temos 0<l+z<l+t<le0<Li<le(1+t)* ! <B=B(z)=max(1,(1+2)*")e

-t
|z -1 <lg| [poisO<t-ax<—ter—a=—-x(l+t)=|z|[l+1].
1+t
Logo, [50% (1+)*~!| < B(x)la|" e, como acima, |Ry (2)| < Bla (% )am+| "2 0,

(b) Caso z=1e «a>0: estimemos (9.1) mais precisamente. A sequéncia A(n) ¢ limitada
pois se p é o primeiro natural tal que 0 < a <p+1, e portanto 0 < 1 - ﬁ <1, temos

(1 - g)(l - %)((1 - %)‘ =C(a) e

A(n) < il

R.(1)] < ozC(a)fol(l_t)ndt _aC(0) wee o

n+1

8Este resultado é facilmente obtido com a teoria de Séries.
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Tal expressao é 1til para desenvolvermos outras fungoes e exemplificamos a seguir.

Exemplo 10. Para |z| < 1 sdo vélidas as expressoes,

(a) 1 - -1, ExQ B 1.3.5m3 . (_1)n1.3.5....(2n— l)a:" .
V1+g  notoeo 2.4 2.4.6 2.4.6...2n
1 1 1. 1.3.5.....(2n-1
(b) = lim [ 1+ =2%+ —3504 o+ MIQ" .
1 -2 noteo 2 2.4 2.4.6...2n
Verificacao:

Sao ambos consequéncias do Exemplo 9.

(a) (1+w)_% = nEIPw[(_O%) + (_lé)x + (_2%)952 + ..+ (_n%)x" ] ,

DED B (-1) 13.5...(2n-1)

com (‘%) =1le, paran>1, (—n%) _ D

0 n 2n
(b) Segue imediatamente de (a), trocando = por —z°> =
Exemplo 11. Para |z| < 1 é vdlida a expressao,
, ) 123 1.32° 1.3.5....(2n - 1) x2+!
arcsinz = lim |2+ —— + —— + ... + ,
n—+oo 23 245 246..2n 2n+1

com a expressao entre colchetes sendo o polinémio Ps,,1 de Taylor de arcsin x na origem.
Verificacao:
Pelos Exemplos 9 [vide (9.1)] e 10(b) e sua notagoes obtemos para |y| < 1,

1 1, 13,  135.2n-1) , ) )
=1+ + gyt P R . R <
=22V Ta2aY 246..on " @) 1Bl

2n+2

)

3
i)
2\ n
e integrando (podemos pois o resto integral é uma funcdo continua pelo TFC),

x 123 1.32° 1.35....(2n = 1) z2"*! x
arcsinx = [ Y = $+_x_+_3x_+'m+ 3.5 ( n ) xr + f Rn(yz)dy
0 /1-42 23 245 2.4.6.2n 2n+1 Jo

Entao, pela Afirmagao vista no Exemplo 9 temos

’ fom Rn(y*)dy

)

2

|$|2n+3

2n+3

n—>+00

<

0, selz|<1,

estabelecendo a 1 afirmacao no enunciado. Quanto a 2 afirmacao, basta notar que

$2 z—0

1
— 0 =
2n+3

* 2
ot [, Bals)dy

arcsinz — Papy1 ()
x2n+1

21

2
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Exemplo 12. (Teorema) O niimero e é irracional.

Prova:
Sesp = 1+1+g+3 + ...+ &, neN, entdo sn<e,n1_i)rflwsn:eeparap2 1,
_ 1 1 1
Snip =Sn T il T Gyl T (nep)!

1 1 1 1
< (D! [1 toad T ez t "'(n+1)p—1]

1 1

p-1 k
_ 1 5 ( 1 ) <1 1 _ 1
(n+1)! v I (n+1)!'1-L2 7 nn! -
s 1
Portanto, 0 <e—s, = pl_l){rﬂm(smp = $n) < nnl”

Desta forma, supondo e racional, escrevendo e = g, p,q € N e mdc(p,q) = 1, temos
0<gl(e—-sq) < %, com os nimeros gle e glsg = ¢! (1+1+ % +. %) inteiros. Logo,

q! (e - s,) é um inteiro entre 0 e 1 /

Comentarios:

(1) No Exemplo 6(a) vimos que se z € [0, 1] entao,

2 n

X X
eE-l1l+z+ —+ ... +—
2! n!

< € xn+1 < 3
T (n+1)! T (n+1)!7

que nao é uma estimativa para e tao precisa quanto a obtida no Exemplo 12, visto que

1 3 * . o 13 1 3
ol < G Vn e N*. Mas, a ordem de grandeza é a mesma ja que 15 D) < et S Gy

Ainda mais, verificando que 0 < e —s7 < 107* e que
1 1 1 1 1 1 2 181
57:1+1+—+—+—+—+—+—:2+@=2+i:2,7182...
2 6 24 120 720 5040 5040 252

obtemos as primeiras trés casas decimais de e = 2, 718....

(2) Vimos que €%, cosz, log(1 + x), arctanz, (1 + )%, etc. tem expansdes em intervalos

abertos centrados em x = 0 e fazendo uso de translagoes tais como

e’ =e®e" " | sinx =sin[(z - x0) + 2] = sin(z — xg) cosxg + cos(x — ) sinxy), ete.

nao ¢ dificil ver que admitem expansoes ao redor de outros pontos g em seus dominios.
Fungbes com tais propriedades sao ditas analiticas e sao muito importantes e tem sob
certos aspectos comportamento semelhante a polinémios. Mas, nem todas as funcoes

infinitamente derivaveis sao analiticas como bem mostra o exemplo que a seguir.

1
?7 qﬁo, ’
c e é tal que f(™(0)=0,YneN.

Exemplo 13. A fungdo f(z) =
0,sex=0,

Verificagao: Deixamos ao leitor completar a simples a prova abaixo (v. Figura 3).

As n-derivadas de f satisfazem f(")(z) = e P(%), Va # 0, P um polinémio. Logo,

P
lim f™(z)= lim enyP(y) = lim (‘g)
r—0% Yy—>+00

y—too Y

=0 , YneN={0,1,2,..} m
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Figura 3: Gréafico de f(z) = ex?,se x #0, f(0)=0.

Entre as mais elementares aplicagoes da Férmula de Taylor destacamos o computo das

primeiras casas decimais de um numero.
Exemplo 14. Computemos um valor aproximado para /8,2 utilizando um polinémio
de Taylor de ordem 2 e avaliemos o erro.

Verificagao: O polinémio de Taylor de ordem 2 de f(x) = ¢/z em torno de z =8 é

f"(8)
o1 (z-8)7.

P(z)=f(8)+f'(8)(x-8)+

275 e f(z) = —%x‘g segue que

Logo, como f'(x) = %

P(@:m%(x—s)—i(m—g)? ,

144
e portanto,
2-107t 4.107? 1 1 59
P(8,2)=2+ 0 — =24+ —=-——=2+ ~ 2,0163888 .
12 144 60 3600 3600

Avaliacao do erro: Pela Férmula de Taylor com resto de Lagrange temos,

nr
! Ef) (0, 2)3 ,com & entre 8 e 8,2 .

f(8,2)-P(8,2) = 3

Porém f"'(z) = %% e para & entre 8 e 8,2 temos ¢8> 8% = (23)8 =224 ¢ (/€8> 28 ¢

" 1 101 1072
[T (L1015 jps 10 g2 1982105
3! 3! 2728 64 -81
Assim, ¢/8,2 ~ 2,0163888 com erro inferior a 10~ é uma aproximacao por falta para

$/8,2 [isto é, 2,0163888 < {/8,2] com precisdo até a 4 casa decimal m

0<
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EXERCICIOS

1. Determine as primeiras 5 casas decimais de 7.

2. Determine o polinomio de Taylor de ordem 2 de f em volta de x.

3. Determine o polinémio de Taylor de ordem 3 de f em volta de zg = 0.
(a) f(z)=tanz
(b) f(z)=en®

3

4. Determine o polinémio de Taylor de ordem 4 de f(z) =2 + 2% + x em zo = 1.

5. Escreva cada um dos seguintes polindémios em x como polindmios em (z — 3).
(a) z* —122°% + 4422 + 22 + 1
(b) a®

6. Utilizando o polinomio de Taylor de ordem 2, calcule um valor aproximado e avalie o erro

7. Mostre que, para todo x,

(a) |sina — | < 5|af.
2
(b) |cosz—(1-4)| < %|er|3

8. Mostre que, para 0 <z <1

2 $3

X
0<e®—(1+x+—)|<—].
- (Lot D)<

9. Utilizando a relacdo sinz = x + o(x?), calcule

. sinr-x . sinz-=z
@ e R
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10 . Verifique que

(a) e*=1+z+% +0(z?)

(b)

(c)

(d) nz = (z-1) - 2(z-1)* + o (z - 1)?)

cosx=1- I—; +o(x?)

sinz =z + o(z?)

2¥sind, sex#0,
x

11. Seja f(:c):{ 0 10

(a) Determine o polindémio de Taylor de ordem 2 de f em volta de z — 0 = 0.

(b) Seja a > 0 um ndmero real dado. Mostre que néao existe M > 0 tal que para todo
€[0,a], [f"(2)| <M.

12. Seja f derivavel até a 2 ordem no intervalo I e seja x¢ € I. Mostre que existe uma funcao

() definida em I tal que, para todo x € I,
_ ’ [ (o) 2 2 . _
F@) = Fao + £/ (o) (& ~0) + T (- 20)? + (@) (- 20)?, com lim () =0
13. Generalize o Exercicio 8 para uma fungao f derivavel até ordem n.
14. Seja f derivével até a 2 ordem no intervalo fechado [a,b] e seja z¢ € [a,b]. Mostre que
existe M > 0 tal que para todo z € [a, b],
|[f (@) = P(2)] < Mz —xof*

com P(x) o polinémio de Taylor de ordem 2: P(x) = f(zo)+f'(z0)(z—x0)+ f”(;‘)) (z-20)2.

Sugestao: mostre que a fungéo ¢(z) do Exercicio 8, com ¢(z() = 0, é continua em g = 0.
15. Generalize o Exercicio 10 para uma fungao f derivavel até ordem n.
16. Determine o polinomio de Taylor de ordem 5 em volta de xy dado.
(a) f(x)=cosxexg=0
(b) f(z)=lnzexyg=1
(c) f(@)=wem=1
(d) f(z)=(1+2)* acRexo=0.

17. Seja f(x) =sinwz.

(a) Se n é um natural impar e x € R entao,

3 5 n
. xT T n=1 T
SIHSL’—(I—g‘FE‘F ..... +(—1)2 Fg(n+2)|

|x|n+2

(b) Avalie sinl com erro, em médulo, inferior a 107°.

(c) Avalie, com erro em médulo inferior a 1073,
! 2
f sinx” dx .
0
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