Curso: MAT 143 - CALCULO para CIENCIAS BIOLOGICAS - FCFUSP
Professor Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Periodo: Primeiro Semestre de 2010
LISTA 0 - GABARITO

1. Binomio de Newton
p=n

n -
(a+b)" =" ( )apb" P ¥neNu{0} .
p=0 \P

Solugédo 1 (Combinatéria) Por convengdo 0! = 1 e portanto, () =1, Vn e Nu {0}.
Temos, (a +b)" = (a+b)(a+Db)....(a+b) = cha™ + cp1a™ b+ ... + c1ab™ 1 + cob™ com
os coeficientes ¢; € N. 'Imaginando’ n caixas, cada uma s6 com os elementos a e b, cada
parcela do desenvolvimento de (a +b)"™ pode ser vista como oriunda de n-retiradas, uma
de cada caixa, ou de a ou de b. O nimero de ’formas’ que é possivel retirar a n-vezes
para formar a” é, evidentemente 1. Logo, ¢, = 1. Formamos aPb" P retirando a p vezes
e para tal temos na primeira retirada n possiveis caixas, na segunda n — 1 e na p-ésima

retirada n — p + 1 possiveis caixas. O namero de repeticoes, por nao importar a caixa de

PP & n(n-1)...(n—-p+1) _ n!

onde retiramos a é p!. Assim, o coeficiente de a” P = Gt

Solucao 2 (Inducao) Seja X = {n €N | a férmula é verdadeira }. Provemos X = N.
p=1

Cason =1: temos (a+b)l=a+be ¥ (;)abbl’p = ((1))a0b1 + (1)a1b0 =a+b. Logo, 1€ X.
p=0

(Passo de indugao) Suponhamos a férmula vdlida para m € N e provemo-la para m = 1.

p=m
Temos (a+b)™*! = (a+b)(a+b)™ e, por hipétese de inducio [(a+b)™ = ¥ (7;’) aP o™ P,
p=0

p=m p=m p=m
(a+b)™" = (a+b) > (m) a?b" P =a Y (m) a’b" P+ by (m) a’ b P =
p=0 p p=0 p

p=0 p
_ pin (m) ap+1 bmfp + Pin (m) ap bm+1*p .
p=0 p p=0 p

No primeiro dos dois ultimos somatérios acima fazemos a substituicao ¢ = p+ 1. No
segundo apenas trocamos a letra p por i. Obtemos assim,

i=m+1 ) ) i=m ) )
(a+b)m+l _ Z (Z"jl’l) G,Z bm+1—7, + Z (77:) CLZ bm+1—7. —
1=0

i=1

[ < (’ml) Qi pml-i | am“bo] + [aobm“ 4 _Z (m)aibmﬂﬂ']:
i=1 \t~ i=1 \ 0

— a0 4 I_ZT:"[( m ) . (m)] igmel-i | 0pm
o) T\ ‘

Por 1ltimo,

(:Ll) ’ (T) B (i—l)TZ:n—l)![m—li+1+H:%:(m;l) "




1— n+1

2. Progressao Geométrica 1+a+a’+...+a"=1%— VaecR, a+1,YneNu{0}.

Prova Somando as equagoes,

obtemos (1-a)s, =1-a""' =

3. Uma Fatoragdo Polinomial 2" -1=(z-1)(z"1+2"2+....+2+1),YneN.

Solugio 1 E claro que (z - 1)(z" '+ 2" 2+ .+z+1) =z(@”  +2" 2+ . +x+1)+

n—-2

iy tz?ra) - (" 2 ) =2 - 1

(2"t 2"+ Ltz ) ="+

Solugao 2 Pelo item 2, 1 -a"*' = (1 -a)(1+a+a®+...+a") ,Yae R,¥neNu{0} .

Trocando o sinal na equacao e ainda a por = e, pondo m =n + 1 temos,

2" -1=(z-1)(z™ +2™ 2+ +x+1), VzeR, YmeN =

4. Um Produto Notavel a"-b"=(a-b)(a" ' +a"2b+.....+ab" 2 +b" 1), VneN.
Prova Substituindo = ¢ na identidade 2" -1 = (z-1)(2" ' +2" % +.....+z+1) obtemos,

a” a an—l an—i
— =1 =(=-1(——
b ( b ) ( bn—l +

Multiplicando a equagao acima por b" nos da,

,+...+g+1).
bt b

n-1 n—i
a"-b" = (% -1)" (Z"—l +...+% + ...+% +1) = (% —1) (@™ b+ +a" T a4 =

= %b (a" o+ ... +a" T + L ab" T ™) = (a=b) (@ a4 ab" 240 m

5. Teorema Todo polinémio de grau impar e coeficientes reais tém ao menos uma raiz real.
Prova Basta verificarmos “Se P(z) = apa”™ + ....a12 + ao, a; € R, 1 =0,1,....,n, a, # 0, é
um polinémio com coeficientes reais de grau n > 1 sem raizes reais entdo grau(P) é par”.

Verificagcao Como o conjugado da soma e do produto de nimeros em C é a respectiva

soma e produto dos conjugados e o conjugado de x € R é z, dada uma raiz z € C temos,

0=0=P(2)=ap2" +ap12" 1+ ...+ a1z +ag = 42" + ...+ a1Z + ag = P(2).

Logo, z é rafz de P, z # Z pois z ¢ R e, Q(z) = (z — 2)(z — Z) divide P. Porém,
Q(z) =22 ~Zx —zx + |2|? = 22 - (Z+ 2)x +|2|? = 2% — 2Re(2)x + |2|? tém coeficientes
reais e assim, % também. Donde, é facil ver, z e Z tém igual multiplicidade. Logo,
Se 21,21 ,..-, 2k , 2k Sa0 as raizes de P, sem repeticao, m; a multiplicidade de z;, entao

P(x)=an(z—21)" (x-Z0)™ .z —2)™ (x—Z5)"™  en=my+mi+..+mg+my é par &



Ly.... +a1z+a, n > 1, com coeficientes, a;, inteiros:

6. Raizes de P(z) = 2™ +an_12™"
(i) Se a € Z é raiz entdo ala,.
(ii) Se a = % € Q é raiz, mde(p,q) = 1, entdo p divide a, e ¢ divide a,.

1

Prova (i) Sendo P(a) = a,a™ + ap_10™ " + ...+ aja + ag = 0 temos
b)

ap = — apa™ — ap_1a™t — ... = aja.

1

Assim, como « | a,@",...., a | aja entdao a | — (aa™ + ap_1a™ + ... + a1@0) = ag.

n n-1
(i) Mostremos primeiro que p | ag. Temos, 0 = P(%) = anZ—n + an_llq% + a1§ + ag. Logo,
n n-1 n-1 n
0=anp” + @n_1p" q + .... + a1pq + apq” .

Como p divide a,p" , an_19" 1q ....., a1pg™ L entdo p | —(anp™ + apn_1p" g+ ... + a1pg"t).

Isto é, p| apg™ e portanto, como mdc(p,q) =1, p | ao.

Ainda, q divide agq™, a1pg™ " ....,an_1p" 'q e entdo q |~ (an_1p" 1q + ... + a1pg™ ! + apqg™).

Isto é, ¢ | a,p™ e assim, como mde(p,q) =1, ¢la, ®

7. Resolva algumas equagoes de segundo grau sem a férmula de Baskhara e entao prove-a.

A férmula Seja az? + br +c¢=0, a # 0, uma equacao do segundo grau em z. Temos,

ax® + br + ¢ = a(x2+9x+f) = a[(z+£)2—(i)2+£] =
a a 2a 2a a
b, 4ac-b?
= a[(as+%) 1 ]

A

4(12 ’

complexa, que admite dois valores se o radicando é nao nulo, obtemos,

b VA

r+ — =+ —,
2a 2a

Logo, x é raiz se, e s6 se, (z + %)2 = A = b% - 4ac e extraindo a rafz quadrada

qualquer que seja a escolha feita para vV A. Consequentemente,

e b+ Vb2 -4dac

2a
8. Sejam «, § em R.

(a) sen(a - B) = senacosf — senfcosac (b)  cos(a - ) = cosacosf + senasen(.

(¢c) cos(a+ B) = cosacosf — senasen  (d) sen(a+ ) = senacosf + senfcosa.



10.

11.

12.

13.

14.

. Desigualdade Triangular |a +b| < |a| + |b|, Va,beR.

Prova Prova E claro que para todo z € R temos z < |z| e -z < |z|. Logo,

{ a+b >0 =>|a+bl=a+b<|a+b,

a+b <0 =>|a+bl=-(a+b)=-a-b<|a|+|b =

O nimero /2 é irracional.
Prova (Por Absurdo) E claro que se pe N, p? ¢é par < p é par (p? impar < p ¢ fmpar).
Suponhamos, por absurdo, /2 € Q. Entao, existem p,q €N, mde(p, q) =1, com V2= §.

Logo, elevando ao quadrado, p? = 2¢? e assim, p? é par, p é par e existe m € N tal que
p = 2m. Substituindo temos /2 = 27’” que, também quadradando, nos dé,2¢% = 4m? e,

simplificando, ¢? = 2m?. Logo, ¢ é também par e entdo 2 divide p e q 7

Mostre, no plano de Argand-Gauss, que se z =a+ibe C, com a, be R e a? + 1% =1,

existe um unico 6 € [0, 27) tal que,

z = cost +isend .

Se z1 = cosfy +isenfy e zo = cosbly +isently entao,
2122 = cos(01 + 02) +isen(6y +6s) .
Prova Temos, pelos itens 8(c) e 8(d),
2129 = (cosby +isenb)(cosby +isenbsy) =

= (cos 61 cos s — senby senbs ) +i(cos 01 senba +senby cos ) = cos(01+02) + sen(fy +602)i =

0

Definindo z = €% = cosf + isenf (Férmula de Euler) temos a Férmula de Moivre,

. . ind
2" = (cosf +isend)" = cos(nf) + isen(nb) = e’ | VneN .

Prova Consequéncia imediata do item anterior m

Sez=a+ibeC, a,beR, o médulo de z é | z| = Va? +b? e o conjugado é Z = a - ib.

(a) Se z #0 entdo 30 € R, médulo 27, tal que z = | z| .

(b) Represente z, 0, | z| e Z (simétrico a z em relacdo ao eixo real).
(c) lel=V2Z =7, |Re(2)] < | 2] e [Im(2)] < |2].

(d) Para quaisquer z1,22 € C, 2123 = 21 22 € | 2122]| = | 21] | 22|-

)

(e) Se|z|=1,z=¢" 0eR, entdo z=e".



Prova

(a) Basta aplicar o item 11 a EE

(c) Segue de 2z = (a+bi)(a-bi)=a>+b*=|2|?eZ=2.

(d) A primeira identidade deixamos ao leitor. A segunda segue da primeira e do item
(c) pois, [z12]* = (2120) (2122) = (2171)(22%2) = | 21|? | 20|

i0

() Claramente, Z = € = cos 0 + isenf = cos 0 — isenfl = cos(~0) +isen(-0) = e m

15. Desigualdade Triangular: |z; + 23| < | 21| + | 22|, V21,22 € C.

Prova Pelos itens 14(c) e 14(d),
|21 +ZQ|2 = (Zl +22)(Zl +ZQ) = 212_1+ ZlZ_2+EZQ +225 = |Zl|2 +le_2+Z_122 + |,22|2 =

= |z1|® + 2Re(21%2) + | 22|® < |21]® + 2| ;%2 | + | 22| =

= |21]? + 2z 22| + | 22® = (J21| +]22)° =

16. Se 21,20 € C, com 21 = | 21| €1 e 25 = | 29| €72 entdo, 2125 = | 21|| 22| €' (O1+02)

Prova Consequéncia imediata do item 12 m

17. SeweC, w=a+1ib, com a,be R, |w| =1, entao,

-1

1
Jw  =—=w=a-1b.
w

Prova Segue de (a +ib)(a—ib) =a®> +b* =|w|[?’=1 m

18. Sejam wy = xo +iys = €92 e wy = x1 + iy, = €1, com zj,y5,0; € R, j = 1,2, ntimeros

complexos unitdrios (isto é, de comprimento 1). Entéao,

(a) Y2 _ gilb2-61) _ cos(ls —01) +isen(fs - 07) ,
w1

w To +1 . . .
(b) 2R viyg) (@ — i) = (2132 + yaye) +i(1ys — 2ay1) -

w1 T +iyr

Prova (a) Pelos itens 14(e) e 12 temos, £2 = 02 (¢101)71 = 1027101 = i(02-01)

(b) Segue imediatamente do item 17 m



19.

20.

Foérmula para o angulo entre as representagoes dos nameros z; e zo em C*,
e w i — | 5] 0i0; :_
zj=x;+iy; =|z;|€% , com x;,y;,0; eR, para j=1,2,
T1T2 + Y112
cos(ly —0;) = ———>=
| 21 22|

Prova Segue de 18, (a) e (b), aplicado a ws = ‘z—z‘ + ﬂ—zlz e wy = Ij—il + ‘i—ll‘z

Distancia de Ponto a Reta A equagao geral de uma reta no plano cartesiano é: D :

ax + by +c =0; a ou b ndo nulo. Dado P, = (z,,¥,) € R?, a distancia de P, a reta D é :

| axo + by, + c|
Va2 + b2 .

Prova Notemos m,. o coeficiente angular de uma reta r. As retas S perpendiculares a D

[PD| =

tem coeficiente angular mg, mg.mp = -1 e, introduzindo um parametro d, equagao geral:

S i =br+ay+d=0, deR e entre tais a por P, = (x,,y,) é tal que d = bz, — ay,. Isto é,
Sp, :=bx+ay+ (bz, - ay,) = 0.

Determinemos P; = (z1,y1) = D n Sp, resolvendo,

(+) { ax +by=-c,

-bx + ay = ay, - bx, .
Multiplicando a primeira equagao por a, a segunda por —b, e entao somando-as temos,
T = #(b%o - aby, — ac) e,
analogamente, multiplicando a primeira por b e a segunda por a e somando-as,
Y1 = afw(—abxo +a?y, - be).
Computemos agora o quadrado da distancia de P, = (2,,¥,) a P1 = (1,91),
|P_Pl|2: [ 20 = i (Vao—abyo—ac) ]* + [yo — gz ( —abuo +a’yo—be) I =
(a®zy+aby, + ac)? + (abx, + by, +bc)? ] =

(a +l72)2

(
(a2+b2 s[ a®(axg + byo + ¢)® + b*(azo + byy + ¢)? ] =
= [

2
(a®+ ) (az, + by, + ¢)? ] = (Lotbvero)

a2+b2)

Segunda Prova Reescrevendo (*) na notagao matricial temos,

(+4) l_ab b“yHyb]

E fécil constatar que se M € Maxo(R) é inversivel , ela e sua inversa sio relacionadas por,

A B
C D

D -B
-C A

1 1
" AD - BC

Assim, a solugao de (**) ¢,

zp [ 1 a -b -c ~ > (—ac - aby, + b*x,)
Y1 a’?+b% | b ay, — bx, az—h?(—bc + a2y, —abx,) |

A prova agora segue como a anterior ®



