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CONSTRUCAO DE GRAFICOS:
CRESCIMENTO E DECRESCIMENTO,
CONCAVIDADES E PONTOS DE INFLEXAO,
ASSINTOTAS E
CONDICOES PARA MAXIMOS E MINIMOS

Definigoes: Seja f: Dom(f) - R e A um subconjunto do dominio de f.

e f é estritamente crescente em A se V s,t € A temos s <t = f(s) < f(t).
e f ¢ estritamente decrescente em A se V s,t € A temos s <t = f(s)> f(t)
o [ écrescente em AseV s,teAtemos s<t= f(s)<f(t)

o [ é decrescente em A se V s,t € A temos s<t= f(s)> f(t).

Observagao: Na defini¢ao acima, se A = Dom(f) dizemos apenas que f é, res-
pectivamente, ou estritamente crescente ou estritamente decrescente ou crescente
ou decrescente.
Teorema 1. Seja f:[a,b] > R continua e, derivavel em (a,b).

(i) Se f'(x) >0, Yz € (a,b), entao f é estritamente crescente.

(ii) Se f'(x) <0, Yz € (a,b), entao f é estritamente decrescente.

Prova.

(i) Dados s,t € [a,b], com s >t, pelo TVM existe c € (t, s) tal que

f(s) - f(1) fl(c)>0 = f(s)-f(t)>0 = f(s)> f(1).

s—t -

(ii) Basta aplicar o item (i) a fungao —fm



Dada f derivavel em p, a reta tangente em (p, f(p)) ao gréfico de f é:
T:y-f(p)=f'(p)(x=-p) ou T:y=flp)+f(p)(x-p) (zeR).
Abusando a notacdo, a tangente 7" em (p, f(p)) é o gréfico da fun¢do afim T,
T(x)=f(p)+f'(p)(w-p), veR.

Observagao: Mudando a notagao, Pi(z) = f(p) + f'(p)(« — p) é um polindomio
de grau 1 (um) na varidvel real x, denominado polinémio de Taylor de ordem 1 de

f no ponto p.

Definicao. f:I — R tem concavidade para cima no intervalo aberto I se

f(x)>T(x),

qualquer que seja a reta tangente T' em (p, f(p)), com pe [, e xel, x +p.

Definicao. f: 1 - R tem concavidade para baixo no intervalo aberto I se

f(x) <T(x),

qualquer que seja a reta tangente 7' em (p, f(p)), com pe [, e xel, x +p.

Definigao. Dada f : Dom(f) — R continua em p, p é ponto de inflexdo de f
se existir um intervalo (a,b) ¢ Dom(f) tal que f tem concavidades de nomes
contrarios em (a,p) e em (p,b).

Definigao. Seja p um ponto de inflexdo de f:Dom(f) - R.

e Se f'(p) =0, entao p é ponto de inflexdo horizontal de f.

e Se f'(p) + 0, entao p é ponto de inflexdo obliquo de f.



Teorema 2. Seja f: (a,b) > R duas vezes diferencidavel.
(i) Se f"(x) >0 em (a,b) entao f tem a concavidade para cima em (a,b).
(ii) Se f"(z) <0 em (a,b) entao f tem a concavidade para baixo em (a,b).
Prova.

(i) Seja p € (a,b) e consideremos T'(x) = f(p) + f'(p)(x —p), = € (a,b) e a
diferenca,
p(z) = f(z) -T(z),z € (a,b) .
Como ¢ = f" >0 entao ¢’ é crescente, sendo que ¢'(p) = f'(p) - f'(p) = 0.
Desta forma temos, ¢'(z) >0 se z >p e ¢'(z) <0 se x < p e portanto,

¢ € estrita/e crescente em [p,b) e estrita/e decrescente em (a,p] e p(p) = 0.

Consequentemente,

z>p==p(r)>¢(p)=0 e z<p=p(x)>e(p)=0.
Logo, se x # p temos p(x) = f(z) =T (z) >0 e assim, f(z)>T(x).
(ii) Basta trocar f por —f e aplicar o item (i) m

Uma interpretagao para o Teorema 2.

Suponhamos que a variavel é temporal. Se f” > 0 sobre (a,b), as retas tan-
gentes a curva descrita por uma particula que se move ao longo do grafico de f
sao tais que suas inclinagoes (coeficientes angulares) aumentam com o transcorrer
do tempo. Logo, a concavidade é voltada para cima. A interpretagao é analoga

se f7<0m

Definigao. 02((a,b)) = {f :(a,b) > R tais que f, f" e f" sado contl’nuas}.



Proposicao 1 (Uma condigao necessaria a um ponto de inflexao).
Se f € 02((&, b)) e p é ponto de inflexao de f entao f"(p) = 0.
Prova.
Se f"(p) > 0 devido a continuidade de f existe um subintervalo (¢, d) contido
em (a,b) e contendo p tal que f”(x) >0 para = € (¢,d) e portanto p ndo é ponto

de inflexdo 7 Analogamente, f”(p) < 0 acarreta uma contradicao m

Exemplo 1. A funcao f(z) = 23 tem em p =0 um ponto de inflexdo horizontal

(verifique).

Exemplo 2. A derivada segunda em um ponto p nula, f”(p) = 0, ndo garante
que o ponto seja de inflexao, como mostra o caso da funcao f =1 e das fungoes

f(x)=a? neN, em p=0.

Exemplo 3. A hipdtese f” continua é necessaria na Proposicao 1, como mostra

a funcao,

2. sex>0

2

f(:v):{ !

—-x*,sex<0.

Pois, verifique, p = 0 é ponto de inflexdo de f mas nao existe f”(0) (sendo

f(0)=0)m

Definigao. Seja f:(a,+00) > R. A reta y = mz +n é uma assintota para f se
lim [f(x)=(mx+n)]=0.

Se m =0 temos uma assintota horizontal e se m # 0 temos uma assintota obliqua.

Observacao. Valem definicoes andlogas para x — —oo.



Observacgoes. Se f é uma funcao racional da forma

flx)= IM, com p e ¢ polinomios, m o grau de p e n o grau de g,

q(z)

consideremos a diferenga m —n, o grau de p menos o grau de ¢q. Temos,
e Se m—n<1entao f admite assintota.

e Se m—n =0 oum-n =1, basta dividir os polinomios para determinar a

assintota.

e Se m—n <0 (grau de ¢ maior que grau de p), entao

y=0 (o eixo Ox) é uma assintota.

Condicao necessaria para a existéncia da assintota: Notemos que

lim [f(z)-mx-n]=0 = lim M:O = lim @:m

T—+00 T—+00 T T—>+00

Assim, se

entao a funcao f nao tem assintota para xr — +oo.

Método para determinar a existéncia de uma assintota a f para x — +oo:

Verificada a condicao de existéncia acima computamos o limite,

n= zl_l)l}loo[f(l') -mzx] .
Se tal limite é um nimero real, vemos facilmente que

Yy=mx+n

é uma tal assintota de f.



Definigoes. Sejam f:Dom(f) - R uma funcao, A c Dom(f) e pe A.

e f(p) é o valor maximo de f em A, ou p é um ponto de maximo de f em A se

f(p)>f(x), VeeA.

f(p) é o valor minimo de f em A, ou p é um ponto de minimo de f em A se

f(p)< f(z), VoeA .

f(p) é o valor maximo global de f, ou p é um ponto de maximo global de f,

se para todo x € Dom(f) temos f(p) > f(x).

f(p) é o valor minimo global de f, ou p é um ponto de minimo global de f,

se para todo x € Dom(f) temos f(p) < f(x).

p é ponto de maximo local de f se existir » > 0 tal que

fp) 2 f(z), Yre(p-r,p+r)nDom(f).

p é ponto de minimo local de f se existir > 0 tal que
fp) < f(z), Voe(p-rp+r)nDom(f).

e 0s pontos de maximo e minimo, globais e locais, de uma funcao sao ditos

extremantes globais e extremantes locais, respectivamente.
e se f'(p) =0, p é um ponto critico ou ponto estacionario.

e Os valores maximo e minimo globais sao também chamados valores maximo
e minimo absolutos e os pontos de maximo e minimo globais sao também

chamados de pontos de maximo e minimo absolutos.

e Os valores de maximo e minimo de f em A sao também ditos valores de
méximo e minimo de f relativos/restritos a A e os pontos de méximo e
minimo de f em A sdo também ditos pontos de maximo e minimo de f

relativos /restritos a A.



Teorema 3 (Condigao Necessaria para Maximos e Minimos). Seja f :
[a,b] = R continua e derivavel em (a,b). Se xy € (a,b) é ponto de mdximo ou
minimo, local de f entao f'(xq) = 0.

Prova.

Trocando f por —f se necessario, podemos supor xy um ponto de minimo
local. Assim, se h # 0 é suficientemente pequeno tal que xo+h € (a,b) entao
temos f(zg+h) - f(xo) > 0. Donde segue

f($0+h)—f($o)>0 f($0+h)_f($o)<0

N > N <0, se h<O0.

, se h>0,

Logo, como
f(xo+h) = f(20)
h

entao temos f'(zg) >0 e também f’(xy) <0 e entao f'(x9) =0 m

existe f'(xzg) = }ziil(l)

Teorema 4. (Condigao Suficiente para Maximo e Minimo Locais). Seja
fe 02((a, b)) e p € (a,b) um ponto critico de f. Entao,

(i) f'(p)=0e f"(p) >0 = p é um ponto de minimo local.
(ii) f'(p)=0e f"(p) <0 == p é um ponto de mdximo local.
Prova.

(i) Devido a continuidade de f” existe um intervalo (¢,d) contendo p no qual
f" >0 . Entao, no intervalo (¢,d) a fungao derivada f’ é crescente sendo
que f'(p) = 0. Logo, no intervalo (¢,p) temos f’ < 0 e f estritamente
decrescente em (¢, p] e no intervalo (p,c) temos f' > 0 e f estritamente

crescente. Portanto, o ponto p é ponto de minimo no intervalo (¢, d)

(ii) Basta aplicar o item (i) a funcao —f m



