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E necessario justificar todas as passagens.
Boa Sorte!

1. Encontre a solugao geral (e real) y = y(t) da edol de ordem 3 dada por
vy — 2y =t -2 4t — 2.
Solucgao.

Polinémio Caracteristico. Este ¢é

pA) =N =22 2+ A —2= (A =2)(\>+1).
As raizes de p = p(\) s@o trés, simples (multiplicidade um), e dadas por
{2,1,—1i}.
Trés solugbes complexas (e linearmente independentes) sao
{th, e =cost+isint, e =cost —isin t}.
Trés solugdes reais (e linearmente independentes) sao
{e*, cost, sint}.

Equacao Homogénea. A solucao geral (e real) da edo homogénea é

yn(t) = cre’ + cycost + c3sint,

onde ¢y, co € c3 sao constantes reais arbitrarias.
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Solugao Particular. Existe uma solucao particular da forma

t3
yp(t) = -3 + at? 4+ bt + c.

Donde segue

yo(t) = —3t2+2at+0
y,(t) = —=3t+2a
yr(t) = -3.

Substituindo na edolcc inicial
ym —2y//—|—y/ — 2y =1 =22 4t —2

obtemos
39 t? 2 3 642

—3—2(—3t+2a)+ —Qt +2at +b | -2 —3 +at®+ bt +c ) =t"-2t"+t—2.
Organizando o lado esquerdo segundo as poténcias de ¢ obtemos

3
3+ (—5 —Qa) 24+ (6 4+2a —2b)t + (=3 —da+b—2c) =13 — 20 +t — 2.
Cancelando t? encontramos

3
<—§—za) 2+ (6+2a—2b)t+ (=3 —4da+b—2c)= 2>+t —2.

Donde segue o sistema

3 _ _ 3
—5—2a = -2 a = 2—3
6+ 2a — 2b = 1 — 20 = 5+ 2a
—3—-4a+b—-2¢c = -2 2¢c = —1—4a+0b.
Donde seguem
1 11 3
a=-, b=—, c=-
4 4 8
Assim temos
B 11t 3
wlt) = -5+ T+ +3

Isto é,
1
w(t) = —3 (46 — 2t — 22t — 3) .

Resposta Final. A solucao geral da edolcc inicial é

1
yy(t) = c1€' + cacost + c3sint — 3 (46> — 26> — 22t — 3) &



2. Encontre a solugao geral (e real) x = z(t) da edol de ordem 4 dada por

t2
— 122" 4+ 54x" — 108z + 81z = (5

NN

+t+ 1) e
Solucgao.

Polindmio Caracteristico. Este é

p(A) = A* — 1207 + 54)\* — 108\ + 81.

Temos
p(3) = 3'—431463"-4333+3"=(1-4+6—-4+1)3"'=0
p(A) = (A =3)(\° —9N\2 + 27\ —27)
p(A) = A=3)A=3)(A2—=6A+9)
p(A) = (A=3)%

Equacao homogénea. A solucao geral da edo homogénea associada é
Ty (1) = 1€ + cote® + cst?e + cytde™,

com cq, Co, c3 € ¢4 constantes reais arbitrarias.
Solugao Particular. Existe uma solucao particular da forma

zp(t) = Q(t)e™,
com @ = Q(t) satisfazendo

p"(3) p”’( ) ( ) ( )y . PB) t*

Q"+ g+ g+ 0,Q=5+t+1.

Como A = 3 é raiz de multlphcldade 4 do polmomlo caracteristico, temos

p(3) =p'(3) =p"(3) =p"(3) = 0.

Ql/l/ _l_

E facil ver que
p"(3) =4.3.2.1 =4!
Entao, Q) = Q(t) satisfaz
" t2
=—+t+1.
Q 5 +t+

Podemos escolher

t3 2
Q/// — £ 4 £ 4 t,
R
Q Y + 6 + 27
P ot B
Q — 120 + 24 + 6
_ t4
\ Q 720 120 24"

Temos entao a solucao particular
Pt
t) = — ] e,
() = (720+ 0+24)6

Solugao geral (e real) da edol inicial. Esta é

A A
2,(t) = c1® + cate® + czt?ed + cytPe + (6' + = 5 + 4') 8t

om ¢, ¢y, C3 € ¢4 constantes reais arbitrarias &



3. Encontre a solugao geral (e real) x = z(t) da edol de ordem 2 dada por
2" — 82’ 4 41z = te¥cos 5t.
Solucgao.
Polinémio Caracteristico. Temos
p(N) = N2 =8 +41 = (A—4)*+25 = (A—4)?—(51)® = (A\—4+5i)(A\—4—51).
Logo, as raizes caracteristicas sao
A =4+ bi.
Equacao Homogénea. A solucao da edo homogeénea associada é
x(t) = cre*cos 5t + cye* sin 5t

onde ¢; e ¢y sdo constantes reais arbitrarias.

Equacgao Particular. Notando que

e3cos 5t = Re [e(3+5i)t} ,
determinemos uma solugao particular complexa z = z(t) de

2 — 82 4+ 41z = 3TV,
Procuremos uma solucao particular complexa na forma

2(t) = Q(t)eB5,
Entao, a fungao @ = Q(t) satisfaz
p"(3 + 57)

P’ (3 + 51) p(3 + 5i)

1 / —
ST A TR 0! ="t
Notemos que
p(3+5i) = (94 30i —25) — (24 + 407) + 41
p(A) = A —8\+41, = 1-— 101,
P(A) = 2X-38, eq P(3+5i) = (6+10i) —8
p'(A) = 2 = —2+4 104,

p(3+50) = 2.
Assim, a funcao @ = Q(t) satisfaz

(—2 4 10i)
11

(1 —109)
0!

2
Q@+ Q + Q=t
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Isto é,
Q"+ (—2+4100)Q" + (1 —10)Q = t.

Escolhamos @ = Q(t) na forma

t
1—102

Qt) = + a.

Notemos que Q" = (1 — 10i)~! e que Q” = 0. Substituindo tais valores na
equacao
Q"+ (—2+100)Q + (1 - 100)Q =t

obtemos

(H%—2+Hm1_1m+%1—ﬂm{1_uh+a}Zt

Orgaizando segundo as poténcias de ¢ obtemos

—2+10¢
t _— 1— 107 =t.
+ 1= 10i + ( z)a]
Cancelando ¢ encontramos
2 — 104
1 —-10i)a = )
( e =110

Note se que

2-10i  (2—10i)(1+10)) 1024 10i 102+ 10i

1—-10i (1—104)(1+10i) 1+100 101

Donde segue

101

1 /102+10i\ 1 [(102+ 10i)(1 4 10)
1—10i (1 —104)(1 + 104)

Logo,

1 /241030 2410302
o = — =
101 101 (101)2

O polindémio @ = Q(t) é entao

t 2+ 1030¢
t) =
Q) 1—10 * (101)2
Reescrevamos (14100 2+ 1030
+ 102 + {
Q) =

01 (1012
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Melhoremos, deixando um mesmo denominador,

~101(1 + 10d)t + (2 + 1030i)

Ainda melhor, destacamos as partes real e imaginaria,

o) 2+ 101t n 1030 + 1010t
= i
(101)? (101)2

Uma solucao particular da edo complexa
2// o 82, + 412 — t6(3+52)t
¢é entao

(1) = Q()e+onn — L2F1011) + (1030 + 10100) | e (cos 5t + i sin 5¢)
Z = e = .
’ 10201

Solugao Particular da EDO Real e Inicial. Uma tal solucao é

(2 4+ 101t)e*cost — (1030 + 1010¢)e sin 5¢
10201 .

p(t) = Relz(t)] =

RESPOSTA FINAL . Solugao Geral (e Real) da EDOLCC Inicial.

A solucao geral (e real) é

(2 + 101¢t)e*cost — (1030 + 1010¢)e sin 5t
10201 ’

2,(t) = c1ecos 5t+cge™ sin 5t +

onde ¢; e ¢y sdo constantes reais arbitrarias de



4. Encontre a solucao geral (e real) z(t) da edol de ordem 2 dada por
2" — 42’ 4+ 13z = te* sin 3t.
Solucgao.

Polinémio Caracteristico. Temos
PA\) = N —4X+13 = (A=2)?+9 = (A—2)*—(31)* = (A\—2+3i) (A —2—34).
As raizes caracteristicas sao entao
A=2+ 3.
Equacao Homogénea. A solucao da edo homogeénea associada é
x(t) = cre*cos 3t + cpe® sin 3t

onde ¢; e ¢y sdo constantes reais arbitrarias.

Equacgao Particular. Notando que
e?sin 3t = Im [e(”?’i)t} = Im [e*cos3t + ie” sin3t],
determinemos uma solugao particular complexa z = z(t) de
2 — 4z 413z = teH3E,
Procuremos uma solucao particular complexa na forma
(1) = Q(t)eH30,

Entao, a fungao @ = Q(t) satisfaz

"(2+ 3i "(2+ 3i 2+ 3i
P2+ Z)Qu+p( + Z)Q,+p( + Z)Q:t.
2! 1! 0!
Notemos que
p(A) = A —4X+13, p(2+3i)) = 0
pP(A) = 2X2—4, — { P2+30) = 6i
PO = 2 P2+30) = 2.

Assim, a funcao @ = Q(t) satisfaz

2 ., 6i_, 0
5@+ @+ 5e=t
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Isto é,
Q" +6iQ" =1t.
Escolhamos @ = Q(t) tal que @’ tenha a forma
/ t
Q(t) = 6 + .
Notemos que entao segue Q" = (6i)~'.
Substituindo tais expressoes para (' e Q)" na equagao

Q" +6iQ =t
obtemos
! + 67 t + t
— il —4+al =t
61 61
Isto é,
1
— + t+ bt = t.
617
Cancelando t encontramos
1
— + 601 = 0.
6i + b
Donde segue
1 1 1
o = — e — e —
(67)(61) -36 36
Logo,
t 1
I _ - -
@ = 6i 36
Integrando, escolhemos @ = Q(t) na forma
12 t
)= — +—.
Q) 124 + 36
Eliminando “¢” no denominador obtemos
it? ot
)= —— + —.
Q) 12 * 36
Reescrevamos 52
t— 3t
1) =

Uma solucao particular da edo complexa
2 — 47 4 13z = eI
é entao
(t — 3t%i)e?(cos 3t + isin 3t)

2(t) = Q) = o .

Solugao Particular da EDO Real e Inicial. Uma tal solugao é

te® sin 3t — 3t%e?tcos3t
rp(t) = Tmlz, (5] = 36 |
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RESPOSTA FINAL . Solugao Geral (e Real) da EDOLCC Inicial.
A solugao geral (e real) é

te® sin 3t — 3t?e?tcos3t

2,(t) = c1e®cos 3t + cpe® sin 3t + 36 ,

onde c; e ¢y sao constantes reais arbitrarias &



5. Enuncie o Teorema da Mudanga de Varidvel para a Integral de Riemann em uma
Varidvel Real.



