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1. Introducao

Neste texto provamos o Teorema do Valor Médio Generalizado (Cauchy) e as
duas regras de L “Hospital usualmente encontradas no Calculo 1. Além desses
resultados, apresentamos o Teorema de Rolle, o Teorema do Valor Médio para

Derivadas (TVM) e o Teorema do Valor Intermedidrio para Derivadas (Darboux).

Apresentamos, sem demonstragao, os teoremas abaixo.


http://www.ime.usp.b/~oliveira

Teorema do Valor Intermediario (TVI, Bolzano). Seja f : (a,b) — R uma

funcao continua. Entao, a imagem de f, denota por e definida por
Im(f) = f((a,b)) = {f(x) : x € (a,b)},

é um intervalo. Isto é, dado um nimero y satisfazendo f(z1) <y < f(x3), com

x1 e xy ambos em (a,b), entao existe © em (a,b) tal que
fz) =y.
Prova. http://www.ime.usp.br/~oliveira/MAT103-FEA-Supremo-2015.pdf.

Teorema de Bolzano-Weierstrass. Seja f : [a,b] — R continua. Entao, f

assume um valor maximo, M, e um valor minimo, m, no intervalo [a,b]. Isto é,

existem x; e Ty, ambos em [a, ], tais que
m= f(z1) < f(zx) < f(xg) = M, para todo x € |a,b).
Prova. http://www.ime.usp.br/~oliveira/MAT103-FEA-Supremo-2015.pdf.

A seguir, utilizamos os resultados acima.

2. Teorema de Rolle e Teorema do Valor Médio (TVM).

Condigao Necessaria para Maximos e Minimos. Seja f : [a,b] — R
continua e derivavel em (a,b). Seja p um ponto de maximo local ou de minimo

local de f. Entao,
f'p)=o0.

Prova. Notemos que p € (a,b).

Temos

- fip+h)— f(p) ~ lim flp+h)— f(p) _ f’(p)~

h—0t h h—0~ h

Se p é ponto de maximo local, o primeiro limite é maior ou igual a zero e o

segundo é menor ou igual a zero. Como eles coincidem, temos f'(p) = 0.

Se p é ponto de minimo local, analisando — f recaimos no caso acimade
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Teorema de Rolle. Seja f : [a,b] — R continua, derivavel em (a,b) e tal que

f(a) = f(b). Entao, existe ¢ em (a,b) tal que

f'(c)=0.

Prova.

a c b

Figura 1: Teorema de Rolle

Se f é constante, o resultado é 6bvio.

Caso contrario, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass f assume um minimo
m = f(z1) e um maximo M = f(x3), com z1, 29 € [a,b] e m # M. Logo,

como f(a) = f(b), concluimos que ou x; € (a,b) ou x5 € (a,b).

Isto é, ou x; é um ponto de minimo local e f’(x1) = 0 ou x5 é um ponto de

maximo local e f'(xz5) =0 &

Teorema do Valor Médio (TVM). Seja f : [a,b] — R continua e derivavel
em (a,b). Entao, existe um ponto ¢ no intervalo aberto (a,b) tal que

f(b) — f(a)

(0}

Prova.

A reta secante ao gréfico de f pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) é dada por

f(b) - f(a)

S(t) = fla) + 25—

(t —a), onde t € R.



5 f(b)
f(a)! ‘

a c b
Figura 2: Teorema do Valor Médio (TVM)

A seguir, definimos a funcao continua em [a, b] e derivavel em (a,b),
o(t) = f(t) — S(t), onde t € [a,b].

E claro que ¢(a) = f(a) — f(a) = 0 e o(b) = f(b) — f(b) = 0 e entdo, pelo
Teorema de Rolle aplicado a fungao ¢, existe ¢ € (a, b) tal que

f(b) = f(a)

0=¢(c) = f'(c) = §'(c) = f'(e) - = —

Interpretacao fisica do Teorema do Valor Médio. Suponhamos que uma

particula move-se sobre uma reta e que s(t), onde
S [tl,tg] — R,

indica a distancia em metros desta particula em relagao a origem adotada na reta,
no instante ¢ medido em segundos. Entao, o Teorema do Valor Médio expressa
que em algum instante to € [t1, o] a velocidade instantanea v(ty) = s'(tg) é igual

a velocidade média vpeqia 10 periodo [ty,t2]. Isto é, temos

As  s(ty) — s(t
3/(t0) = v(t0) = Umedia = AL = % )



E também importante a propriedade abaixo.
3. Teorema do Valor Intermediario para Derivadas (Darboux).

Teorema (Propriedade do Valor Intermedidrio para Derivadas, Dar-
boux). Seja f : [a,b] — R derivdvel em |a,b]. Entao, a imagem da fungao f’ é

um intervalo.

Prova.

Consideremos um nimero A tal que
f'(e) <A< f'(d), com cedem [a,b)].
Mostremos que existe p em (¢, d) tal que f'(p) = A. Analisemos dois casos.

¢ O caso A = 0. Entao temos f'(c¢) < 0e f'(d) > 0.

Para x em um pequeno intervalo (¢, ¢+ ¢€) [com € > 0] temos

fz) = f(c)

Tr —cC

<0

e portanto f(z) < f(c).
Para z em um pequeno intervalo (d — §,d) [com 6 > 0] temos

fx) = f(d)

>0
Tz —d

e portanto f(x) < f(d). Desta forma, o ponto de minimo z = p
da funcao f : [¢,d] — R (com existéncia garantida pelo Teorema de

Weierstrass) pertence ao intervalo aberto (¢, d). Temos assim, f'(p) =
0=\

o O caso geral. Basta vermos que g(z) = f(x) — Az satisfaz

g'(c) <0< g'(d)d



4. TVM Generalizado (Cauchy).

Teorema do Valor Médio Generalizado (Cauchy). Sejam g : [a,b] - R e
f : [a,b] — R continuas, derivaveis em (a,b) e com f'(z) # 0 para todo x € (a,b).

Entao, existe um ponto p € (a,b) tal que

Prova.
Consideremos a func¢ao
o(t) = [g(b) — g(a)l f(t) — [f(b) — fla)lg(t), onde t € [a, b].

Notemos que ¢ é continua em [a, b] e derivavel em (a,b).

Temos, é claro,

pla) = gb)f(a) — [f(b)g(a)

pb) = —gla)f(b) + fla)g(b).

Logo, ¢(a) = ¢(b).
Assim, pelo TVM existe p em (a, b) tal que



Interpretacao geométrica do Teorema do Valor Médio Generalizado.
Esbogando no plano uma curva y(t) = (f(¢),¢(t)), onde t € [a,b], e a reta S
pelos pontos (f(a),g(a)) e (f(b),g(b)) vemos que existe uma reta T' tangente a
curva 7, em algum ponto y(c), e também paralela a reta S. Isto é, se mr e mg

sao os coeficientes angulares de T e S temos,

9(b) — g(a)
mr =mg = ————.
f(b) = f(a)
\
\
(fic), glc)) (fla), g(a))
(fib), g(b))

Figura 3: TVM Generalizado

Note que geometricamente o vetor tangente a curva v no ponto ¢ é o vetor

iy 1) =) o f(E) = f(e) g(t) —g(c)
V(C)_?—I}é t—c _11—12( t—c = t—c )
= (1 =1 i 2029 (10, 00,

interpretado fisicamente como o vetor velocidade da curva v no “instante ¢”.
Ainda mais, o coeficiente angular my da reta T, paralela ao vetor 7/(c), é a

tangente do angulo 6 que o vetor forma com o eixo Ox. Logo,

9(c) o

f'(c)

my = tanf =



5. Regras de L’Hospital.

Tais regras aplicam-se a andlise das indeterminagoes

0 00
- e — .
0 00

Mostremos com exemplos que sao também indeterminagoes
(i) 0.0c0 (ii) oo — oo (iii) 0° (iv) o e (v) 1%,
Verificagao. Temos,
(i) lim 2% = 13.

z—0 7

(i) lim [(z+15) — ] = 15.

T—r—+00

(iii) lim (e*)% =€ =7
T—r—00

(iv) lim (e*)% =7 =7
Tr——+00

(v) lim (1+25)7=e™ =7 &

T—r+00
Estas cinco indeterminacoes sao redutiveis as indeterminacoes % ou .
E trivial ver que 0.0c0 é reduzido a
00
00
Quanto aos casos (iii), (iv) e (v), temos
00 — eOan _ eO.(—oo) : OOO — eOlnoo _ 6Ooo : 100 colnl _ ,00.0

Peco ao leitor analisar o caso (ii).

Atencgao. 0 nao ¢ indeterminagao pois

0% = 00 — goo(=2) — g ¢ {0, 4+00}.



Motivacao as Regras de L’Hospital. Mostremos inicialmente uma versao
simples e bem 1til de tais regras. Suponhamos f, g : (a,b) — R derivaveis (logo,

continuas) e p € (a,b) satisfazendo

f(p)=gp)=0 e ¢'(p) #0.

Entao, temos

i 1@ _ ()
=p g(z)  g'(p)
Verificagao.
E trivial ver que
@) @)~ S
wp g(x)  @ow g(z) — g(p)

Exemplos. Aplicando a regra acima encontramos

. XCcosx . cosx —xsinx 1-0
(1)  lim — = lim = =1
=0 sinz =0 cos T 1
et —1 e’ 1

2 li =1 =—=1
(2) mlir(l) tanx wli% sec2z 1 %

Teorema (Primeira Regra de L’Hospital). Sejam f e g duas fungdes de-

rivaveis no intervalo aberto (p,b), com ¢'(x) # 0 para todo x. Suponhamos que

lim f(z) =0= lim g(z) e

z—pT z—pT
/
lim f'w) =L, (comLeRoulL=—o0oul=+00).
2=+ g'(2)
Entao, temos
lim @ = L.
z—pt g(l’)



Prova.

Definindo
f(p) =g(p) =0
obtemos f e g continuas em [p,b) e derivaveis no intervalo aberto (p,b).

Assim, dado = € (p,b) e aplicando o TVM generalizado ao intervalo fechado

[p, z], vemos que existe z; € (p, ) tal que

Se x — p*, entao 1 — p*. Concluimos entao que

tim L) g L) gy S0 g

z—pT g(l’) r1—pt gl(l’l) z—pT g/(llf)

Comentario. Valem regras similares a dada acima nas seguintes quatro condigoes,

r—p T —Dp r — +00 e Tr — —O0.

" é trivialmente

+

De fato, a primeira regra de L’Hospital sob a condi¢ao “z — p~’

equivalente a primeira regra de L’Hospital sob a condi¢ao “z — p™” pois

r—opt = —x— —p

e, definindo F(z) = f(—z) e G(z) = g(—x) obtemos F'/G' = f'/q'.

A seguir, apresentamos a Segunda Regra de L'Hospital. Enunciamos tal regra
sob a condicao
r—p .
Analogamente a primeira regra de L’Hospital, valem regras analogas a enunciada

na segunda regra de L’Hospital nas seguintes quatro condigoes

_l’_

r—>Dp r—>Dp r — +00 e r — —00.
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Teorema (Segunda Regra de L’Hospital). Sejam f e g derivaveis no inter-

valo [a,p), com ¢'(z) # 0 para todo z € [a,p). Suponhamos

lim |g(z)] = +o00 e

T—p~
!
lim S'@) =L, (com L e€RoulL=—o00oul=400).
T—p~ g/(l’)
Entao, temos
lim M = L.
T—p~ g(l‘)

[Atencao. A tradicional hipétese |f(z)| — +oo se x — p~, é supérflua.]

Prova.

Simplificagdes.

o Se L é real, podemos supor L = 1. Se L # 0 basta trocarmos g por Lg. Se
L = 0, basta trocarmos a funcao f por F' = f + g e observarmos que
/ /
F
g g g g
¢ Como ¢’ nao se anula, temos que g é injetora e continua. Logo, g é estrita-
mente crescente ou estritamente descrescente. Podemos entao supor
g estritamente crescente, ¢ >0, lim g(x) =400 e g¢>0.
T—p~
o Seja L =1 ou L = 4+00. Encolhendo [a,p) se preciso, podemos supor

!/

— > = no intervalo [a,p) e f'>0.
g 2

Pelo TVM generalizado, para todo = € (a,p) existe ¢ € (a, ) tal que

f@) = fla) _ f'(e) 1 9(z) — g(a)

9@ —gla)  glo) 2

As informagoes ja obtidas revelam que temos

f estritamente crescente e lim f(x) = 400 (podemos supor f > 0).
T—p—

11



Com tais simplificagoes, temos apenas os casos L = 1 e L = +00 para analisar.

o Caso L = 1. Seja €, com 0 < € < 1. Encolhendo [a, p), podemos supor

(1) f,(c> € (L—¢€,1+¢), para todo ¢ € (a,p).

g'(c)
Seja x € (a,p). O TVM generalizado e as hipGteses sobre f e g garantem
(2> f(:p) - f(a) — f (C) para algum c € (avp)'

Observemos que

5 f@) = f(a) ﬂ@(-%».

g(a)

9(x)

Temos lim g(x) = lim f(x) = +o0, se z — p~. Para algum @ € (a, p) temos,

1 — 9@
(4) se x € (a,p) entdo ?Eg € (I1—¢l+e).
- f@
a a v p

Utilizando (3), (2), (1) e (4), para todo ponto x € (@, p) temos (é trivial)

ﬂ@_ﬂ@C—%we( Y
= - (1—€)? (1+€)?) C(1—3€e1+3e).
glx) —g'(e) \1- 44

o Caso L = 400. Seja M > 0. Encolhendo [a, p), se preciso, podemos supor

f'(c)
g'(c)

Para € = 1/2, seja @ como em (4). Utilizando (3), (2) e (4) encontramos

> 2M para todo ¢ € [a, p).

@) 1o (1= .
o0 = 90 (1 - ZEZ% > 2M(1 —€) = M, para todo z € (a,p) &
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