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Figura 1: Ilustragao a primeira construcao geométrica de C.



Capitulo 1

CONSTRUCAO DIRETA DE C

1.1 Rotacoes, Zooms e Composicoes

A palavra inglesa zoom significa aproximar ou ampliar (uma imagem).

Vista como fungao, um zoom (isto é, uma contracdo ou uma dilatagdo) é
também dita uma homotetia. Consideremos o plano cartesiano R? e neste um
ponto arbitrdrio P = (x,y). Também consideramos o espago vetorial R? e a base
canénica ¢ = (1,0) e 7 = (0,1) fixada. Entdo, o par ordenado (z,y) indica
também as coordenadas do vetor posicao v = O?, este representado pelo seg-
mento orientado com ponto inicial a origem O = (0, 0) do sistema de coordenadas
cartesiano Ozy e extremidade final P = (x,y), em relagdo a base canonica.

Um zoom de razao r > 0 é a aplicacao do plano cartesiano para o plano carte-

siano (ou do plano vetorial para o plano vetorial) e definida por, respectivamente,

(z,y) = (rz,ry) ou v — rv.

ERS

rx,ry)

—— ' > X
Figura 1.1: O zoom Z,(x,y) = (rz,ry).
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Uma rotagao do ponto (z,y) em torno da origem e por um angulo 6, medido
no sentido anti-hordrio e a partir do eixo Oz, é o ponto denotado Ry(x,y). Uma
rotagao do vetor v é o vetor Ryv. As operagoes abaixo sao andlogas para vetores.

[P

Indiquemos a operagao de composicao entre fungoes pelo simbolo “o”.

Y
+—-Llg(z,y)
/7
e
. _xlzy)
ool
4y o

Figura 1.2: A rotacao Ry.

Seja A* o conjunto (de Argand) das composigoes entre uma rota¢ao e um

zoom. Valem as propriedades abaixo (analogamente para vetores).

e Rotacionar (z,y) em torno da origem por um angulo ¢ [encontrando Ry(x,y)]
e a seguir por um angulo ¢ [encontrando R, (Ry(x,y))], tem o mesmo efeito
que rotacionar em torno da origem primeiro pelo angulo ¢ [encontrando

R,(x,y)] e a seguir pelo angulo 6 [encontrando Ry(R,(z,y))]. Isto é, temos
R¢OR9:R90R¢.
e Um zoom de razao r > (0 comuta com um zoom de razao p > 0. Isto é,

Zy04,= 12,04,

e O resultado final de rotacionar (z,y) em torno da origem por um angulo
[encontrando Ry(z,y)] e depois dilatar Ry(z,y) por um zoom de razao r é
o mesmo que dilatar (x,y) pelo zoom de razao r [encontrando (rz,ry)| e

depois rotacionar (rz,ry) em torno da origem pelo angulo 6. Isto é,
Z.oRy=Rgo Z,.
Isto mostra que a operagao composicao definida em A* é comutativa.
e Se 0 =0 entdo temos Ry(z,y) = (x,y) ou Ryv = v que é a identidade

I(z,y) = (z,y) ou Iv = 0.
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Ainda mais, se r = 1 obtemos o zoom
(z,y) — (lz,1ly) = (z,y) ou v lv="w
que é aidentidade I(z,y) = (z,y) ou v = v. Segue entao mais duas propriedades.

e Elemento neutro. O operador identidade I é o elemento neutro para o con-
junto A* munido da operagao composicao. De fato, temos
I o Ry = Ryol = Ry para toda rotagao Ry
loZ.=/Z.0l = Z, para todo zoom Z,.

e Elemento inverso. Todo elemento do conjunto A* tem um elemento inverso.

De fato, para todo angulo € e para toda razao r > 0 valem

Ror9goRy=RpoRorg=1,R goRg=1e Z.0Z:1 =1,

Vejamos mais um propriedade.

e Associatividade. A associatividade da composicao segue da seguinte ob-
servacao de carater geral. Dadas trés fungoes f: X — X, g: X — X e

h: X — X, onde X é um conjunto fixado arbitrario, entao temos

[folgoh)](x) = [f((goh)(z)) = f(g(h(x))) = (fog)(h(z))
= [(fog)oh|(x), paratodo z € X.

Donde segue fo(goh)=(fog)oh.

Como o conjunto A* com operacao composicao o possui as quatro proprieda-
des citadas (comutativa, associativa, elemento neutro e elemento inverso), dize-

mos que (A*, 0) é um grupo (comutativo). Valem ainda as propriedades abaixo.

e Unicidade da representacdo. Dados r > 0, p > 0, e angulos a e § medidos

no sentido anti-horario, entao temos

r=p

Zy R, = Z,Rg <=
a — [ é um multiplo de 27.

e Consideremos a reflexdo (—I)v = —v, um zoom Z, e uma rotagao Ry. Entao,

-1 = R, =IR,=7Z1R, €A
Z, = Z.Ryec A
Ry = ZiRye€e A.



1.2 Adicao de Rotacoes

Consideremos um vetor v no plano. Representemos v no plano cartesiano pelo
segmento orientado com extremidade inicial O, a origem no plano cartesiano.

Seja a o segmento orientado (vetor) obtido pela rotacao de v pelo angulo «
medido no sentido anti-horario.

Seja b o segmento orientado (vetor) obtido pela rotagdo de v pelo angulo

medido no sentido anti-horario.

Figura 1.3: Ilustracao para ¢ = a + b, com vetor a = R,v e vetor b = Rgv.

Os vetores a e b tem mesmo comprimento, iguais ao de v, e o paralelogramo
determinado por a e b tem os quatro lados de igual comprimento.
A diagonal ¢ divide o paralelogramo em dois triangulos isosceles e ec é paralelo
a bissetriz do angulo determinado por a e b. O angulo formado por ¢ e v é entao
I @ 5 B _«a %2— o] '
Sejam |a|, |b| e |c|, os comprimentos de a, b e c¢. A lei dos cossenos garante

e = |a*+ [b]* — 2la] |b] coslr — (a — B)]
= 2Jv* + 2[v[* cos(a — B).

Donde segue |c| = /2 + 2 cos(a — B)|v| e portanto

Rov+ Rav = /2 + 2cos(a — B)Raisv.

2

Concluimos entao que

R, + Rsz=Z,0Ra+s, comr = \/2+2005(a—5).
2
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1.3 Rotagoes, Zooms e a Adicao. O Corpo A.

E evidente que para a soma de dois zooms, temos (com r > 0 e p > 0)
(Zy + Z,)v = Zyypu.

Logo, a soma de zooms é um zoom. Vimos na se¢ao 2 que a soma de duas rotacgoes
é a composta de um zoom e uma rotacao. Consideremos agora dois zooms, Z,
e Z,, rotagoes R, e Rg, e um segmento orientado v com inicio na origem O do

plano cartesiano. Sejam os vetores a = rR,v, b = pRgv e ¢ = a + b. Vide figura.

Figura 1.4: O vetor ¢ = a + b, onde a = rR,v e b = pRgv.

O comprimento de ¢ satisfaz |c|> = r?|v]? + p?|v|* + 2r|v|p|v| cos(a — B). Logo,

lc| = /72 + p?2 + 2rpcos(a — ) |v).

Seja 6 o angulo entre b e c. Pela lei dos senos obtemos

sinf  sin(a— )  sin(a— g —0)
rlvl ] plv]

e

A= /r2+ p+2rpcos(a — B3)

ZyRo + Z,Rg = Z)\Rg19, onde e
sing _ sin(a=p) _ sin(a—f—0)

r A p

Estrutura de corpo. Seja 0 o operador nulo em R?. Entdao A = A* U {0} com as
operagoes o e + forma um corpo (valem as propriedades comutativa, associativa

e distributiva e também a existéncia de neutros, opostos e inversos). Cheque.



1.4 Espaco Linear A. Base: Zoom Z; e Giro Rz

Terminologia. Um espago vetorial é também dito um espago linear. Uma
rotacao é também dita um giro.

Consideremos um zoom Z,, com r > 0. Dado um real A > 0, a identidade
Mrax,ry) = (M\rz, Ary), para todo (z,y) € R?,

mostra que \Z, = Z,, ¢ um elemento de A.

Se A =0, é 6bvio que A7, = 0 pertence a A. Se A < 0, a identidade

)\(T’CL’, Ty) = (-)\T)(—.CL’, _y)
mostra que \Z, = Z_,,. R, é um elemento de A.
Consideremos agora uma rotagao (ou giro) Ry, com € medido no sentido anti-
horario. Dado A > 0 é claro que

ARpv = Z\Ryv, para todo v € R2.

Donde segue que ARy = Z\ Ry é um elemento de A.

Se A =0, é 6bvio que ARy = 0 pertence a A. No caso A\ < 0, as identidades
)\R@’U = -\ (_RQU) = -\ (RT(-RQU> == Z_)\RW+9U

mostram que ARy = Z_ R, ¢ um elemento de A.

Resumindo, dado um arbitrario Z, Ry e um real arbitrario A, temos que AZ, Ry
pertence a A. Dizemos entao que A é fechado para a multiplicacdo por escalar.

Logo, A é fechado para a adi¢do (pois A é um corpo) e para a multiplicagdo
por escalar. Isto mostra que A é um sub-espaco vetorial do espacgo vetorial de

todas as funcoes de R? em R2.

Portanto,

A é um espago vetorial |

A seguir, determinemos uma base para o espago vetorial A.
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Sejam r > 0 e um angulo « no sentido anti-hordrio. Mostremos que a aplicagao
Z.R, é uma combinacao linear de Z; e R%.

Consideremos um segmento orientado v em R? com ponto inicial O, a origem
de R?, e a reta que contém v e estd orientada no sentido de v. Consideremos a

reta que contém o segmento orientado Rzv e orientada no sentido de Rzv.

rRav

(?‘ sin ﬂ-)R%-u j'___r ——————————

RBrxv A
z U

LW BT

|
|
i
l—;/\{t Hi',’ _L______’ji

Figura 1.5: A decomposicao Z,Rav = 1Rav = (rcosa)v + (rsina)Rzv.

A projegao do segmento rR,v sobre a reta que contém v (vide figura imedia-
tamente acima) é o segmento orientado (r cos a)v. Analogamente, a projegao de

rRqv sobre a reta que contém o segmento Rzv é o sgmento orientado
(rsina)Rzv.

Segue entao

rRav = (rcosa)v + (rsina)Rav.

Isto é, com I o operador identidade,

7Ry = (rcosa)l + (rsina)Rz.



Como Z; = I, encontramos entao

ZrRo = (rcosa)Z; + (rsina)Ra.

Vide figura abaixo.

rotacdo
F'y

Z00m

Figura 1.6: Ilustracao a primeira construgao geométrica de C.

Até o momento vimos que Z; e Rz geram A.

Suponhamos agora que temos
A+ pRz =0, comAeRepeR
Dado v € R?, com v nao nulo, temos entao
pRzv = —Av.

Segue entao que pRzv e Av sao paralelos. Mas, pRzv e Av sao também ortonais.
Portanto, sao ambos nulos e concluimos que A = = 0.

Portanto, o zoom Z; = I e a rotagao Rz sao LI e formam uma base de A.

O conjunto {I , R%} é uma base do espago vetorial A.

10



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

1.5 Distributividade da Multiplicacao Escalar em

Relacao ao Produto em A

Sejam dois nimeros reais, A e u, e dois elementos, S e T, pertencentes a A.
Isto é, S e T sao ambos uma composi¢ao de um zoom com uma rotagao. Pela
secao anterior podemos multiplicar elementos de A por nimeros reais.

Por definicao, dadas duas funcoes quaisquer f : R?> —+ R? e g : R? — R2?,

temos A(f o g) = (\f) o g. Entao, é ébvio a propriedade
AST) = (AS)T.
A seguir, com tal propriedade e a comutatividade do produto em A, encontramos

AST) = XNTS)
= (A\I)S
= S(\T).
Resumindo, no conjunto A e com as operacoes até aqui definidas, vale a

propriedade distributiva da multiplicacdo por um escalar real em relagao ao produto.

Isto é,

AST)=(AS)T =S(A\T),comAeR, Se AdeT e A

Entao, escrevemos A\ST para A(ST') e para (AS)T e mesmo para S(AT).

Por propriedades gerais para fun¢oes do plano no plano, valem também

M)T = ApT) = u(AT),com AeR, peReT e A

Entao, escrevemos simplesmente AuT" para (Au)T', para A\(u1') e para pu(AT).

Valem assim as identidades (note que dependentes de “A\u” ou “pA”, em geral)

(AuS)T = S(AuT) = (AS)(uT)

A)ST = (u\)ST =
(An) (1) { (UAS)T = S(UAT) = (uS)(AT).

Pelas propriedades acima seguem as identidades (com A e u separados, em geral)
A(UST) = N[(uS)T] = N@S)|T = (Au)(ST) = [(An)S]T.
Escrevemos entao, simplesmente, AuST.

11



1.6 Foérmulas para cos(a + ) e sin(a + ()

Consideremos o zoom Z; e rotagoes IR, e Rg. Sabemos que
RoRg = Ratp, Z1 =1 e Rz Rz = Ry = —1.

Ja mostramos que

R, = (cosa)Z; + (sina)Rzx
Rg = (cosB)Z + (sin B) Rz
Rorp = [eos(a+ B)]Z: + [sin(a + B)|Rx.

Por outro lado, pelas propriedades ja mostradas encontramos

RoRs = [(cos@)Zy + (sina)Rz] [(cos 8)Z1 + (sin ) Rz ]

= [(cosa)Zi][(cos B)Z1] + [(cos ) Z4][(sin B) Rz

+ [(sina) Rz ][(cos B) Z1] + [(sin a) Rz ][(sin 3) Rz ]

uy uy
2 2

= (cosacos 3)Z1Z; + (cosasin B)Z; Rx
+ (sinacos B)RxZ; + (sinasin )Rz Rx

= (cosacosB)I + (cosasin §)Ra
+ (sinacos B) Rz + (sinasin 8)(—1)

= (cosacos 3 —sinasin ) + (cosasin f + sinacos §) Rx.

Donde segue

cos(a+ ) = cosacosf —sinasin

sin(ae+ ) = cosasinf + sin«acos .

12
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1.7 Bijecao Linear entre A e R?

Dado um elemento Z,.R, em A (portanto r > 0 e o angulo a é medido no

sentido anti-hordrio) e o operador nulo 0 € A, definimos ® : A — R? por

®(Z,Ry) = (rcosa,rsina),
®(0) = (0,0).

Esta funcao estd bem definida pois, pela unicidade da representacao de elementos
de A, a identidade Z, R, = Z,R3 implica r = p e que o — 3 é multiplo de 27.
E evidente que ® é sobrejetora e injetora. Logo, uma bijecao.
Vejamos a linearidade para a multiplicagao por um escalar \ € R.
Se A > 0, entdo ®(A\Z, R,) = ®(Z).R,) = (A\rcosa, Arsina) = AP(Z, R,,).
Se A < 0, temos Al = (—\)R, e portanto
®(AZ,Ry) = P((—N)R:Z,Ra)
= (ID((—)\)ZTROCM)
= (I)(Z—)\TROH—W)
= (= Arcos(a+ ), —Arsin(a + 7))
= (Mrcosa, Arsina))
= MO(Z.R,).
Se A =0, entdao A\Z, R, = 0 e assim ®(\Z, R,) = ®(0) = (0,0) = AP(Z, R,).

A seguir, a linearidade para a soma. Consideremos Z, R, e ZpRg. Vimos que

A= /r2+ p*+2rpcos(a — B)
Z. R, + ZpRg = Z)\R5+9, onde e

sinf __ sin(a—p) _ sin(a—p-0)
ro A P

Donde entao segue
®(Z,Ro + Z,Rg) = ®(Z)\Rg19) = (Acos(8 + 0), Asin(8 + 0)).
Por outro lado, por definicao temos

{ O(Z,R,) = (rcosa,rsina)
8(7,Rs) = (pcos B, psin §).

13



Desta forma, temos ®(Z, R, + Z,Rg) = ®(Z,R,) + ®(Z,R3) se e somente se

Acos(B+60) =rcosa+ pcos
Asin(f + 0) = rsina + psin f.

Tal sistema pode ser escrito no formato matricial
Acos(B+0) \ [ cosa cosf r
Asin(f5 + 6) sina  sin 3 p )
O determinante da matriz 2 x 2 acima é

sin f cos v — sin acos f = sin(f — «).

Portanto, ocorre ®(Z, R, + Z,Rg) = ®(Z,R,) + ®(Z,Rp) se e somente se

1 sinff —cosf Acos(B+0) \ [T
sin(8 —a) \ —sina  cosa Asin(B + 0) N p )

Isto é, vale a desejada linearidade para a soma se e somente se

<r> A <sinﬁcos(ﬁ+9)—sin(5+9)cosﬁ>'

p N sin(8 — a) \ sin(B + ) cosa — sin acos( + 6)

Tal identidade é, por sua vez, equivalente a

<7~>: A (sinw—ww)])
p) smB-a)\ sin[(B+0)—a] )

Resumindo, vale a linearidade para a soma se e somente se

Ty A sin 0
p | sinfa—p) sin(aw — 5 — 0)

ou, escrito de outra forma,

sinf  sin(a — )  sin(a — 3 —0)
ro A N p

Ora, tais identidades sao vélidas devido a definicao de Z, R, + Z,R3 = Z)\Ra1.

Resumindo,

® : A — R? é um isomorfismo de espacos vetoriais.

14
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1.8 O R? ganha Multiplicacao dada por A

Utilizemos que ® : A — R? ¢ uma bijecao linear e que A é um corpo.
Consideremos (a,b) e (c,d), ambos no espaco R%. Definimos entao o seguinte

produto (nao confundir com o produto vetorial, definido no espaco tridimensional)

(a,b) x (¢,d) = <I><<I>_1(a, b)d(c, d)).

Explicitemos este produto. Considerando o zoom Z; = I, onde I é o operador

identidade, e as rotagoes Ry e Rz, observemos que

(1) = B(Z;) = B(Z1Ry) = (1cos0,1sin0) = (1,0)

® (Rz) = ®(Z1Rz) = (1cos§,1sin %) = (0,1).

wl3

Ainda,

((al +bRz € A
CI—G—ng cA

® (al +bRz) = ®(al) + P (bRz) = a®(I) + b® (Rz) = (a,0) + (0,b) = (a,b)

o (cI+ng) = (¢, d).

\

Ainda mais, temos [ oI = [ = [ oI = I? = I e, pela propriedades ja provadas,

( (al)(cI) = (ac)I? = acl
(a]) (dR%) = adIR% = ang
(bRz)(cl) =bcRzl = bcRx

R=Rxr = Ry = —1
2 2

(bRz) (dRz) = bdRz Rz = bdRr = bd(—1I) = —bdI.

\
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Concluimos entao que
(a,0) X (¢,d) = @] (a,)d (¢, d)]

— | (l +bR3) (e +dRy) |

= ®|(aD)(el) + (al) (dR3) + (bRz) (c]) + (bRs) (dRs)
= & (ac] + adRz + bcRz — bd])
= @ [(ac—bd)I + (ad + bc)Rg} :

Entao, pela expressao ja encontrada para ® (para elementos escritos como

combinagao linear da base {I, Rz} do espago .A) encontramos

(a,b) x (¢,d) = @ ((ac — bd)I + (ad + bc)Rz) = (ac — bd, ad + bc).

[VE}

Segue entao a férmula de multiplicagcdo

(a,b) X (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).

Destaquemos que a rotagao Rz ¢ uma raiz quadrada do oposto ao elemento neutro

da multiplica¢do em A (i.e., uma raiz quadrada da reflexdo). Temos entao

(Rg)" =-I.

A seguir, utilizamos ® para introduzir algumas identificacoes. Ja vimos que
2
(1) = (1,0),® (Rz) = (0,1) e (Rz)" = —1I.
Identifiquemos entao
(1,L0)=I=1,i=R:=(0,1)ei’*=-I= -1

Assim, podemos escrever (a,b) = a(1,0) 4+ b(0,1) como a + bi e entdo a regra

de multiplicagao para (a,b) x (¢,d) no formato bem conhecido

(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

O conjunto dos niimeros complexos C é entdo o espaco R? munido das operacoes
adicdo, indicada +, e pela multiplicacao, indicada x (ou mesmo suprimida quando

subentendida), entre seus elementos. Escrevemos entao,

C = (R? +, x).

16
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1.9 Isometria entre Espacos Normados A4 e R?

Introduzamos uma norma em A. Definamos a fungao |- | : A — [0,4+00) por

|Z,Rg| =1 e |0 =0.

’

Provemos que tal fungdo é uma norma. Primeiro, é ébvio que a fungao | - | s6
assume valores em [0, 00) e somente se anula no operador nulo 0 : R? — R

Segundo, dado A > 0 temos
|)\ZTR9| = |Z>\ZTR9| = |Z)\TR9| = )\T’ = )\|ZTR9| = |)\| |ZT»R9|.
Dado A\ < 0 temos

INZ.Re| = |(—1)(=N)Z,Ry| = |(=1)Z_x+Ro| = |RxZ-x+Ro| = | Z_s Rrse| = =X
= [A[1Z-Rol.

Dado A =0, entao é claro que \Z, Ry = 0 e que |A\Z.Ry| =0 = |)|.
Terceiro, mostremos a desigualdade triangular. Sejam Z,R, e Z,R3, ambos

em A. Sabemos que
Z R + ZPRB = Z)\R5+9,

com A = /12 + p% + 2rpcos(a — () e 0 tal que (nao usaremos condigoes em 6)

sinf  sin(a— )  sin(a— 3 —0)
ro A B p

Pela definigao da fungao | - | temos entao

|Z,Ro + Z,Rs| = |Z\Rgs.0]
= Al
= A\
= 12+ p? +2rpcos(a — )
< V(r+p)?

— r-]—p
= |ZrRa|+|ZpRB|'

Estd entao provado que (A, | -|) é um espago vetorial normado.

17



Atencao. Indicamos a norma em R? também por |-|. Ainda mais, também
a fun¢do mdédulo de um nimero real é indicada pelo simbolo |-|. O contexto

aponta qual a fungao moédulo que estd sendo empregada.

Agora, consideremos o isomorfimo linear (isto é, uma bijegao linear entre dois

espagos vetoriais) jé estudado na se¢ao imediatamente anterior,
o A— R

definido por
®(Z,R,) = (rcosa, rsina).
Temos entao

|®(Z,R.)| = |(rcosa,rsina)

= \/7“2 cos? a4+ r2sin a

=7

= |Z,Ra|.

E evidente que |®(0)| = |(0,0)| =0 € R.
Esta entao provado que ® é uma isometria linear e bijetora entre o espaco

vetorial normado (A, |- |) e o espago vetorial normado (R?, |- |).



Capitulo 2

CONSTRUCAO DE C, VIA
COORDENADAS E MATRIZES

2.1 Rotacoes em Coordenadas

Fixemos um angulo § (medido no sentido anti-horério) e um ponto (z,y) € R2.

Determinemos as coordenadas do ponto Rg(z,y) € R? de duas formas distintas.
Primeira forma (vetorial).

Consideremos (z,y) como um elemento do espaco vetorial R? [o vetor posicao
de extremidade inicial a origem O = (0,0) e por extremidade final o ponto
(z,y)]. Escrevamos
- -
(Ty)=zi +yj.
Pela defini¢ao de soma vetorial, o vetor (x,y) indica a hipotenusa de um
A N — - . ‘A
triangulo retangulo com catetos x ¢ e y j . Girando todo o triangulo por
6, no sentido anti-horario, vemos que o vetor Ry(z,y) indica a hipotenusa
de um triangulo retangulo com catetos dados por
—
Rg(l’ 7 )
e

Re(?/?)-

E facil ver que

Ro(x @) =aRo(7) e Ro(y])=yRe(7).



7Y e Ryl

Determinemos os vetores Ry( ). Vide abaixo a circunferéncia

centrada na origem.

sin B

cos B

6 sin B

cos O

Figura 2.1: Rotagao dos vetores canonicos (1,0) e (0, 1).

Temos entao

Rg(?) —cosf i + sin 9?
e
R9(7> — _§inf 7 + cos 6?.

Donde segue

Ro(wi +yj) = xRe( 1) +yRe(j)
= x(cos 07 +sin 07) + y(—sin 07 + cos 0?)
= (xcos@—ysin@)?—i—(xsin0+ycosﬁ)7.

Isto é,

Ro(z,y) = (xcosh —ysinf, xsinf + ycos )
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Segunda forma (plano cartesiano). Consideremos P = (x,y) como um ele-
mento do plano cartesiano R? no usual sistema de coordenadas cartesianas Ozy.
Girando os eixos x e y por uma angulo # no sentido anti-horario, obtemos os

respectivos eixos u e v. Vide figura abaixo.

—
Figura 2.2: Rotagao dos vetores canonicos (1,0) =i e (0,1)=j.

Por esta figura vemos que as coordenadas x e y do ponto P satisfazem

T =1ucosf —vsinf
y =wusinf +vcost &

2.2 DMatriz de Rotacao e Matriz de Zoom

Podemos entao escrever (u,v) = Ry(z,y) na forma matricial como

U T cosf@ —sinf T
= Ry = )
v Y sinf  cosf Y

Por outro lado, um zoom de razao r pode ser escrito como

()0

Assim podemos identificar

R, = cos@ —sinf e 7 = r 0 .
sin 6 cos 0 r
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2.3 Matriz da Composicao de: Rotacao com Zoom

Observemos que toda rotacao tem a forma matricial

—b
<a ),coma2+b2:1.
b a

Ainda, a matriz da composi¢cao de uma rotagao com um zoom tem a forma

-GG

e tem também a forma

(-GG

Logo, a matriz da composi¢ao de uma rotacao e de um zoom tem a forma

(7)

Mostremos que toda matriz desta tltima forma acima efetivamente representa a
composi¢ao de uma rotagao e de uma homotetia de razaor > 0. O casoa = =0

é evidente. Suponhamos a # 0 ou 8 # 0. Entao encontramos

__ B
( a —f ) = /a? + 32 \/0“25“32 \/Q:Jrﬁ2
a \/az_,_ﬁz \/a2+ﬁ2

Isto mostra que a matriz M é efetivamente a matriz da composicao do zoom de

razao
r=\a?+ 2

e de uma rotagao por um angulo 6, onde

o B

cos = ———— e sinf =
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2.4 Soma de Composicoes de Rotacoes e Zooms.

Forma Matricial.

Consideremos uma aplicacao que seja a composicao de uma rotagao e um

zoom e uma outra aplicacao que também é a composicao de uma rotacao e um
zoom. Podemos escreveé-las como

a —b c —d
b a d ¢ )
Entao, pelo que ja mostramos até aqui, a soma matricial
a —b N ¢c —=d\ (a+c —b-—d
b a d ¢ ) \b+d a+c

efetivamente define a composi¢ao de uma rotacao e um zoom (de razao r > 0).

2.5 Soma de Elementos do Conjunto A

Seja A (o conjunto de Argand) a uniao de A* com a transformacao nula
0: R? — R?. Chamemos tal aplicacao nula de um zoom de razao r = 0.

Utilizemos livremente a identificagao entre transformagoes lineares e matrizes.

As propriedades para soma de matrizes se transferem para a soma de elemen-

tos de A. Assim, a soma definida em A satisfaz as seguintes propriedades.

e Comutativa.

Associativa. [A+ (B+C) = (A+ B)+ C com A, B e C' matrizes em A.]

Elemento neutro. [A matriz nula de tamanho 2 x 2.]

Elemento oposto. [E trivial verificar. Cheque.]

Distributiva a direita. Isto é, se A, B e C' sdo matrizes em A entao

A(B + C) = AB + AC.

Distributiva a esquerda. Isto é, se A, B e C sao matrizes em A entao

(A+ B)C = AC + BC.
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2.6 Identificando o Conjunto A

Vimos até aqui que o conjunto A (das rotagdes e dos zooms de razao r > 0)
satisfaz muitas das propriedades de Q e R.

Ja vimos que todo elemento de A tem a forma

)

Escrevamos
e entao

Utilizemos as notacoes

() () o (0)

Entao encontramos
Z =al +bJ.

A seguir, observemos que

e ()02

Para finalizar, utilizemos as notagoes

Donde entao concluimos que
z=ua.l+bi=a+bi, comi’=—1.

Chamamos A de conjunto dos niimeros complexos e utilizamos a notagao

[ A=C &
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