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Resumo.

Apresentamos duas versoes para a Mudanca de Variavel na
Integral de Riemann na Reta. Os enunciados sao praticos e
as provas muito triviais. Ambas cobrem casos nao cobertos

pela célebre Mudanca de Variavel de H. Kestelman.

Introducao.

A versao mais simples deste teorema supoe as funcoes e as derivadas envolvidas

continuas em intervalos fechados, com a inversa da mudanca de variavel derivavel.

Comentario baseado em T. M. Apostol Analisis Matematico, pp. 199-200. A
versao mais geral do Teorema da Substituigao-Mudanga de Varidvel (na integral
de Riemann uni-dimensional) ndo requer a continuidade das fungoes envolvidas
e nao requer que a substituicao seja inversivel. Tal versao tem a forma

L7 sz = [ sam)aon

(@) a

com [ integravel no intervalo G([a,ﬁ]) e a substituigdo G : [«, ] - R da forma

para alguma g integrdvel em [a, 5]. Destaquemos que a identidade G'(t) = g(t) é
valida nos pontos de continuidade de g mas nao ¢ assegurada nos demais pontos.
A primeira prova da versao geral deve-se a H. Kestelman (1961). Na mesma
revista, no mesmo numero, R. Davies simplifica a prova de Kestelman. Desde

entao, muitos artigos foram e tem sido publicados sobre esta versao geral.

O livro de T. M. Apostol nao prova a versao geral. A prova de Kestelman

utiliza o conceito medida nula, que advém da teoria da medida de Lebesgue.
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A versao que provamos a seguir apresenta as seguintes caracteristicas.

E de simples enunciado e com prova muito elementar.

[43

Se aplica em alguns casos em que a “versao geral” nao se aplica.

E mais forte que as em Basic Real Analysis, A. W. Knapp, pp. 37-38 (a

prova nestas notas tem semelhangas e varias diferengas com relacao a prova

em tal livro) e em W. Rudin Principles of Mathematical Analysis, p. 133.

Nao consta nos livros em Referéncias.

Notacgao.

Seja [a,b] in intervalo na reta. Nesta prova admitimos parti¢oes
X={a=x9<<x, =b},

com pontos repetidos. Varios autores (Knapp, Lang, Rudin, Spivak, etc.) assim
procedem. Uma vantagem destas é que a integral de uma funcao sobre um sé
ponto é automaticamente zero. Quanto a investigar a existéncia e o valor da
integral de uma dada funcao, tanto faz se a particao tem ou nao pontos repetidos.

Dada f:[a,b] - R limitada e X uma particao de [a,b], sejam

=inf {f(z): 2 € [z,-1, 2]}

M; = sup{f(z) : @ € [zi1, :]},

Seja Ax; =x; —x;_1, paracadai=1,...,n.
Indicamos a soma inferior de Riemann e a soma superior de Riemann de f

com respeito a particao X por, respectivamente,

s( Zm,A[Ez e S(f,X)= ZMAL
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Teorema 1.

Teorema 1 (Teorema da Mudanca de Varidvel Generalizado). Sejam
f:[a,b] — R integravel e ¢:[a, ] — [a,b]

sobrejetora, crescente (nao necessariamente estritamente crescente) e continua.

Suponhamos ¢ derivavel em («, ). As seguintes afirmacgoes sao verdadeiras.
e Se ' éintegravel em [«, 3], entao o produto (fop)y' é integravel em [« 5].

e Se o produto (f o)y’ é integravel em [«, 5], entao vale a férmula
b B
[ r@de= [T rtem)e (.

Prova.

o A hipdtese ¢ continua é supérflua. Dado t € [, ], seja x = p(t) € [a,b].
Sejam z’ e ' tais que z € [2',2"] c [a,b]. Como ¢ é sobrejetora e crescente,
existem t’ e t”/, ambos no intervalo [«, 3] e com ¢’ < | satisfazendo ¢(t') = x’

e p(t") =z". Como a fungao ¢ é crescente, temos

(p([t’,t”]) c [ZL”,[L’”].

Logo, a fungao ¢ é continua [observemos que se z’ < z entdo temos t' <t e,

analogamente, se x < '’ entao t < t"].
o A fungdo ¢ é uniformemente continua. Trivial.
o Temos ¢’ > 0 no intervalo aberto («, ). Obvio, pois ¢ é crescente.

o Para integrar ¢, é claro que podemos definir ¢'(«) e ¢’(f) arbitrariamente.



Seja T = {a =ty <+ < t, = f} uma partigao arbitraria do intervalo [«, (]
eseja X = {a=1z9 < <z, =b} a particio do intervalo [a,b] dada por

X =(T). Isto é, suponhamos x; = ¢(t;) para cada i =0,...,n.
Pelo TVM, existe ; € [t;_1,t;] tal que Axz; = p(t;) = p(ti1) = ¢’ (t;) At;.

a - ti-1 ti ti B
t;

Figura 1: O ponto ¢; relaciona comprimentos: Ax; = ¢’ (t;) At;.

Se [T| = 0, entdo |X| — 0. Segue da continuidade uniforme de ¢ pois dado

91 > 0, existe d9 > 0 tal que temos |p(t) — (7)< o1 se [t — 7| < da.

Se ¢’ € integravel, entdo (f o )y’ também. Seja 7; € [t;_1,t;], arbitrario.

Notemos que ¢(7;) € [z;_1,2;]. Analisemos a soma de Riemann

S fle(m))e (T) At = Y flo(m) Az + Y f(o(m)[¢' (7)) - ¢ (8) | At

Se |T] - 0 entéo |X| - 0 e a primeira soma no lado direito tende a [ fdz.
Seja M uma constante tal que |f| < M (existe, pois f ¢é limitada). Segue

2 HeEN[E () -2 @]k  M[S (. T) - s(2.7)] 7% 0

Logo, (fop)p’ é integravel (o valor da integral é igual ao da integral de f).

Se (f o)y’ € integréavel, o valor de sua integral é igual ao da integral de f.

Com as notacoes acima, seja 7; = t; e escrevamos T; = go(t_z)

a rio Ti=e(t)  x b
Figura 2: O ponto T; = p(#;), onde Ax; = ¢’ (t;) At;.

Segue entao
> o)’ (t) At = ) f(T5) A
Se |T| = 0, por definigdo o lado esquerdo converge a integral de (f o ¢)¢’.

Se |T| - 0, entéo |X| - 0. Portanto, o lado direito tende & integral de f #
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Corolario. Mantidas as demais hipéteses no teorema, suponhamos que a aplica¢ao

continua e sobrejetora ¢ : [«, f] = [a,b] satisfaz uma das quatro condigées abaixo.
(a) ¢ é mondtona (isto é, crescente ou decrescente).
(b) ¢ é mondtona por partes.
(c) ¢' tem um nimero finito de zeros.
(d) ¢' tem um niimero finito de zeros em [« + €, 3], para cada 0 < e < 3 — .
Entao, as seguintes afirmacoes sao verdadeiras.
e Se ¢’ é integravel, entao (f o)y’ também o é.

e Se (fop)y éintegravel, entao

f:(ﬁ)f(x)dl‘: fff(SO(t))@’(t)dt.

(@)

Prova.

(a) O caso @ crescente ja estd provado. Suponhamos ¢ decrescente. Entao,
w(S) = QO(O( +ﬁ - 8)7 onde s € [avﬁ]v

é crescente, com ¥ () = (B) =a e P(P) = p(a) =b.
E claro que ¢ é integravel se e somente se 1) é integravel. Analogamente

para o par de derivadas ¢’ e ¢/, e para o par de fungoes (fop)p’ e (fo))y .

Aplicando a férmula no teorema a funcao (f o)wy’, obtemos

[ r@yin= [T Re)eGas=~ [ fleta+ 8- (a5 -)ds.

Retornando a variavel t = a + 3 — s, encerramos este caso com
b «a «a
[tz == [ p(em)l=¢/ 0t = [ (o0l 1)t

(b) Neste caso, existe uma partigao finita {ag = a < ay <-- < ay = [} tal que ¢
¢ mondtona em cada sub-intervalo [a;,a; 1], para j =0,...,N — 1. Entao,

pelo ja provado em (a), temos

Z_: /*so(ajﬂ) f(a)do = Z:—(:) ‘[aém o) (1),

j=0 Je(ey)

b}



Donde segue, encerrando este caso,

»(B) Jé]
fW) f(x)df’f:fa flo(t))¢' (t)dt.

Sejam {a <+ <ay_1}, onde N > 2, os zeros da derivada ¢, caso existam.
Sejam g = a e ay = . Pelo Teorema do Valor Intermediario para a Deri-
vada (Teorema de Darboux), fixado um arbitrario sub-intervalo (a;,a;j41),
a derivada ¢’ assume um unico sinal (ou estritamente positivo ou estrita-
mente negativo) ao longo deste sub-intervalo. Assim, ao longo de (o, vjt1),
ou ( ¢ estritamente crescente ou ¢ é estritamente decrescente. Portanto, ¢

é mondtona por partes. Entao, a conclusao segue de (b).

Pelo caso (c) segue

#(8) B
f f(x)dx = f fle(t))¢'(t)dt, para cada 0<e< - a.
© «a

(a+e) +e€

Analisemos esta identidade integral em dois sub-casos.

O sub-caso (f o)y’ integravel (em [a, 3]). Pela continuidade da integral

em relagao aos extremos de integracgao e pela continuidade de ¢, temos que

©(B) Jé]
Loy T@dz= [ fe)e ()t

Este sub-caso estd encerrado. Retornemos a identidade integral sob andlise.

O sub-caso ¢’ integravel (em [a, 5]). Aqui usamos o conceito medida nula.
Pelo Teorema de Caracterizagao de Lebesgue segue que o conjunto de des-
continuidades de (f o )¢’ no sub-intervalo [« +¢, §] tem medida nula, para
cada € permitido. Logo, nao é dificil ver, o conjunto de descontinuidades de
(fo)¢' no intervalo [a, 5] também tem medida nula. Ainda, como f e ¢’
sao integraveis em seus respectivos dominios, temos que f e ¢’ sao ambas
limitadas. Logo, (f o)y’ é limitada em [«, 5] e com conjunto de desconti-
nuidades de medida nula. Assim sendo, pelo Teorema de Caracterizacao de
Lebesgue vemos que a funcao (f o p)¢’ é integréavel em [a, 5]. A conclusao

segue entao do sub-caso (f o)y’ integrével. Este sub-caso estd encerrado.

A prova esta completa#
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Exemplos.

Exemplo 1 (Um exemplo em que o Teorema 1 se aplica mas a “vers3o geral” n&o).

Consideremos o par de funcoes
f(@) =z, sexel0,1], e ¢(t)=Vtsete[0,1].

Obviamente f é integravel. Ainda, ¢ : [0,1] - [0,1] é sobretora, crescente e

continua. Ainda, a fungao derivada ¢’ estd definida no intervalo aberto (0,1) e

0
Figura 3: O gréfico de 2¢/(t) = 1/3/t, onde t € (0, +0).

E evidente que ¢’ nao é limitada e portanto nao integravel em (0, 1).

E trivial ver que a funcao

<%

fle@)¢'(t) = Wi

¢é integravel. Logo, pelo Teorema 1 segue

1 19
f rdx = —dt.
0 0o 2

Por outro lado, ¢’ nao é integravel em (0,1) e entdo ndo podemos escrever

t 1
\/E:.[o ﬁdﬂ para todo t € [0,1].

Desta forma, a “versao geral” (com g = ') nao se aplica neste caso #



Exemplo 2 (Um exemplo em que o coroldrio provado acima se aplica mas a “versdo

geral” n3o). Consideremos o par de fungoes

Figura 4: O grafico de ¢, supondo t € (oo, +00).

Obviamente, a funcao f é integravel. Ainda, a aplicacao ¢ é continua e oscila
préximo a origem. Consideremos €, com 0 < € < 2/7. Segue que a aplicagao ¢ tem
um numero infinito de pontos de maximo local, e um nimero infinito de pontos
de minimo local, no sub-intervalo [0,¢]. Portanto ¢’ tem um nuimero infinito de
zeros em [0, €] e ndo ¢é dificil ver que ¢’ tem um numero finito de zeros em [, 2/7].

A derivada ¢’ esta definida no intervalo aberto (0,2/7) e temos
1 1 1
/() =sin = - — cos -
(1) sin > — S cos
E evidente que ¢’ ndo é limitada e portanto nao integravel em [0,2/7].

Por outro lado, é facil constatar a integrabilidade da fungao
1 1 1 1
(Foe)()e'(t) =1t° ( g) (smg - eos g) |

Pelo Coroléario, item (d), segue

2

.[0% % d = fo [p(t)1%¢! () dt.

Donde segue
2

I OT I
dx = =—,
/(; v 4 lo 64

Como ¢’ nao € integravel, a versao de Kestelman nao se aplica®

8
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Teorema 2.

Seja I um intervalo nao vazio arbitrario. Dada f : [ — R, dizemos que
F:1 — R é uma primitiva de f se temos F’(z) = f(z) em todo ponto = de I.

Se x € I é uma extremidade de I, entdo F’(z) é a apropriada derivada lateral.

Teorema 2 (Teorema da Mudanga de Varidvel Generalizado). Consi-
deremos uma funcao integravel f : I — R, com I um intervalo, que admita
uma primitiva. Consideremos uma aplicagao continua ¢ : [a, ] — I que é

diferenciavel no intervalo («, 3). Vale o que segue.

e Se (fop)y éintegravel em [a, 3], entao vale a formula

©(B) B
L(a) f(x)df”:fa Fle(t))e' (t)dt.

Prova.

o Se as derivadas laterais ¢'(a) e ¢'() nao existem, podemos defini-las a

vontade. Isto ndo afeta a integral do produto (f o ¢)¢’.

o Seja F' uma primitiva de f e seja € > 0 pequeno o suficiente. Entao temos

LB_Ef((p(t))SO’(t)dt /;B_E FI(@(t))@’(t)dt

+€e +€

B¢
[ @weeyma

+€

F(go(ﬁ - e)) - F(go(oz + e))
w(B-¢)
[O oy @)

Portanto, impondo ¢ — 0, pela continuidade de ¢ e pela continuidade da

integral com respeito aos pontos extremos da integral concluimos que

[ o) 0= 77 gy i

(@)

A prova esta completa#

Observacao. Os exemplos quanto ao Teorema 1 também servem ao Teorema 2.
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