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1. A Exponencial de uma Matriz Real

Definicoes e notacgoes.

o Seja M, (R) a dlgebra das matrizes quadradas nxn e com coeficientes reais.

o Seja|.| a norma euclidiana (usual) em R™, para um arbitrariom € {1,2,...}.
o Identifiquemos M, (R) com R". Logo, se A = (a;;) € M,,(R) entao

, 2
|A| é a norma de A como vetor em R"".

o Seja {e1,...,e,} a base usual de R". Dado v =viey + -+ + v,e,, escrevemos
v=(v1,...,0,).

Lema 1. Sejam A e B matrizes em M,(R). Entao,
|AB| <|A]|B].
Prova.

Seja A’ a i-ésima linha de A = (a;;) e B; a j-ésima coluna de B = (b)),
onde 1 <4, j <n. Indiquemos o produto interno em R™ por (-,-). Temos,
(AU B)) - (A, B,) ay - an, by - by
(A" B)) - (A" B,) Api - Gy byt - by,

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz segue
ABE = ¥ |(4,B,)
irj

< TIAPIEE - (TIAF) (S8 ) - apisee
2y

{ J
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Defini¢ao. Seja J um conjunto arbitrario de indices. [Para mais detalhes, vide
http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-SOMA-SERIE-POT. pdf]

o Dada uma familia (p;), de nimeros positivos ou nulos, definimos

ij = sup{ij : F' é subconjunto finito de J} € [0, +00].
J

jeF

Se tal sup ¢é finito, a familia (p;), é dita somavel e a soma da familia (p;) é
.Pi-
7

o Seja x em R. A parte positiva de x e a parte negativa de x sdo, respectiva-

mente, os nimeros p e ¢ (ambos positivos ou nulos) dados por

x, se x>0 0, sex>0
b= q=
0, se x <0, —x, sex<0.

Valem as relacoes

T=p-q, lz| =p+q,

_|x|+a: . _|x|—x
p= q= B

o Uma familia (z;); de nimeros reais é somavel se as familias (p;); e (¢;)s,
respectivamente das partes positivas e negativas de (z,), sdo ambas soméveis.

Neste caso, a soma da familia (z;) é
PEIED N IR
T T T

o Uma familia (v7);c; de vetores em R™ é somavel se as m familias de nimeros

reais (v7), ..., (vh), sdao somaveis. Neste caso, a soma da familia (v7); é
Yol = (Zv{,,Zvﬁn)
T T T


http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-SOMA-SERIE-POT.pdf
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Observagao. Seja (z;); uma familia em R. Devido as relagoes
0<p;<lagl, 0<qs <oyl e |yl =p;+q5,
temos que a familia real (x;); é somavel se e somente se
Z |ZL']| < 00,
7
Proposigao 2. A familia vetorial (v7);, contida em R™, é somdvel se e so se
> 07| < oo,
Prova.

Por definigao, a familia vetorial (v7); é somavel se e somente se cada familia
real (v]); é somavel, onde i = 1,...,m. Como ja vimos, (v}), é somavel se

e somente se (|v/]); é somavel. Por outro lado, valem as desigualdades
W] < v < [vl| + -+ |vl,|, para cadai=1 m
= = 1 ml p B B .
Donde segue trivialmente a tese#

Corolario 3. Vale a lei associativa para a familia vetorial e somavel (v7); c R™.

Isto é, se J = e Ji € uma reuniao de conjuntos dois a dois disjuntos, entao

NEEDIPNT

jeJ keK jedy

Prova.

Segue da associatividade para familias somaveis em R, em cada coordenada

[vide http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-SOMA-SERIE-POT.pdf.|#

Coroldrio 4. E continua a funcao produto matricial
(A,B) » AB € My, (R), onde A€ My (R) e B e Mgyn(R).
Prova.

Sejam H € M,,«x(R) e K € My.,(R). A afirmacao segue de

(A+ H)(B + K) - AB| < (JA[K| + [H|B| + |H|K]) S22 0.
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Lema 5. Seja f, : R™ - R uma sequéncia de fungées de classe C' tal que

fn converge uniformemente a f em cada compacto de R™

e

% converge uniformemente a g; em cada compacto, onde j=1,...,m.
Tj

Entao, f ¢é de classe C' e

—" converge uniformemente a —— nos compactos de R™, onde j =1,...,m.

ij 81[']'

Prova.

Cada f, e suas derivadas de ordem 1 sao continuas e a convergéncia ¢é

uniforme sobre os compactos. Logo, f e as fungoes g1, ..., g, sao continuas.

Basta mostrarmos que

of
axl - g].
Seja (p1,--.,pm) em R™ e x € R. Pela hipétese de convergéncia segue

z a n n—s+oo z
f ai(t,p%,pm)dt—*—) gl(t7p27"'7p7ﬂ)dt'
p1 0T P1

Assim,

fn(x7p27 cee 7pm) - fn(p17p27 s 7pm) m) »[p gl(t7p27 s 7pm)dt
1

Por outro lado, por hipdtese

n—+oo

fn(x7p27' . '7pn)_fn(p1’p2a cee apn) - f(xvp% s 7pn)_f(p17p27' .- 7p71)

Donde segue,

f($7p27' e apm) _f(p17p27' .. 7pm) = / gl(taan ce apm)dt

p1

Pelo teorema fundamental do calculo, z — f(x,pa2,...,pm) é derivavel e
of
_— = ‘
07, g1
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Teorema 6. Sejam A, B e W matrizes em M, (R). Seja X a varidvel em M, (R).

(a) Estd bem definida a matriz

+

o) Am
A= — e M,(R).
‘ mzo m! ¢ M (R)
(b) Se A e B comutam entao
6A+B — eAeB

(c) A matriz e? é inversivel. Ainda,
=1 e (e t=e
T ’ ~ -1
(d) Se W é inversivel, entao eW ™ AW = ¥/ -1eA W,

(e) A série de fungoes vetoriais e continuas

converge uniformemente e absolutamente em D(0;7) = {X e R : | X| < r},

onde r >0, a funcao continua
exp : M,(R) - M,(R), onde exp(X) =e*.
(f) A aplicagao exp: M,(R) - M,(R) é de classe C*™.
(g) A fungao f:R - M,(R), dada por f(t) =e4 seteR, é derivdvel e
f(t) = Aet.
(h) Temos det(eX) = e X) onde tr(X) é o traco da matriz X.
(i) Se A é um autovalor de A, entao e* é um autovalor de e4.

(j) Se D é uma matriz diagonal, entao eP também. Ainda, se

d 0 -~ 0 e 0 -~ 0
0 o 0
D= entao eP =
o 0 0
| 0 0 d, ] | 0 0 edn |




Prova.

(a) Temos

= e < o0,

A7) AP

m! m!

2

Pela Proposicao 2, segue que é somavel a familia vetorial

(ﬂ) cR™.
m! meN
Logo, esta bem definido o vetor
A Z - ¢ Rn
(b) Temos,
Al BF |AY |B|k |A] | BJ* Al|B]
jZJ; 7 7l Z ‘ ; zk: F =e" e < 00,

Pela Proposicao 2, segue que é somavel a familia vetorial

A Bk) >
—_ C Rn .
( ]' k! jeN,keN

Pela propriedade associativa (Corolario 3), e ja que A e B comutam, segue

Al B
A_B _ =
cc _Zj! k!

i,k
= iRk
mz>:0m ]+;m]'k‘A b
(A+B)m A+B
=e .

(c) Segue de (b).

(d) Temos, (WLAW)(W-LAW) = W-tA2WW. Logo, (W tAW)"r = W-1AWV.
Por fim, pela continuidade do produto de matrizes segue

. (WLAW)™ WA W
W TTAW _ Z _ Z

m)!

=W leAW.

m)!
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(e) e (f). As entradas (coeficientes) pj(X) da matriz

i1 0 Tin Tir 0 Tin
X"=X.-.X =
Tn1 ** Tnn Tn1 o Tnn
sao polinémios nas n? variaveis (11,..., T1n, -« Tnls- -+, Tnn) = X.

Cada um destes polinomios é (argumentando por indugao em m) uma soma
de n™-1 parcelas, com cada parcela um mondmio (em varias variaveis) de

grau m e de coeficiente igual a 1.
Consideremos um multi-indice a = (@11, ..., Qs+ Qnts e ooy Qnn) € N7
com N ={0,1,2,...}. A multi-derivada

3a(p?}) [de ordem |Oé| =Qq1+... +ann]

é uma soma de n™"! parcelas, com cada parcela um monomio (em vérias
varidveis) de grau menor ou igual a m (ou o polindémio identicamente nulo)

e com o coeficiente de cada parcela majorado (em médulo) por milel,

Fixemos um disco D(0;7) = {X : |X|<r}, com r > n (portanto, r >n > 1).

Pelo paragrafo anterior segue
0%(pi)(X)| < ™ 'ml*lr™, para todo X e D(0;7).

Logo,

aa(pm) X r2m=1lylal
| §)X)| < , para todo X € D(0;r).

m)! m!
Pelo teste da razao, o Teste-M de Weierstrass e o Lema 5 concluimos que a

funcio exp(X) é de classe C*> em R"’.



(g) Suponhamos 0 < |h| < 1. A afirmagao segue da identidade

(t+h)A _ ,tA hA _ 2 m—-1 Am
;_AetA: € ]_A etA:[ﬁ_}_...q_h A +...:|6tA
h h 2! m!
e de
hA? hm- 1Am ]h|m 2|A| oAl =0

(h) Seja f(t) =det(e!X), onde ¢t € R. Entao, f é de classe C* e satisfaz
f(t+s)=det (e”X) = det (e"¥e*X) = det (e¥) det (e¥) = f(¢) f(s).
As funcoes ¢ : R - R infinitamente derivaveis e que satisfazem
o(t+3s) =p(t)e(s), para todos t e s,
sao dadas por p(t) = eM, para algum \ € R. Donde segue
f(t) =det (e*) = e, com A= f/(0).
Por outro lado, temos

t2X?2
X =T+tX +

c= T+tX +#2F (1),

com Fy :R — M,(R) e de classe C*. Indicando as entradas das matrizes,

escrevemos F (t) = (F;;(t)) = (F};) e X = (z;5). Entao segue

1 +t$11 +t2F11 txlg +t2F12 txlg +t2F13
d t( tX) tToy + tQFgl 1+txgy + t2F22 txog + t2F23
et e =

trsy + t2F31 trsg + t2F32 1+ trss + t2F33

n
[1 +tw;+ tszj(t)]Hzg(t) [com ¢g um polinémio]
j=1
= 1+t(21++Tpn ) +2R(1) [com A um polindémio].

Donde obtemos
f(t) =det(e™) =1 +tr(X)t +t2h(t).
Concluimos entao que A = f/(0) = tr(X). Logo, det(etX) = etltr(X)],

8
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(i) Escrevemos vetores em R" no formato matriz-coluna em M, (R). Isto é,

U1

Un,
Por definicao de autovalor, existe um vetor ndo nulo v € R™ tal que
Av = .
[Dizemos que v é um autovetor de A associado ao autovalor .|

Portanto, A%v = A(Av) = A(Av) = M(Av) = \v.

Por indugao segue
A™(v) =A™, para todo m € N.

Como o produto matricial é continuo (Lema 4), temos

+

[es) m +00 m +00 m
ey 3T AT) ST “:(z %)v:e%.

m=0 m! m=0 .

=

r (d1)|m O 0 -
Dm 0 e, : 1)2 1)3
— = ecomputar [+ D+ —+ —+--- &
m! oo w0 2l " 3

| 0 0 ]

Comentarios. Mantenhamos as notagoes dadas no Teorema 6 (acima).

e [Vide Teorema 6(a).] Dado m € {0,1,2...}, escrevamos

m cee m
a1y iy
A™ = (aj})1<j<n =
1<k<n
m m
anl ann



Pelo Teorema 6 segue

m m
Z a1 A Z Ain
m! m!

+00  Am m m

A
(A = —‘ =

m=0 T o am
Z nl . Z nn
m! m!

m m

O coeficiente de indice (j, k) da matriz A™ satisfaz
jagil <A™ <[A]™.

Donde segue

+oo |g™M +00 m
Z | Jk| < Z ‘A’ :€|A| < 00,
m=0 m' m=0 m'

Cada entrada de e4 é uma série absolutamente convergente (familia somével).

e [Vide Teorema 6(d)]. Se A e B sdo matrizes de ordem n e semelhantes, por

definicao existe uma matriz inversivel P tal que
B=P1'AP.
Pelo item (d) do teorema acima, as matrizes e e e sdo semelhantes e
eB = pletP.
e [Vide Teorema 6(e).] Identificamos
a matriz X = (x;)1<j<n com o vetor X = (@11,..., %10, .-, Tnl, .-, Tn)-

1<k<n

Desta forma, temos

m m
PV (T, -y Ton) o P11, T
XM=
T
pnl(];lla s wxnn) p:mnn(mlla s 7$nn)
com cada p’; um polindbmio homogeneo de grau m e nas n? variaveis Ty, ..., Tnn.

10
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e Outra demonstrag¢do do Teorema 6(f) [vide Knapp]. Fixemos um disco
D(0;7) ={X :|X| <7}, com 7> 1.

E claro que as derivadas de XV sdo uniformemente limitadas em D(0; 7).

Para A(t) e B(t) fungbes de R em M,,(R) e derivaveis, é trivial ver que
d ! !
S AWMB()} = A)B(t) + A()B'(2).

Seja d;; o delta de Kronecker. As n? matrizes
Ers = (5i7‘58j)1£’i,j3n7 onde 1< r,s<mn,

formam a base candnica do espago vetorial M, (R).

Derivando a fungao X = X---X na diregao E;; encontramos

XN N-1
a( ) — Z XpEinN_p_l.

Seja f(X) = fi(X)-fx(X) um produto matricial tal que f;(X) é X ou

uma matriz constante. Sua derivada parcial na direcao Ej; é

of
aEij

(X) = :Z]:jfl(X)... (%fl(){ +th'j)|t=0) = fn(X).

Entao, uma derivada parcial de ordem 1 de f é soma de N parcelas de
representacao similar a f. Assim, uma derivada parcial de ordem 2 de f é
a soma de N? parcelas. Uma derivada parcial de ordem k de f é a soma de

N parcelas cujos fatores sdo do tipo Ej; ou o fator X.

Notemos que |E;j|=1<7e|X]|<T.

Recordemos a notacao para multi-derivada. Em R™, com coordenadas x =
(z1,...,%y), dado um multi-indice a = (v, ..., ) € N™ escrevemos

ol P ~ ox1...00m |

- )
Oz O0x*---0xp

onde |a| = aj + - + ay.

Destaquemos a costumeira identificagao

or _oF
8ej _&Uj'

11



A seguir, utilizemos a notacdo para multi-derivadas em M, (R) = R"’.
Seja a um multi-indice arbitrério em N**. Estimando a derivada

ak
oxXe’

com |a| =k

da fungao X, encontramos (pelos comentdrios acima)
0 ok XN
2w ()] <

N=0
A série numérica a direita e acima é convergente (teste da razao). Entao,

> NI
N=0 N!

pelo teste-M de Weierstrass segue que a série
= 0X*\ N!

converge uniformemente em D(0;7), para todo raio 7 > 0. Pelo Lema 5

segue que a funcio exp(X) é de classe C* em R™".

Outra demonstra¢do do Teorema 6(g) [vide Apostol, Calculus 2]. Temos,

etA_ 4_2030 fm Am . Tzn:( 11) %( 1n)tm
_m:O m' B m m
s ()m o s ()

As entradas de e*4 sao séries de poténcias, com coeficientes reais e na
variavel real t. Cada uma destas séries de poténcias é convergente em
todo ponto da reta real (raio de convergéncia p = +o0). Pelo teorema da

derivacao para séries de poténcias segue que t — et4 é derivdvel e

d, ay a%?mtm‘l
dt(e ) B (Z 1<i<n

m21 m! BNAS
1<j<n
m+1tm
_ Z a;’; t
m>0 m! 1<i<n
= 1<j<n
tAQ thm+l
A+ — 4+ — 4.
1! m!

= Ae!

12
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2. Exemplos

MQ(R):{Z:(Z - ): aeRebeR}.

A aplicacao @ : C - My(R), que a cada ntimero complexo z = a +ib (com a e

Definamos

b reais) associa a matriz real Z € My(R), vide expressao acima para Z, satisfaz
P(z+w)=P(2) +P(w), P(zw) = P(2)P(w) e P(Az) = AD(2),

quaisquer que sejam os complexos z e w e o real X\. Isto é, ® é um isomor-
fismo de corpos e também um isomorfismo entre espacgos vetoriais reais. Ainda
mais, munindo M, (R) da norma herdada do espago vetorial real e normado R*,

encontramos
[@(2)| = V2|2,
Logo, ® ¢ um multiplo de uma bijecao isométrica.

Desta forma, dada uma série de poténcias complexas
+00
f(z) = Z ",
n=0

com coeficientes reais (¢,) e convergente na bola aberta e nao degenerada B(0; p),

concluimos que

B(f(2)) = ijcnwz)"

para todo z em B(0;p).

Em particular, para a funcao

e o numero z =10 = 0 + 16, temos

@(ei9)=§%(g _9) .

n= 0

0 -6 o cos) —sinf
exp = ®(cosfh +isinf) = :
6 0 sinf  cosé

13

Logo,



Observemos que através de ® identificamos ¢ com uma matriz J. Temos

) 0 -1
i1=J= .

Seja {ey, ez} a base canonica ordenada de R?. Seja
J:R? - R?

a aplicacao linear associada a matriz J, pelo isomorfismo fundamental entre ma-
trizes e aplicacoes lineares. As coordenadas do vetor Je; sao dadas pela primeira
coluna de J e, analogamente, As coordenadas de Je; sao dadas pela primeira
coluna de J. Segue

J61 =€y € J€2=—€1.

Isto mostra que a aplicagao J é uma rotacdo de m/2 rad. no sentido anti-hordrio.

Dado z =a+bi, com a e b reais, e I a matriz identidade 2 x 2, identificamos

| z=a+bi = Z=al+bJ. |

A matriz identidade comuta com J (obviamente). Temos entao

Z _ jal+bJ _

e“=e alebt,

e

Temos também

eal:e 0 a

Concluimos entao que

P cosb -sinb e?cosb —e%sinb
e =¢e? = )
sinb cosb e?sinb  e%cosb

0 -b

a0 ( ) b —sinb
:(e ) o e b 0 :(cos sin )

0 e sinb cosb

14
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3. A Exponencial de uma Matriz Complexa

Definicoes e notagoes.

o Seja M, = M, (C) a dlgebra das matrizes quadradas de ordem n com coefi-

cientes complexos.

. 2
o Identificamos M,,(C) ora com um vetor complexo em C"" ora com um vetor

real em R?"*. [Em cada situagao a identificacdo em uso sera explicitada.]

o Seja |.| a norma usual em C™, para um m arbitrario,

(2155 2m) = VI P+ 4 2.
Escrevendo z; = x; +1iy;, para j = 1,...,m, e utilizando a identificagao
(21,5 2m) = (T1, Y1, -, Ty Ym ) € R?™ temos
(21, zm)| = (21, Y15 - - s Ty Y ) |-

Lema 7. Sejam Z = (z;;) e W = (w;;) matrizes em M, (C). Entao,
|[ZW| <|Z||W].
Prova.

Consideremos a matrizes reais Z = (|z;;]) e W = (|w;;)| e a matriz complexa

Ci1 - Cin 211t Rin wi1 0 Win

Cnl Cnn Znl "t Znn Wp1 -+ Wnpn

E claro que |Z| = |Z| e [W| = W) e, ainda, |ZW| = |(|¢;;])|. Temos

|Gis] =

n n
> zikwii| < D |zinllwegl-
k=1 =1

Logo, (|| < [Z2W|. Pelo caso real, temos |[ZW| < |Z||W|. Donde entao
concluimos que |ZW| < |Z||W|#

15



Defini¢ao. Seja J um conjunto arbitrario de indices. [Para mais detalhes, vide

http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-SOMA-SERIE-POT.pdf]

o Uma familia (z;); de nimeros complexos é somavel se as familias (Re z;) e
(Im 2;) 5, respectivamente das partes reais e imaginarias de (z;) s@o ambas

somaveis. Neste caso, a soma da familia (z;); é
%= ) Re(z) +i ) Im(z;).
T T T

o Uma familia (v7);e; de vetores em C™, com v/ = (v],...,v,) para cada
indice j, é somavel se as m familias de nimeros complexos (v1) s, ..., (vi)s

sao somaveis. Neste caso, a soma da familia (v7).J é

S0 = (;v{,...,;vg@).

J

Observacoes.

e J4 vimos que uma familia real (x;),; é somavel se e somente se

Z|.Tj| < 00.

7
¢ Seja (z;); uma familia em C. Devido as desigualdades
max(|Re(z;)], [Im(z;)]) < 2] < [Re(z;)] + [Im(z;)],

segue que a familia complexa (z;); é somavel se e somente se

Z |ZJ| < 00.

J

e A definicao de familia vetorial complexa somavel pode também ser obtida,

trivialmente, da defini¢ao de familia vetorial real somavel, via a identificagao

cr=R™.

16
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Proposicao 8. A familia vetorial (v7);, contida em C™, é somdvel se e s6 se

> o] < oo,
Prova. Duas provas.
1 . Segue da identificacao C™ = R*™ e da Proposicao 2.

2 . Por definigao, a familia vetorial (v7) ; é somével se e somente se as m familias
complexas (v])y,...,(v},), sdo soméveis. Dado k, com k = 1,...,m, ja
observamos que a familia complexa (vy,); é somavel se e somente se (|v]]),

é somavel. Por outro lado, valem as desigualdades
[l < 07| < |v]| + -+ |vl,|, paracadak=1,...,m.
Donde entao segue trivialmente a tese#

Corolério 9. Vale a lei associativa para a familia vetorial e somavel (v7); c C™.

Isto é, se J = e Ji € uma reuniao de conjuntos dois a dois disjuntos, entao

DI

jed keK jeJy

Prova. Vejamos duas provas.
1 . Segue da identificagao C™ = R?™ e do Corolario 3.

2 . Segue da associatividade para familias somaveis em C, em cada coordenada
[vide http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-SOMA-SERIE-POT.pdf.|#

17
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Teorema 10. Sejam A, B e W matrizes em M,(C) e Z a variavel em M, (C).

(a) Estd bem definida a matriz

+

o) Am
A=Y — e M,(C).
‘ mzzzo m! ¢ M0)
(b) Se A e B comutam entao
6A+B — eAeB

(c) A matriz e? é inversivel. Ainda,
=1 e (e t=e
T ’ ~ -1
(d) Se W é inversivel, entao eW ™ AW = ¥/ -1eA W,

(e) A série de fungoes vetoriais e continuas

converge uniformemente e absolutamente em D(0;7) = {Z e C"* : |Z| < r},

onde r >0, a funcao continua

exp : M,(C) - M,(C), onde exp(Z) =e”.
(f) Identifiquemos M, (C) = R?"*. A aplicacdo exp é de classe C*.
(g) A fungao f:C — M,(C) dada por f(t) =€, seteR, é derivdvel e
f(t) = Aet.
(h) Temos det(e?) = e*(?) onde tr(Z) é o trago da matriz Z.
(i) Se A é um autovalor de A, entao e é um auto valor de e.

(j) Se D é uma matriz diagonal, entao eP também. Ainda, se

d 0 -~ 0 e 0 - 0
0 o 0
D= entao eP =
o 0 0
| 0 0 d, ] | 0 0 edn |
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Prova.

(a) Pelo Lema 7, temos

Z |A| = el < o0.

5 [A™

Pela Proposicao 8 segue que é somavel a familia vetorial complexa

(), e
]' jeN

Logo, esta bem definido o vetor

m'_

Al
6A=ZFEC = M, (C).

J

(b) Temos,

Ar Bm |A|" |B|™ | A" |B|™
Z‘ ‘ — = ; ;W = elelBl < oo,

n! m! ~ n! m! n!

Pela Proposicao 8, segue que é somavel a familia vetorial complexa
(A" B™ 2

—_— cC™.
n! m! )n,meN

Pela propriedade associativa (Corolario 9), e j4 que A e B comutam, segue

An Bm
eteBP =N
e nloml!

2T B
Z (A + B)p _ oA+B
p20

(c) Segue de (b).

(d) Temos, (WAW)(W-LAW) = W-1A2IW. Por indugao, (W-LAW)" =
W-tA"WW. Logo, pela continuidade do produto de matrizes,

-1 n -1 An
velAW:Z(W AW) :ZW AW

n! n!

=W leAW.
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(e)

Identifiquemos M, (C) com R2"*. Suponhamos que |Z| < r. As entradas [os

coeficientes reais] pi"(Z), onde k =1,...,2n%, da matriz
Zm
m!

sao polinémios (de grau menor ou igual a m) em 2n? varidveis e satisfazem

P
—F—<— €

p?(Z)|SW Zﬁ“’o-

m) m)!

m=0

Pelo Teste-M de Weierstrass segue que a série de funcoes a valores reais
+00
m
Z pi(2)
m=0

converge uniformemente e absolutamente no disco D(0;r) = {Z : |Z] < r}.

Logo, a série vetorial de funcoes continuas

converge uniformemente e absolutamente no disco D(0;7) ={Z:|Z|<r} a

uma fungao continua. Isto é, a funcao exp(Z).

Fixemos um disco D(0;7) ={Z:|Z| < R}, com R > 1.

Para A(t) e B(t) fungoes de R em M, (C) e derivéveis, ¢ trivial ver que
%{A(t)B(t)} = A'(t)B(t) + A(t) B'(t).

Seja {Eji, : 1 < j,k <n} a base canonica de M,,(R) e i a unidade imaginaria.
Entao, {Ei1, ..., EnnyiEry, ..., iEy,,} é uma base de M, (C). Escrevamos, e

ordenemos, esta base na forma
{Ey, ..., Egp2}.

Consideremos a fun¢ao Z — Z, definida em M, (C). E claro que

0z
(9? = Ej, para todo ] = 1, ce ,2712.
J
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Também temos

—G(ZN) - ng:_l PR ZN-p-1
aE] p:0 J

Entao, uma derivada parcial de ordem 1 da funcao ZV é uma soma de N
parcelas, com cada parcela um produto de N matrizes de norma menor ou
igual a R. E entdo trivial ver que uma derivada parcial de ordem 2 de ZN
é a soma de N? parcelas, com cada parcela um produto de N matrizes de
norma menor ou igual a R. Por indugao, para uma derivada parcial 9% de
ordem k [isto é, considerando um multi-indice o = (ay,. .., a0,2) € N27° de

comprimento a; + -+ + ag,2 = k| encontramos

N N
8"‘(2 | < N’“R—

NI N!
e entao . e . N
>l (57)] < £
N=0 N! N=0 N!

A série numérica acima é convergente (teste da razao). Entao, pelo teste-M

de Weierstrass segue que a série

+00 N ZN
P (ﬁ)

converge uniformemente e absolutamente sobre os compactos, para todo

I . ~ . , 2
multi-indice a. Logo, a fungao exponencial é de classe C* em R?"".

Dado h # 0, segue

e(t+h)A _ otA A ehA _ T A hA2 hN-1 AN
e W A Il R T TR

Analogamente ao caso real, a série entre colchetes converge a A, para h — 0.

Definindo para t € R, a fungao f(t) = det(e!?) temos
f(t+s)=det(e?"7) = det (e'?e*?) = det (e'?) det (e°Z) = f(£) f(5).

E trivial ver que f = f(t) é uma funcao de classe C.
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As fungoes ¢ : R — C infinitamente derivaveis e que satisfazem
o(t+3s) =p(t)e(s), para todos t e s,

sao dadas por p(t) = e, para algum \ € C. Donde segue
f(t) = det (e) = e, com A= f/(0).

Por outro lado, temos

1272
et? =I+tZ+T+--- =1 +tZ +t*F(t),
com Fy:R - M,(C) e de classe C*. Indicando as entradas das matrizes,

escrevemos F,(t) = (F;(t)) = (Fi;) e Z = (2;;). Entao segue

1+ tle + t2F11 t2'12 + t2F12 tZlg + t2F13
tzo1 + 12Fy 1+ t299 + t?F. 293 + t2F.
det(e'Z) = 21 21 22 22 23 23
tz31 + tQFgl tz3o + t2F32 1+ tz33 + t2F33
=1] [1 + 1z, + t2Fjj(t)]+th(t) [com g um polinémio]
j=1
= 1+t(211++ 200 ) +2R(1) [com A um polinémio].

Donde obtemos
f(t) =det(e?) = 1 +tr(2)t + t2h(1).

Concluimos entao que A = f/(0) = tr(Z). Logo, det(et?) = etltr(2)],

(i) e (j). Seguem analogamente ao caso real.
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