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Definicoes. Sejam f: {2 - R, com (2 aberto em R", e p um ponto em 2.

Temos as seguintes classificagoes para o ponto p.

e Critico (ou estacionario) da fungao f, se Vf(p) = 0.
e Um ponto de maximo [ponto de minimo] absoluto (ou global) da funcao

f se temos f(p) 2 f(z) [f(p) < f(x)], para todo x no dominio de f.
e Um ponto de méximo [ponto de minimo] local da fungao f se existe um
raio r > 0 tal que temos f(p) > f(x) [f(p) < f(z)], para todo = na
interseccao B(p;r) n€).
e Extremante de f se p é ponto de maximo/minimo local ou global de f.

e Extremante local de f se p é ponto de maximo/minimo local de f.

e Extremante local de f em um subconjunto A de €2, se p esti em A e p
é ponto de maximo [ponto de minimo| local da func¢ao f restrita a A.
Isto é, se existe um raio r > 0 tal que temos f(p) > f(a) para todo

a€ B(p,7)nA, ou se temos f(p) < f(a) para todo a € B(p,r) n A.


http://www.ime.usp.br/~oliveira

1. Teorema Basico, Multiplicadores de Lagrange no Plano.

Teorema 1. Sejam f e g fungoes em C'(€;R), com ) aberto em R?, e L
a curva de nivel 0 de g, com Vg # 0 nos pontos de L. Seja p um extremante

local de f em L. Temos

(1.1) Vf(p) = AVg(p), para algum A em R.
Vi ¥ (h)
BnL=g"'0)
c=f(p) R

Figura 1: Teorema de Lagrange no Plano

Prova. (Vide Figura 1.)
Localmente, em p, o Teorema da Funcao Implicita (vide

https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-IMPLI-EXEMPLOS.pdf| pg 3-6)
mostra que L é uma curva y(t) com v(0) =p e 4'(0) # 0. Assim (f ov)(t)

tem extremante em ¢ = 0. Donde (f o7)’(0) =0 e, pela regra da cadeia,
Vf(p) L~'(0).
Também temos
gev=0, Vg(p) L7(0), 7'(0)#0 e Vg(p) #0.

Logo, Vf(p) é paralelo a Vg(p) # 0. Donde, a tese#


https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-IMPLI-EXEMPLOS.pdf
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Interpretagdes Geométricas para o Teorema 1 (Lagrange).

Yy
(] |-V f(p)=Avy(p)
vf(p) ey = f(p)
p C3
L:g(z,y)=0 .
A B C :curvas de nivel c?
a,becde f L:g(z,y)
a<b=f(p)<c
X x

Figura 2: Tustragoes 2A e 2B (complementares) para o Teorema de Lagrange

Interpretacdo para Figura 2-A (a esquerda).

Suponha V f(p) # 0 obliquo a L em p. Entao, a curva C' de nivel f(p), de
f, cruza a curva L e as curvas de nivel ¢, de f, para ¢~ f(p), com graficos
proximos a C', também cruzam L e, orientando-as na direcao de crescimento
de ¢ (a diregao do gradiente) vemos que p nao é ponto de méximo, nem de
minimo, local de f em L, contra a hip6tese. Donde V f(p) é ortogonal a L,

assim como Vg(p). Logo, o vetor Vf(p) é paralelo a Vg(p).

Interpretacdo para Figura 2-B (a direita).

Representemos as curvas de nivel

c1 <y <cz<ey= f(zo,90) = f(p)

no sentido de crescimento de f [i.e., no sentido de Vf(p)]. Claramente o

valor maximo de f sobre a curva

L={(z,y) :9(x,y) =0},

corresponde ao maior valor ¢ tal que a curva de nivel f(z,y) = ¢ intercepta
a curva L. Em tal ponto p de interseccao tais curvas tem mesma reta
tangente e mesma reta normal, as quais a priori tem direcao Vf(p) e Vg(p)
(Figura 2-B), respectivamente. Logo, tais vetores sdo paralelos e V f(p) é

um multiplo de Vg(p) ja que este é ndao nulo.
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Observagoes. Mantenhamos a notagao do Teorema 1 e de sua prova.

1.

Suponhamos que p é ponto critico de f. Entao, pondo A = 0 temos

vf(p) = 0 = AVg(p). Porém, nao existe \ tal que

0 #vg(p) = AV (p).

Neste sentido, a equagao (1.1) é a melhor possivel.

Pontos criticos de f pertencentes a L, sao candidatos a extremantes

locais de f restrita a L.

. Se Vf # 0 em todo ponto, localmente parametrizamos a curva de

nivel ¢ = f(p), de f, por uma curva §, com &’ # 0. Esta curva tem
vetor tangente ortogonal a Vf(p). Logo, ¢’(p) L Vg(p). No ponto
p, visto que os vetores tangentes ¢’ e 7' sao nao nulos e ortogonais a
Vg(p), vemos que ¢’ e v/ sao miltiplos um do outro. Donde as curvas

L =¢7%(0) e a de nivel ¢ = f(p) da funcao f, tangenciam-se em p.
Os extremantes saem do sistema
{ Vf(x,y)=Avy(z,y)
9(z,y) =0,

que é equivalente ao sistema

Of _\ O
55 = A\go
af _\ 0
3y = 3y
g(z,y) =0.

Na equagao (1.1) [i.e., Vf(p) = AVg(p)], é possivel eliminar o parametro

A (a conveniéncia depende do problema). Basta resolvermos

of  of
or Oy _
or Oy

A questao da determinagao dos extremantes locais de f sobre a curva

{(z,y) : g(z,y) = 0} é usualmente referida como o problema da deter-

minagao dos maximos e minimos de f sujeita a restricdo g(z,y) = 0 ou, dos

maximos e minimos condicionados de f sujeita a condi¢do g(z,y) = 0.

Vejamos alguns conceitos uteis ao Método dos Multiplicadores de Lagrange.
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Definigoes Topoldgicas. Sejam A e K dois subconjuntos de R”.

e A é fechado se seu complementar R™ \ A = A¢ é aberto.

e K é compacto se é fechado e limitado.
Teorema (Weierstrass). Seja f : K - R uma fungao continua em um
compacto K de R™. Entao, f assume valor maximo e valor minimo em K.

Prova. Videhttps://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-WEIERSTRASS. pdf.

Exemplo 1. Determine a curva de nivel de f(x,y) = 2+16y? que tangencia

a curva (ramo de hipérbole) zy =1, x >0 e y > 0. Dé o ponto de tangéncia.

Solucgao.

g 1 2 2v/2 x
22+ 16y2=8,2>0

Figura 3: Tlustracao ao Exemplo 1

No ponto (xg,yp) em que as curvas se tangenciam seus vetores tangentes sao
paralelos e seus vetores normais também. O normal a curva de nivel é Vf e
o normal a hipérbole zy =1 é Vg(zo,y0) = (Yo, o) (ndo nulo pois xoyp = 1).

Obtemos V f(xo,y0) = AVg(zo,yo) para algum A € R e a identidade vetorial

(2250, 32y0) = >\(y0, LU()).

Logo, 2x0.32yp = Ayog.A\xo e, como Zgyy = 1, obtemos 64 = A2 e A = +8.
Como zy > 0 e yo > 0, nao temos A = —=8. Donde segue z( = 4y, e portanto,
1 = zoyo = 4y2 e assim encontramos yo = % e xg =2 e o ponto de tangéncia
1
(70,%0) = (2> 5)
A curva de nivel ¢ a elipse dada por z2 + 16y% = f(2,4) =4+ 4 = 8+

b}


https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-WEIERSTRASS.pdf

Exemplo 2. Analise os maximos e minimos de
flz,y) = z? - 2zy + 3y2, com a restricao %+ 2y2 =1.

Solucgao.

Sejam a elipse E = {(z,y) : 22+ 2y? = 1} e a fungao g(x,y) = 22 + 2y - 1.
Entdo, E = g7*(0) e Vg = (22,4y) # 0 sobre E. Como f é continua e
E é compacto, por Weierstrass, f assume méaximo e minimo em FE. Por

multiplicadores de Lagrange, para tais extremantes existe A em R tal que

{ Vf(z,y) = A\vg(z,y) o { (27 - 2y, ~22 + 6y) = M2z, 4y)

2 +2y2=1 2 +2y%=1.

Eliminando o parametro A na primeira equacao do sistema a direita temos,

2v -2y 6y -2z

=0 = 2y(z-y)-z(3y-2) =0.
2x 4y

Porém, temos 0 = 2(zy - y?) - (3zy —22) = (x — 2y) (x + y). Assim, obtemos
as solugoes P = (2y,y) ou @ = (-y,y). Como P e () pertencem a elipse

concluimos que

_. (2 21
(2y)2+2y2 =1 Y=+ P—i(%7%)
ou = ou = ou
2 2 - = +-L =41 - L
y +2y°=1 y== - Q_d:(\/?_), \/g)

() =A%) -
() /-5 -2
Entao,
1 1 N (o
+ (—3, ——3) sao pontos de maximo
e

—) sao pontos de minimo #

i(l
V6 /6
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2. Multiplicadores de Lagrange em R?, com uma restrigao

Teorema 2. Sejam f e g em C'(Q;R), com 2 um aberto em R3. Consi-
deremos a superficie de nivel S = g71(0), com Vg # 0 em todo ponto de S.

Seja p, em S, um extremante local de f restrita a S. Entao temos
Vfi(p) =AVg(p), para algum X € R.

Interpretagdo. (Andloga ao caso planar.) Se Vf(p) # 0 é obliquo a S em p
(i.e., ao plano 7 tangente a S em p), entao a superficie S’ de nivel f(p), de f,
cruza S em p e as superficies de nivel ¢, de f, para valores de ¢ proximos de
f(p), também cruzam S e orientando-as na direcdo V f(p), de crescimento
de ¢, vemos que p nao é extremante de f, contra a hip6tese. Logo, V f(p) é

ortogonal a S, assim como Vg(p) #0. Donde Vf(p) e Vg(p) sdo paralelos.
Prova.

Pelo Teorema das Funcoes Implicitas, vide
https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-IMPLI-EXEMPLOS.pdf, p 10-11,

S é localmente em p = (z9,%0,20) (i.e., em uma bola aberta contendo p),
o grafico de uma fungao z = ¢(z,y), com o par (x,y) numa vizinhanca
de (zo,y0) € @(ro,y0) = z0. Pelas hipdteses, para toda curva v no gréfico
de ¢, com 7(0) = p, a composta f o~ tem extremante ¢ = 0. Portanto,
Vf(p) L~'(0). Donde Vf(p) é ortogonal ao plano 7, tangente ao grafico

de ¢ em p. Evidentemente Vg(p) é ortogonal ao gréfico de ¢ e ao plano .

20]|----

———————————

Figura 4: Ilustracao ao Teorema 2.

Logo, Vf(p) e Vg(p) + 0 sio paralelos. Donde concluimos a tese #

7
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Observacao 6. No Teorema 2 também é simples eliminar o parametro .
A resolubilidade da equacao V f(p) = AVg(p) equivale a de

- = >

i 7k
of of of -
2z Oy 0= (p) = 0.
99 99 Oy
ox ox 0z

Exemplo 3. Encontre o tinico ponto P no plano 3z + 2y + z = 12 cuja soma

dos quadrados das distancias de P a (0,0,0) e a (1,1,1) é minima.
Solucgao.

Geometricamente, se K é um disco fechado e limitado que contém os pontos
dados e intersecta o plano 7 dado, o ponto procurado pertence a K nm e é

entao o minimo absoluto da func¢ao (quadrado da distancia)
D(z,y,2) = (z-0)°+(y-0)*+ (2= 0)*+ (z - 1) + (y - 1)* + (= - 1)?

restrita ao compacto K nw. O Teorema de Weierstrass assegura a existéncia
de tal minimo. Pelo Teorema 2 os extremantes de D(x,y, z) com a restri¢ao

3z + 2y + z = 12 satisfazem a identidade vetorial
VD(z,y,2) =A(3,2,1), Aem R,

ou, eliminando o parametro A,

5 % P S

0 = 20+2(x-1) 2y+2(y-1) 2z2+2(z-1) |=2|2x-1 2y-1 2z-1
3 2 1 3 2 1

— —
J

Desta forma é claro que desenvolvendo o segundo determinante pela pri-
T (20-1-62+3) 7 +(dz—2-6y+3) Kk = 0

e portanto, 2y = 4z —-1 e x = 32 — 1. Donde, substituindo na equagao do

meira linha temos, (2y—1-4z+2)

plano, obtemos 3(3z-1) + (42 - 1) + z = 12. Finalmente,

16 25 34 Py = (34 25 16).

TV Tt 147147 14

Atencao. Neste caso podemos eliminar A mais simplesmente com as equagoes

20+2(x-1) _ 2y+2(y-1) _ 22+2(2-1) (=\)#
3 2 1
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Exemplo 4. Consideremos o plano w:axz +by+cz+d=0, a® +b? +? % 0.

(a)
(b)

Determine o ponto P; = (21,1, 21) no plano 7 mais préximo a origem.

Com o método utilizado em (a) mostre que a distancia de todo ponto
Py = (%0, Y0, 20) ao plano é dada pela férmula:

|ax0 + by(] +Czy + d|

Vva?+b%+c?

12 Solugao.

(a)

Geometricamente sabemos que existe tal ponto P = (z1,y1,21) e que
P, =(0,0,0) se d =0. Passemos a determinac¢ao do minimo da fungao
O(x,y,2) = 22 +y? + 22, o quadrado da distancia, sujeita a restri¢ao
ax + by + cz +d = 0. Utilizando multiplicadores de Lagrange temos a

identidade vetorial
V(I)(Pl) = (21’1,2y1,22’1) = )\(a,b, C).

Logo, P, = (z1,11,21) = %(a, b, ¢) e, substituindo tais coordenadas para

Py na equacao para 7 temos 0 = axy +by; +cz; +d = %(cﬂ +0% +c?) +d.

Donde, % = —m. Assim, o ponto de 7 mais proximo a origem é
d
P=——(a,b,c) .
a2+b2+02( bic)

Geometricamente é claro que existe em m o ponto Py = (22,Ys,22)
mais préximo de Py = (xg, Yo, 20). Claramente, P, é ponto de minimo
absoluto da fungao V(x,y,2) = (x-x¢)?+(y-v0)?+ (2 —20)? restrita ao
plano az+by+cz+d = 0, que avalia o quadrado da distancia dos pontos

do plano w ao ponto Fy. Aplicando multiplicadores de Lagrange temos

VY (P) = (2($2 -20),2(y2 — Y0),2(22 — Zo)) = pu(a, b, c).
Portanto, Py P, = §(a,b,c) e a distancia de P, ao plano m, dada pelo
moédulo do vetor Py Ps, é entao |ﬁ2||(a, b,c)|. Visto que P, = Py+5(a,b,c)
pertence a 7 temos a(zo + 5a) +b(yo + 5b) + (20 + 5¢) +d = 0. Donde,

g(a2 +b%+c?) = —(amo + byo + czp + d).

Finalmente, a distancia procurada é

Ml(abcnz%(aubu&)=|ax0+by0+czo+d|
2 ) *

Va? + b2 + c? a? +b% + c?

9




22 Solugao. (Geométrica, simples e sem multiplicadores de Lagrange.)

PO = (x())y()) ZO)

Figura 5: A distancia de um ponto a um plano.

Se P,, pertencente a 7, é o pé da perpendicular por F, ao plano 7 temos

~
que PyP, é paralelo ao vetor normal a 7 e dado por

—

n, = (a,b,c) # 0.

Logo, existe A em R tal que PyP, = A(a,b,c) e portanto a distancia de B

—_—
ao plano 7 é |PyP,|. Porém, da identidade
P2=P0+P0P2=P0+>\(a,b,c),
segue que
0=a(xo+Aa)+b(yo+Ab) +c(z0+ Ac) +d =0,
e assim, A\(a? +b? + %) = —(axg+ by +czo +d) e

axrg + byy + czp + d

A=
a?+b% +c?

Donde segue

|CL[L’0 + byo + Cczp + d| »

PyPs| = |\ |(a,b,c)| =
| PoPs| = [A]]( )l N

10
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3. Multiplicadores de Lagrange em R?, com duas restrigoes

— — —  ~ . — = = —>
Recordemos que: se %, v e w sao vetores em R3 tais que ¥ x v #0 e w

’ —> —> ~ —> . ~ . —> —>
é ortogonal a u x v entao w é combinagao linear de u e v.

Teorema 3. Consideremos trés fungées f, g e h em C'(2;R), com Q um

aberto em R3, e a interseccao de duas superficies de nivel zero
L= {P= (z,y,2z) em Q: g(P)=0e h(P) =O}.

Suponhamos que Vg(z,y,z) x Vh(z,y,2) # 0, para todo (2,y,z) em L.
Suponhamos que Py = (x,Yy0,20) é um extremante local de f sobre L.

Entao, existem \; em R e Ay em R tais que
VI(F) =X Vg(Fy) + A Vh(F).

Prova.

h(z,y,2) =0

9(z,y,2) =0

Figura 6: Ilustragao ao Teorema 3.

Pelas hipdteses (vide o Teorema das Fungoes Implicitas em

https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-IMPLI-EXEMPLOS.pdf| p 16-17)
temos que localmente, em Py, L é uma curva v = (t), com v(0) = Fy e
v'(0) # 0. Como Imagem(7y) estd contida na superficie de nivel zero de
g, segue que o vetor Vg(F,) é ortogonal a 7/(0) e, analogamente, o vetor
Vh(Py) é ortogonal a 7/(0). Portanto, 7/(0) ¢é paralelo a Vg(Fy) x Vh(F).

Ainda, a fungao (f o7)(t) tem méximo, ou minimo, local em ¢t = 0 e
Vf(P) L~'(0) # 0. Assim, temos Vf(P) L Vg(Py) x Vh(P). Donde
segue que o vetor V f(Fy) é combinacao linear de Vg(Fy) e Vh(FP)#*
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Observacao 7. E possivel eliminar os parametros A\; e Ay . No Teorema 3

temos a identidade V() = \iVg(F) + AaVA(Fp) se, e somente se,

of 9f of

dr Oy Oz

99 99 g =
or Oy 0Oz (PO) 0.
oh Oh  Oh

or Ox Oz

Observacao 8. Os sistemas encontrados nos teoremas acima sao redutiveis
a uma unica equacao vetorial, eliminando equacoes de restricao e acrescen-
tando variaveis. Para o Teorema 3, e analogamente para os demais, defini-
mos a funcdo £ em cinco varidveis livres (vide Exemplo 6, a seguir), ou ndo

condicionadas,

E(xayvzv)‘nu) = f(x7y7z) - )‘g(x7yvz) —,uh(x,y,z).

As solugoes do sistema mencionado sao os pontos de maximo ou minimo
ndo-condicionados de L, os quais se encontram entre seus (de £) pontos

criticos e satisfazem as identidades vetoriais

— —
V»C(xayazaka/i) = (fm_Agm_,uhmvfy_)‘gy_ﬂhyvfz_)‘gz_,uhza_ga_h) =0,

que é um problema sem condigoes de restri¢ao e simétrico no sentido que as
variaveis tem igual importancia. Esta formatacao do problema é elegante
e trivialmente generalizavel para uma funcao f com qualquer ntmero de

variaveis e com qualquer niimero de restricoes.

Definigao. A varidvel A (ou p) é um multiplicador de Lagrange.

Em Economia, Geometria Diferencial, Calculo das Variagoes, etc. o multi-
plicador A é convenientemente interpretado e tem importancia por si so.
Exemplo 5. Determine os pontos mais afastados da origem e com coorde-
nadas sujeitas as restricoes 22 +4y?>+22=4 ex+y+z2=1.

Solucgao.

Determinemos os pontos que maximizam a fungao D(x,y,z) = 22+y%2+22%, o
quadrado da distancia de (x,y,2) a (0,0,0) com as restrigoes g(z,y,z) =0

e h(z,y,2) =0, com g(z,y,2) =x+y+z-1e h(x,y,2z) =22 +4y> + 22 - 4.

12
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Tais pontos pertencem a interseccao do elipséide g = 0 com o plano h =0,
a qual é um compacto K de R3. Como D é continua, D assume maximo
e minimo em K. Pela Observagao 7 ao Teorema 3, se Py = (zg,y0,20) ¢

extremante local de D sobre K = {(z,y,2) :g=0 e h =0} temos

2x0 2y0 220 To Yo 2o
1 1 1 =411 1 1 |=0.
2z0 8yo 229 o 4yo zo

Logo, 0 = 2o (20 —4y0) = yo(20 — o) + 20(4yo — 0 ) = 3yo(20 — o) € temos yo =0

ou zg = xg. Se Yo = 0 obtemos
r+z=1
2 +22=4,

1
?+(1-2)2=4 & 2?-22-3=0<2x= -

2

<

Assim, P, = (“2‘/7,0, 1—2ﬁ) e Py = (1_2\/7, 0, 1+2ﬁ) sao candidatos a extre-

mantes. Se zg = xg temos,

20 +y =1 y=1-2z
=
222 + 4y? = 4 2% +2y% =2

8
2 +2(1-22)* =292 -82=0 < x=00ux=§.

Neste caso os candidatos sao Ps = (0,1,0) e Py = (S, —g, %).

Comparando os valores D(P;) = D(P,) = 4, D(P;) =1 e D(P,) = &

constatamos que P, e P, sao os pontos desejados #

Exemplo 6. Determine o ponto sobre a reta de interseccao dos planos
r+2y+z=1e -3x -y +2z=4 que estd mais proximo a origem.

Solugao.

Minimizemos z2+y%+22 com as restri¢oes z+2y+2-1=0e -3x-y+22z-4=0.

Definindo

2

L(x,y, 2, \p) =22+ 2+ 22 - Na+2y+2-1) —pu(-3z -y +22-4),

13



resolvamos o sistema

g—g =2x-A+3u=0,
g—i =2y—-2\A+pu=0,
2% =92, AN-2u=0,

Bz
9% = —(z+2y+2-1)=0,
‘g—ﬁ =(Br+y—-22+4)=0.
Das trés primeiras equagoes temos
A=3u 2\ - A+2u
T = 2 ) y_ 2 ) <= 2 )

que substituidas na quarta e na quinta equagoes e entao simplificando for-

necem
6A-3u =2
3AN-14p =-8,
e
\ 52 54
75 F T
Donde concluimos
11 5 16+
= —_— = —_— Zz = —
T YT Y T

No espacgo R", chamamos um subespaco vetorial de dimensao n—1 de hiper-

plano (se n =3, um hiperplano é um plano passando pela origem).

Exemplo 7. Seja f:R" — R diferenciavel e tal que a restricao de f a um
hiperplano 7 tem um méaximo em um ponto P no hiperplano. Verifique que
dado um vetor arbitrario ¥ unitério e paralelo a 7 entdo temos

of

= (P)=Vf(P)- T =0,

Isto é, Vf(P) é ortogonal a w. Supondo 7 o vetor normal ao hiperplano 7

conclua que existe A em R tal que

VF(P)=M\7.

Seja 2 um aberto em R”, n fixo em N. Como consequéncia do Teorema da
Fungao Implicita para uma fungao g em C'(Q;R), mostremos que vale um

resultado andlogo aos teoremas 1 e 3, no espago n-dimensional.
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4. Multiplicadores de Lagrange em R", enunciados

Teorema 4. Sejam f e g, ambas em C'(;R), e S={x e Q:g(x) =0}, a
superficie de nivel zero de g, com Vg(x) £ 0 para todo x em S. Seja P,

em S, um extremante local de f restrita a S. Entao, existe A em R tal que
VI(P)=AVg(P).

Interpretagdo. A superficie solugao S da equagao g(z) = 0 possui hiperplano
tangente 7 e para toda curva v em S, 7(0) = P, a composta f o7 tem um
extremante em P. Donde, Vf(P) é ortogonal ao vetor tangente +/(0) em

7. Assim, Vf(P) e Vg(P) sao ortogonais a m. A conclusao ¢ entdo trivial.
Prova. Vide prova de Multiplicadores de Lagrange em Varias Varidveis em

https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-LAGRAN-PROVA.pdf.

Teorema 5. Sejam f em C'(R™R) e g = (g1,...,9m) em CH(R*;R™),
com m < n. Suponhamos que f tem um extremante local no ponto P em
S =g¢71(0,...,0). Suponhamos também que o conjunto {Vgi,...,Vgn} é
linearmente independente em R"™ em todo ponto. Entao, existem m niimeros

reais Ay, ..., A\, tais que
Vf(P)=MVgi(P) + - + A\ Vg (P).

Interpretagcdo. Consideremos, para cada j = 1,...,m, o hiperplano em R”
tangente a superficie gj‘l(O) no ponto P. A interseccao destes hiperplanos
é o espaco vetorial V tangente a S e de dimensao n—m. O espago vetorial
VL ortogonal a V', tem dimensao m. O conjunto {Vg;(P),...,Vgn(P)} é
ortogonal a V' e portanto uma base de V'*. Ainda, dada uma curva arbitraria
~v em S, com (0) = P, temos que a fun¢ao f o~ tem um extremante em
t =0 e assim, Vf(P) é ortogonal a v/(0). Logo, o vetor V f(P) é ortogonal
a V e uma combinagao linear de Vg, (P), ..., Vgn(P).

Prova. Vide prova de Multiplicadores de Lagrange em Varias Variaveis em

https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-LAGRAN-PROVA.pdf.
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5. Maximos e minimos de uma funcao em um compacto.

Definicoes topoldgicas. Seja A um subconjunto de R”.

e O ponto P de A, é um ponto interior de A se existe uma bola aberta,
nao vazia, centrada em P e contida em A. Isto é, se existe r > 0 tal

que B(P;r) estd contida em A.

e O ponto P de R™ é um ponto de fronteira de A se toda bola aberta,
nao vazia, centrada em P intersecta A e também R™ N\ A = A, o

complementar de A. Isto é, se para todo r >0, temos
B(P;r)nA#@ etambém B(P;r)nA° #@.

e O interior de A, int(A), é o conjunto dos pontos interiores de A.

e A fronteira de A, A, é o conjunto dos pontos de fronteira de A.
Dado P em A, temos uma s6 das possibilidades: ou P € int(A), ou P € 0A.

Consideremos uma fungao f em C'(K;R), com K um compacto em R2.
Sao uteis as observacoes abaixo.
(A) Pelo Teorema de Weierstrass f assume méximo e minimo, absolutos.

(B) Os pontos de maximo e minimo locais e interiores a K sdo pontos
criticos de f. Isto é, em tais pontos o gradiente se anula. Assim,

adotamos o procedimento abaixo.

(1) Restringindo f a int(K’) determinamos os pontos criticos, candidatos

a extremantes.

(2) Encontramos os possiveis pontos de méximo e minimo de f sobre a

fronteira, 0K, ou elementarmente ou por multiplicadores de Lagrange.

(3) Os extremantes absolutos estao entre os valores de f nos pontos acima
obtidos.
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Exemplo 8. Dada f(z,y) = 622 + 18zy + 4y? - 62 — 10y + 5, determine os
extremantes e os maximos e minimos locais e absolutos de f no quadrado
K ={(z,y) |z < Lely<1}.

Solugao. Os pontos criticos de f sao dados pela equagao

Vf=(122+18y - 6,18z + 8y - 10) = (0,0) = 2z+3y-1=0e 9z+dy—5 = 0.

Logo, o tnico ponto critico no interior de K é

P0= (E,—i)
19" 19

12 18
Hy=
[ 18 8 ]

e entdo, f,.(Fp) = 12 > 0 e o determinante hessiano H(Fp) é negativo.

A matriz hessiana de f é,

Logo, Py é ponto de sela e f ndo tem maximo ou minimo local em int(D).

Assim, 0 maximo e o minimo absolutos pertencem a fronteira de K,
OK ={-1}x[-1,1] u {1} x[-1,1] u [-1,1]x{-1} u [-1,1] x{1}.

Na figura abaixo as setas indicam a direcao do vetor ortogonal a K.

y o
Vi=X)

-1
4

Figura 7: Tlustracao ao Exemplo 7

17



Os extremantes locais na fronteira de K, mas nao um vértice, satisfazem

(vide Teorema 2) o que segue.

Em {-1}x]-1,1[ temos

x=-1
0=f,=-18+8y-10,
donde segue y = 7/2, possibilidade que descartamos.

Em {1}x]-1,1[ temos

r=1
0=f,=18+8y - 10,

donde segue y = -1 e P; = (1,-1) que nao pertence ao segmento considerado,

é um vértice e sera analizado a parte.

Em ] -1,1[x{-1} temos

y=-1
0=f,=12x-18 -6,
donde segue x = 2, que também descartamos.

Em | -1,1[x{1} temos

y=1

0=f,=12x+18 -6,
donde segue z = -1 e P, = (-1, 1) que nao pertence ao segmento considerado,
é um vértice e sera analizado a parte.
Finalmente, os pontos de maximo e o minimo se encontram entre o vértices.
Temos, f(1,1) =17, f(=1,-1) =49, f(1,-1) =+1, e f(-1,+1) =-T.

Resposta. Nao existem maximo ou minimo locais e interiores. Ainda,

f(=1,+41) = =7 é o minimo absoluto
e

f(-1,-1) =49 é o méximo absoluto #
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Exemplo 9. Determine os pontos de maximo e minimo absoluto da fungao
f(z,y,2) =2?+y*+22+x+y
sobre o compacto M = {(x,y,2z) e R3: 22 +y? +22<4d e z > 1}.

Solugao. Pelo Teorema de Weierstrass a funcao f admite pontos de maximo
e minimo absolutos em M. Se tais pontos estiverem no interior de M entao

eles sao pontos criticos. Os pontos criticos de f satisfazem
—>
Vi=Qr+1,2y+1,22)=(0,0,0)

e portanto o unico ponto critico

11
~Z,-2,0
(-52")

nao esta no interior de M e assim os extremantes de f pertencem a fronteira

de M, indicada OM. Entao, um extremante P, arbitrario pertence a
M, = {(:z,y,z) s 2yt =dez > 1} ou M= {(:)s,y, 1) 2?+y? < 3} ou
Ms={(2,y,2): 2®* +y*+22=dez=1}.
Se Py = (0, Y0, 20) estiver em M, por Multiplicadores de Lagrange temos,
—
Vf = (25(70 +1 s 2y0 +1 s 220) = >\(2.§L’0 s 2y0 s 220)

e portanto 2zg = A2z e entao : ou temos A =1 ou temos z5 = 0. Se z5 =0,
entao Py nao pertence a M; e descartamos tal possibilidade. Se A =1 entao

temos 2xg + 1 = 229, uma contradicao!

Se P, pertence a M, (onde temos zy = 1) entdo segue
(21’0 + 1, 2y0 + ]_, 22’0) = )\(0, 0, 1)

Logo, encontramos o candidato
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Se Py pertence a M3 entao Py é extremante condicionado de

flr,y,2) =22 +y’+x+y+2z,
?2+y?+22=4

z=1.

Pelo Método dos Multiplicadores de Lagrange obtemos a identidade vetorial
Vf(Po) = >\1(2LEO + 1, 2y0 + 1, 220) + )\2(0, 0, 1)

Logo,

200 +1 2yp+1 2

2x0 210 21=0

0 0 1
Donde segue 2yo(2zq + 1) — 229(2yo + 1) = 0 e yo = x¢. Substituindo na
equagao da esfera segue 222 =3 e g = i\/6/2.

Desta forma, encontramos os pontos candidatos

p2=(V5 \/6,1) o e V6 “51).

272 27 2
Como
F(P) =5, f(P) =4+ e f(P) =4-VG

concluimos que P; é ponto de minimo absoluto e P, é ponto de maximo

absoluto #
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Exemplo 10 (Um Argumento Importante).
Argumento. Seja S = {(z,y,2) : f(z,y,z) = 0} a superficie de nivel 0 de
uma fungao f:Q - R, Q um aberto de R3, com f de classe C' e

?f(:c,y,z) # 6), para todo (z,y,z) em S.

Seja Py = (x1,y1,21) em R3 tal que P, nao pertence a S. Suponhamos que
Py é o ponto em S que realiza a distancia do ponto P; a superficie S [isto

é, vale a desigualdade |P; — Py| < |P, - P|, para todo P em S]. Entao temos,
[ —
PyP, = AV f(Py) para algum A eR .

— — ,
Donde segue, PyP; L S. Consequentemente obtemos: PyP; L y'(to), se v é

uma curva arbitraria de classe C1, em S, tal que v(t) = Pp.

Prova. Seja D(z,y,z) = (r—x1)?>+ (y —y1)% + (2 — z1)? definida em R3.
Considerando um disco fechado D(P;; R) centrado em P; e com raio R >0
suficientemente grande tal que K = D(P;;R)nS # @, temos que K é
compacto (pois fechado e limitado). Pelo Teorema de Weierstrass a funcao
D restrita a K assume um valor minimo em algum ponto P € S. E claro

que P é o ponto P, procurado, que realiza a distancia de P; a superficie S.

Entao, como D restrita a S assume valor minimo em Fy € .S, pelo Método

dos Multiplicadores de Lagrange é valida a equacao:

—

V(D)(F) = A?f(PO), para algum A e R .

Computemos o gradiente de D(z,y, z). E f4cil ver a identidade vetorial
—
V(D)= (2(z-21),2(y — 1), 2(z - 1) ),
e portanto,
— P —
V(D) (Fo) =2(x0—21,%0~Y1,20 —21) = 2FRP1,
e assim temos (notemos, abaixo, que a constante —2 é absorvivel por \)

—2FyP; = )\?f(Po)*
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