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1. Notacoes e Preliminares.

Assumimos, nas provas dos teoremas que seguem, os resultados abaixo.
e (TVI) Teorema do Valor Intermediario.
¢ (TVM) Teorema do Valor Médio em Varias Varidveis.

e Regra da Cadeia.

Sejam {e1,...,e,} e {f1,..., fm} as bases canonicas de R e R™.


http://projecteuclid.org/euclid.rae/1404230147
htpp://www.ime.usp.br/~oliveira

Dados x = (x1,...,2,) e y = (y1,-..,Yn), em R" seu produto interno é

(T, y) = T1y1 + - + TpYn.

A norma de x é |x| =\/(z, ).

A bola aberta de centro z e raio >0 é B(x;r) ={y em R": |y—z|<r}.

Seja {2 um aberto nao vazio em R". Dada uma funcao F': {2 - R™, escrevemos
FZ(Fb"'?Fm)

onde F; : Q) - R é a i-ésima componente de F' para cada ¢ =1,...,m. Dizemos que
F é de classe C'! se F e suas derivadas parciais de primeira ordem sao continuas

em 2. Notagao: F'e C1(Q2;R™).

Denotamos o determinante de uma matriz quadrada M por det M.

Lema 1. Seja F em C'(Q;R"), com 2 aberto em R", e p em Q tal que
det JF(p) # 0. Entao, F restrita a alguma bola B(p;r), onde r > 0, é injetora.
Prova.

A funcéo F é de classe C, a funcao determinante det : R** - R é continua e
OF;
det JF(p) = det (—(p)) #0.
8xj

Logo, existe r > 0 tal que det (g%;(fij)) nao se anula, para quaisquer pontos &;;
na bola B(p;r), onde 1<14,7 < n.

Sejam a e b distintos em B(p;r). Dado i = 1,...,n, pelo TVM existe um
ponto ¢; no segmento ab tal que F;(b) - Fi(a) = (VFi(¢;),b-a). Donde

Fl(b)—Fl(a) 2—2(01) gﬁcii(cl) bl—al
Fn(b)_Fn(a) %(Cn) gTFZ(Cn) bn_a/n

Como det (gfgf (¢;)) #0 e b-a+0, deduzimos F(b) # F(a)#
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2. O Teorema Basico da Funcao Implicita.

Seja (x,y) a variavel em R™ x R.

Teorema 1. Sejam F em C'(2;R), com 2 aberto em R" xR, e um ponto (a,b)
em 2 tal que F(a,b)=0e %—z(a,b) > 0. Existem um aberto X, contido em R" e

contendo a, e um aberto Y, contido em R e contendo b, satisfazendo o que segue.
e Para cada x em X, existe um tinico y = f(x) em Y tal que F(a:, f(x)) =0.
e Temos f(a)=b. Ainda mais, f: X - Y é de classe C*' e

@ @)
(0 f(2))

of

5 ()=

para todo x em X, onde j =1,...,n.

Prova. Dividamos a prova em trés partes.

o Existéncia e Unicidade. Como temos

g—g(a, b) >0,

por continuidade existe um paralelepipedo nao degenerado (n+1)-dimensional
X' x [by,by], centrado em (a,b) e contido em (2, com arestas paralelas aos
eixos coordenados tal que %—5 > 0 sobre X’ x [by,by]. A fungao F'(a,y),
com y variando em [by,by], é estritamente crescente e F'(a,b) = 0. Logo,
F(a,by) <0 e F(a,by) >0. Como F é continua, existe um paralelepipedo
aberto n-dimensional X, centrado em a e contido em X', com arestas para-
lelas aos eixos tal que para todo z em X temos F'(x,b) <0 e F(x,by) > 0.
Fixando x em X e aplicando o TVTI a fungao estritamente crescente F(z,vy),
com y variando em [by, by ], obtemos um tnico y = f(x) no intervalo aberto
Y = (b1,bo) tal que F(x, f(x)) =0.

o Continuidade. Sejam by e by tais que by < by < b< by < by. Pelo visto acima,
existe um aberto X", contido em X e contendo a, tal que f(x) estd no
intervalo aberto (E, b_z), para todo x em X”. Logo, f é continua em x = a.
Agora, dado a’ em X, seja b’ = f(a’). Entao, f: X - Y é uma solugao
do problema F(x,h(x)) =0, para todo x in X, com a condigao h(a’) = b'.

Assim, pelo que acabamos de mostrar, f é continua em a’.



o Diferenciabilidade. Dado x em X, seja e; o j-ésimo vetor canonico em R™ e
t # 0 pequeno o suficiente tal que x + te; pertence a X. Para P = (x, f(x))
e Q= (z+tej, f(x+te;)), temos F(P) = F(Q) = 0. Pelo teorema do valor

médio existe (Z,%) no segmento PQ [contido em X x Y] tal que

0 =F(z+tej, f(x+te;)) - F(z, f(z)) =
= 5 (@t + 5 (@ DS (@ + tey) - f()].

Sabidamente g—F e %—5 sao continuas, com %—Z nao se anulando em X x(by, bs),

f é continua e (.E, y) = (z, f(z)) se t = 0. Logo,
flz+te)—f(z) 55 (TT) . o @ f(@) L
@ Ef@)

Isto prova a férmula desejada para % e mostra que f é de classe C''#
J

0.

Obs. Localmente, em (a,b), a superficie de nivel 0 de F' é o gréfico de f. Isto é,

{(x,y)eXxY:F(x,y):O}:Gr(f):{(x,f(x)):xeX}.

Prova. Imediata#

3. A Forma Geral do Teorema da Funcao Implicita.

Indiquemos
x=(x1,...,2,) € R
y= (yla"'aym) ERma

yl = (y27' .. 7ym) € IRWL_17
y=(y;y) eRxRm1

(1, T3 Y1, - Um) = (T3y) = (T3 915Y).

Dada F': Q - R™ diferencidvel, 2 aberto em R*xR™, pomos F = (F1,..., Fy,)

e
oB . oF
OF (OF-) o o
% N0z \ o, om,
6y1 8ym
Analogamente,
or _ (05)
or ~\om )i
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Teorema 2 (Teorema da Fungao Implicita). Seja F' em C1(Q;R™), com )
um conjunto aberto em R™ x R™ e (a,b) um ponto em Q tal que F(a,b) =0 e
%—5(@, b) é inversivel. Entao existem um aberto X, contido em R" e contendo a,

e um conjunto aberto Y, contido em R™ e contendo b, satisfazendo o que segue.
e Para cada x em X, existe um tinico y = f(x) em Y tal que F(a:, f(x)) =0.

e Temos f(a)=b. Ainda mais, f: X =Y é de classe C' e

Jf(x)=- [%—j(m,f(x))]:xm [g—i(x, f(x))] para todo x em X.

mxn

Prova. Dividamos a prova em quatro partes.

¢ Achando Y. Definindo ®(z,y) = (x,F(x,y)), para (x,y) em €, temos

I |0 oF
detJ(ID:det(a_F a_F):deta—y,

oxr | Oy

com [ a matriz identidade de ordem n e 0 a matriz nula de tamanho n x m.
Logo, det J®(a,b) # 0. Encolhendo €2, se preciso, pelo Lema 1 assumimos

que ® é injetora e 2= X’ x Y, um aberto em R” x R™ que contém (a,b).
o Existéncia e diferenciabilidade. Provemos, por indugao em m, que o sistema

Fl(SC;yl,---,ym)ZO, yl(a):bl

FQ(‘r;y17"'7ym):07 o~ y2(a’)=b2
_ com as condicoes '

Fn(ziyn, - ym) =0, Ym(a) = b,
tem uma solugao f = f(x) de classe C'' em algum aberto contendo a.
O caso m =1 ja foi feito. Admitamos o resultado valido para m — 1.

No caso m, pomos F = (Fy,..., F,,). Consideremos a matriz M = %—5(@, b)

e a bijecdo linear associada M : R™ — R™. Pela regra da cadeia, a funcao
G(2:2) = Flasb+ M7(z - b)),

definida num aberto contendo (a,b), satisfaz %%(a;b) = %—I;(a,b)M‘l =

MM~ e G(a;b) =0. Logo, podemos supor que M é a matriz identidade.

5



Agora, vejamos a equagao Fi(x;y1;y’) =0, onde x e y’ sdo varidveis inde-
pendentes e y; é a varidvel dependente, sujeita a condigao y;(a;b") = by.
OF

Como Z1(a;bi;0") = 1, pelo Teorema 1 existe uma funcao ¢(z;y’) de classe

C' em algum aberto contendo (a;d") e satisfazendo
Filz;o(z;y);y'] = 0 e a condicao p(a;b’) = by.
Destaquemos que Fla;¢(a;b');b'] = F(a;b) =0 e R™-1L.
A seguir, substituindo y; = ¢(x;y") em F(x;y1;y") = 0, resolvamos o sistema

Fy(z;¢(z;9'),9') =0
: , com a condicao y'(a)="b"
Fn(zyo(x;y'),y') =0

Diferenciando F[x; ¢(x;y');y'], com respeito as variaveis s, . .., Y, temos
OF; 0 OF; OF, .
_(a§b)—¢ (a;0') + (a;0) = 0+ —(a;b), onde 2< 4,5 <m.
oy y; y; 0y;

A matriz (g—;’%(a; b)), onde 2 < i,j < m, é a identidade de ordem m — 1.

Assim, gragas a hipdtese de indugao, existe um fungao 1 de classe C' em

algum aberto X contendo a e satisfazendo
.7-"[:6; gp(:c;z/}(a:)),w(a:)] =0, para todo x € X e a condi¢ao ¥ (a) ="b'.
Também temos Fl[x; go(x,¢(x)),1/z(x)] =0, para todo z em X. Definindo
f(2) = (e(z:9(x)); 9 (x)), paraz em X,

temos F[z; f(x)] =0, para todo x em X, e f(a) = (go(a;b’);b’) = (by;0") = b,
onde f é de classe C' sobre X.

Férmula de Diferenciagdo. Diferenciando F[z, f(x)] =0 obtemos
OF | OF 0f;
Oxy, i Oy; Oy,

=0, com1l<i<mel<k<n.

Em forma matricial, escrevemos 25 (z, f(x)) - 88—125(:1:, f(x))J f(x) =0.

Unicidade. Seja g satisfazendo F(:t:,g(m)) =0, para todo x em X, e g(a) = b.
Dado z em X deduzimos ®(z, g(z)) = (z, F(z,9(x)) = (2,0) = ®(z, f(z)).
A injetividade de ® implica g(x) = f(x), para todo z em X&
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Obs. Localmente, em (a,b), a superficie de nivel 0 de F' é o gréfico de f. Isto é,

{(2.9) e X xV : F(a,y) =0} = Gr(f) = { (&, f(2)) :w e X}

Prova. Imediata#
4. O Teorema da Funcao Inversa.

Teorema 3 (Teorema da Fungao Inversa). Seja F': ) - R", com Q) aberto
em R", de classe C' e p em € tal que JF(p) € inversivel. Existem um aberto X
contendo p, um aberto Y contendo F(p), e uma fungao G : Y — X de classe C*
satisfazendo F(G(y)) =y, para todoy inY, e G(F(x)) =z, para todo x em X.

Ainda mais,
JG(y) = JF(G(y))_l, para todo y em Y.

Prova.
o Existéncia. Pelo Lema 3 podemos assumir F injetora. A funcao
®(z,y) = F(x) -y, para (z,y) em Q x R",

é de classe C!, com @(p,F(p)) =0 e g—i(p,F(p)) =JF(p).

O Teorema da Fungao Implicita garante um aberto Y contendo F'(p) e uma
funcao G : Y - Q de classe C' tal que @(G(y),y) = F(G(y)) -y =0, para
todo y em Y. Donde segue

F(G(y)) =y, para todo y em Y.

Logo, G é bijetorade Y em X = G(Y') e F é bijetora de X em Y. Também

temos X = F-1(Y). Sendo F' continua, X é um aberto contendo p.

o Férmula de diferenciacdo. Pela regra da cadeia,

JG(F(y))JG(y) =1, com I a matriz identidade m x m#



5. Contra-exemplos e Exemplo.

Mostremos a importancia de algumas hipdoteses em Teorema 1 e Teorema 3.

Contra-exemplos. Seja F'(z,y) =x - f(y), para todo (x,y) no plano, com

1
f(y):%+y251n—, sey#0, e f(0)=0.
Y

Algumas observacoes. Temos
1 1
f'y)=1/2+ 2ysin(—) —COS(—) ,sey#0, e f'(0)=1/2.
) )
Donde F' ¢ diferencidvel, F(0,0) =0 e
OF
—(0,0) # 0.
ay ( ’ )

Ainda, fixado x em R, claramente

alterna sinais, conforme k assume os valores 1,2,..., e portanto, pela teorema
do valor intermedidrio para derivadas (propriedade de Darboux), toda vizinhanga de
(0,0) contém um ponto no qual JF/Jy se anula. Ainda mais, dada qualquer
vizinhanga V' de 0 na reta, f nao é monétona em V' e f’ se anula em algum ponto

em V. Assim, f’ nao é continua na origem.

Suponhamos que uma funcao g satisfaz F'(z, g(x)) = z—f(g(x)) = 0, para todo

x em um intervalo aberto V' centrado em 0, e g(0) = 0. Entao, vale o seguinte.

¢ A func@o g néo é continua (nem diferenciavel). Caso contrario, g é continua
e pela identidade f(g(x)) = x, para todo x em V', segue que g é injetora.
Donde, g é estritamente monétona e g(V') é vizinhanga da origem. Assim,

f restrita a g(V') é mondtona, contradizendo as observagoes iniciais.

¢ A fungao g nao é unicamente definida. De fato, como a fungao continua
f nao é monétona em nenhuma vizinhanga da origem, segue que f nao é
injetora em tais vizinhangas. Portanto, a equacao = = f(y) nao define y

unicamente como uma funcao de x em nenhuma vizinhanca da origem.

o A funcao f é diferenciavel, com f’(0) # 0 e ndo é mondtona em nenhuma

vizinhanca de 0. Logo, f nao é inversivel em nenhuma vizinhanca de O#
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Exemplo 1. (Vide Knapp [7]). Consideremos o sistema nao linear com duas

equagoes e quatro variaveis x, y, w, e z,

{ 23 +ypw?+2xy =0

rywz — 1 =0.

Tratemos x e y como variaveis independentes e as varidveis w e z como fungoes

nas variaveis x e y. Entao, considerando a func¢ao
F(a,y,w,2) = (22 + yPu? + 2ay, wywz - 1),

determinemos, se possivel, as derivadas parciais da funcao em duas variaveis

flx,y) = (w(x,y),z(:r;,y)) que satisfaz a equacao
F(z,y, f(z,y)) = (0,0).

Pela regra da cadeia temos, utilizando matrizes jacobianas,

1 0
lz3+2y 3y2w? +2x 23w 393,22] 0 1 _[O O]
ow dw | !
Yywz TWZ TYz TYWw or oy 0 0
0z 0z
| Ox Oy

e obtemos
23 +2y 3y*w? + 2z N 23w 3xz? u g—qj _ 00 '
ywz TWz TYZ  TYW g—fc g—z 00

Donde segue,

2y3w  3xz? gu Ju 23+ 2y 3y*w? +2x
(E1.1) Y TN vy .
Yz  TYw = 8—; Yywz Twz

Estas ultima equagao matricial nos permite obter as derivadas parciais de

w(x,y) e z(z,y) nos pontos (z,y,w, z) que satisfazem

23w 3xz?
4 £ 0,

Yz  TYWw

e em tais pontos obtemos



-1
(EL2) 2o gu ] [ 2w 3222 | [ 2e2y pPute2e
9z g—; Yz TYW ywz TWz

Ainda mais, indicando F' segundo suas func¢oes componentes
F=(F,F), com Fi(z,y,w,2) = 22° +y’w? + 2zy e Fy(w,y,w,z)=aywz -1,

reescrevemos a equacao (E1.2) como

or om 1'[ om om v ow
_ ow 0z ox oy _ or Oy

(E 1‘3) Jf = OF, OF, OFy, oF, | com J f (x,y)— 9z 9z |
w0z ozr Oy dx Oy

Assim, —J f é o produto da inversa da matriz das derivadas parciais de F' em
relacao as variaveis dependentes w e z, nesta ordem, pela matriz das derivadas

parciais de F' em relacao as vériaveis independentes x e y, nesta ordem#

7. Aplicagao. Multiplicadores de Lagrange.

O resultado abaixo é local. Por praticidade o enunciamos em todo o espaco.

Escrevamos R =R? x R™ = {(z,y) : x e R” e y e R™}.

Teorema 4. Sejam F' : R"*™ — R diferencidavel e g = (g1, . . ., gm) em CH(R™™; R™).

Suponhamos que F' tem um extremante local no ponto P em S = ¢g=1(0,...,0) e

que {Vgi,...,Vgn} é linearmente independente em todo ponto. Entao, existem
m numeros reais A\, ..., A\, tais que
VE(P)=AVgi(P) + - + AuVgm(P).
Prova.
Suponhamos P =0=(0,0). A matriz Jg(0,0) tem posto m e podemos supor
9gi
(z,y)
220

inversivel. Pelo Teorema da Funcao Implicita existe ¢ : Q2 - R™, de classe C!,

satisfazendo

g(z,(x)) =0, para todo « no aberto Q em R", e p(0) =0eR™.

10
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Seja {e1,...,e,} a base canonica de R™. As n curvas 7;(t) = (tei; go(tei)), com

i=1,...,n, contidas em S e definidas para [t| suficientemente pequeno, satisfazem:
7i(0) =P, 7/(0) #0 e {71(0),...,7,(0)} é linearmente independente.

Os vetores 7/(0) e Vg;(0) sao ortogonais, parai=1,...,nej=1,...,m. E entdo
trivial ver que

{71(0),...,7,(0),vg1(0),...,Vgn(0)}

é uma base de R"*™. Ainda, o vetor V f(0) é ortogonal a cada v/(0). Logo, V f(0)
é gerado por Vg1(0),...,Vgm(0)s
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