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1. Introducao.

No sistema decimal temos, por exemplo, a decomposicao
2345 2000 + 300 +40 +5
10000 10000
2 . 3 . 4 . 5
S 10 102 103 104
Como outro exemplo, decompondo um denominador em fatores primos temos
5 59
108 2233

0 1 0 2 2
§+§+§+§+§.

[E trivial efetuar a “prova dos nove”. Como curiosidade, temos

59 _ 54+5 _ 23342241 _ 1 g1, 1
108 2233 © T 2233 T 27 33 T 2233 1 _ 32 _ 1 1
1 _ 32 __1 _ 1 232 T 23 723 32
2233 T 2233 T 2232 233 1 _32_ 1 1
1 3-2 _ 1 _ 1 223 7 223 7 22 23
22,32 2232 T 223~ 232 1 _32_1_1 ]
1 _3=2_ 1 1 23 23 2 3
233 T 2337 232 33

Adaptemos os métodos acima para um quociente de polinémios.


http://www.ime.usp.br/~oliveira

Preparacdo. Consideremos uma divisao de polindmios com coeficientes reais

P(x)
Q(x)’

O objetivo é escrever este quociente como um somatério de parcelas mais simples.

onde 0 < grau(P) < grau(Q).

Para iniciar, decompomos ((x) em um produto de fatores lineares da forma
(.1' - O‘)mv

com « uma raiz real de Q(x) e m = m(«) a multiplicidade algébrica de o como

solugao de Q(x) =0, e também de fatores quadraticos
(2% + bx + )",

onde x2 + bz + ¢ = 0 ndo tem raizes reais (discriminante negativo) e n = n(b,c) é a
multiplicidade algébrica de x? + bx + ¢ na decomposicao de Q.

Provaremos o que segue.

(1 ) Cada fator linear (z — )™ gera as m parcelas (no somatério procurado)

Cl C”rn
(z-a)" T(z-a)m’
onde C1,...,C,, sao constantes reais a serem determinadas.

(2 ) Cada fator quadratico (z2+bx+c)™ gera as n parcelas (no referido somatério)

Ayx+ By Ay + B,
(22 +bx+c)’ T (22+br+co)r’
onde Ay, By,..., A,, B, sao constantes reais a serem determinadas [logo,
A;z + B; é um polinoémio de grau 0 ou de grau 1, para cada j = 1,...,n].

(3 ) A resposta procurada (isto é, o somatoério) é entao: o quociente

P(x)
Q(x)

é uma soma de parcelas do tipo das obtidas no (1 ) e no (2 ) passos acima.

(4 ) Para determinarmos as constantes reais surgidas existem vérios métodos.
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Métodos. Mencionemos, por enquanto, dois métodos.

e O Método dos Coeficientes Indeterminados. Este é o mais difundido e se

aplica a todas as situacoes. Mas, as vezes exige muitos computos.

e O Método de Heaviside. Recomendével no caso em que o polinémio no deno-
minador, @Q(x) [com a notac¢ao acimal, tem somente raizes reais e simples.
Vejamos dois exemplos.
Exemplo E1. Decomponha em fragoes simples,

P(x) 22°-32° - 921 + 2323 + 22 — 44z + 39

Q(x) 22+ -2

Solucgao. Via método de Heaviside.

A divisao polinomial nos fornece um polinomio somado com uma funcao
racional cujo grau do polinébmio no numerador é menor que o grau do po-

linémio no denominador e entao, fatorando tal denominador, encontramos

P(x) -6z + 15
00 =22% - 523 + 132 - 12 +—($_1)(x+2).

Pelo teorema da decomposicao em fragoes parciais temos

-6r+15 A . B
(z-1)(z+2) z-1 z+2

(EL.1)

Multiplicando (£1.1) por (z —1) e entao avaliando em z = 1 temos A = 3.
Multiplicando (E£1.1) por (z +2) e avaliando em x = -2 temos B = -9.

Resposta.
3 9

200 325 92 +232% + 2 ~ 4w +39 4 g e 1o
x2+x -2 robowEe



Exemplo E2. Decomponha em fragoes simples o quociente

o+
(z2+1) (22 +2)%

Solugao. Via método dos coeficientes a determinar.

o Escrevemos P(x) =x°+z, p(x) = (22 +1)(x2+2)% e

o+ _a$+b+cx+d+ ex+ f
(22 +1)(22+2)2 2241 22+2  (22+2)2

Entao, multiplicando ambos os membros por p(x) resulta
2o+ 2= (ax +b)(2* +2)? + (cx +d)(2* + 1) (z* + 2) + (ex + f)(2* + 1).
Efetuando as operacoes indicadas no segundo membro, escrevemos
2o+x = (a+c)xd+(b+d)xt+(4a+3c+e) 23+ (4b+3d+ f ) 2°+(4a+2c+e) x+4b+2d+ f,
e obtemos o sistema linear de 6 equacoes com 6 incognitas:
(Da+c=1, (2)b+d=0, (3)4a+3c+e=0, (4)4b+3d+f=0,
(5) da+2c+e=1, (6) 4b+2d+ f=1.

De (2) segue d = —b e portanto (4) e (6) se escrevem, respectivamente,
b+ f=0e2b+ f =0 que é visivelmente um sistema determinado. Donde,
b=f=0eentao d=0.

De (1) segue ¢ = 1 -a e entao (3) e (5) se escrevem, respectivamente,
a+e=-3e2a+e=-1, cuja solugao é dada por a =2 e e = -5. Assim sendo

temos c=1-a=1-2=-1, donde segue ¢ = -1.
Consequentemente,

o+ 27 T S todo 1 < Ra
= - - ara todo r
22+ 1)(22+2)2 22+1 22+2 (2+2)2° P
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2. Prova do Teorema da Decomposicao em Fracgoes Parciais

Comentario historico.

A histéria do Teorema da Decomposicao em Fracoes Parciais esta ligada a
histéria do Teorema Fundamental da Algebra (TFA). O matematico francés
D’Alembert (1746), pesquisando métodos para integrar fungoes racionais,
apresentou a primeira prova do Teorema Fundamental da Algebra. A prova

continha um erro que so6 veio a ser corrigido quase um século depois.

Retornemos a prova do teorema da decomposicao em fracoes parciais.

Fixemos um polinémio nao nulo ) = Q(x) com coeficientes reais e com r

distintos pares de raizes complexas conjugadas (raizes nao reais)
(Xliiﬁl,...,@riiﬁr
e com s distintas raizes reais

Yiyeeoy Vse

Pelo Teorema Fundamental da Algebra podemos fatorar o polinomio real Q(x)
em seus fatores lineares e quadréticos (todos estes polinémios com coeficientes
reais), com suas respectivas multiplicidades algébricas [isto é, as multiplicidades

dos fatores lineares e quadréticos na decomposicao de Q(z)], e obtemos

Q(z)=c]] ((:E —aj)?+ ,6]2) ’ [[(z-~;)", com c uma constante real,
j=1

j=1
onde m; é a multiplicidade algébrica da raiz complexa «; +i3; [para j=1,...,7]
e, analogamente, n; é a multiplicidade algébrica da raiz real 7; [para j =1,...,s].

Podemos agora enunciar e demonstrar o teorema da decomposicao em fracoes

parciais.



Teorema. Sejam ()(z) um polindémio com coeficientes reais como acima e P(x)
um polinémio com coeficientes reais satisfazendo 0 < grau(P) < grau(Q). Entao,
existem e sao unicos, nimeros reais A, B, e Cj; tais que
r om; n;
P(JJ) _ 4 Ajk + Bjk T Cjk

(T1) Q(x) B J;l; ((x ;) +5j2)k j=1k=1 (x -k

Prova.

o Afirmagdo 1. Se 7 é raiz real de multiplicidade n de @ = Q(z) entdo,
fatorando Q(z) = (z — v)"q(x) com ¢(z) um polinémio real e ¢(v) # 0,
segue que existe uma unica constante real C' e um tnico polinomio real

p(x), com grau(p) < grau(Q) — 1, satisfazendo

Pz __C p(x)
(r-y)nq(x) (x-y)"  (z-7)"tq(z)

Verificacao da Afirmacao 1.

(T.2)

Multiplicando (7".2) pelo denominador comum, obtemos a equagao polino-
mial
P(x) = Cq(z) + p(x)(x - 7).
Avaliando em z =~ encontramos
o PO
q(7)
e definimos o polindémio p(x) como a divisdo (exata) de P(z) - Cq(z) por

(z —7). As unicidades de C' e p = p(x) sdo 6bvias.

o Afirmagdo 2. Definamos R* = {z e R:x # 0}. Se

Q@) =((z-a)*+5%)" ¢(z) e q(a+iB) #0, com aeR e S eR*,
entao existem duas tnicas constantes reais A e B e um tnico polinomio real
p(x), com grau(p) < grau(Q) — 2, satisfazendo

P(x) _ A+ Bx . p(x)
((z-a)2+ )" q(x)  ((z-a)2+6)"  ((z-a)?+62)" " q(z)
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Verificacao da Afirmacao 2.

Multiplicando pelo denominador comum, resolvemos a equacao polinomial

P(z) = (A+Bx)q(x) + p(z) ((;E -a)’+ 62) .

Avaliando tal férmula no niimero complexo zg = a+ i (ou em zy = a — if3)
determinamos constantes A e B reai e definimos o polinémio real p(x)
como a divisao exata do polindémio real P(z)—-(A+ Bx)q(x) pelo polinémio

real (x —a)?+ $?). A unicidade é elementar e encerra tal verificagao.

Claramente, por sucessivas aplicacoes das Afirmacoes 1 e 2 obtemos (7'.1).
Por favor, mostre que a unicidade dos coeficientes em (7.1) (vide abaixo

outra prova de tal fato) segue das unicidades vistas nas Afirmagoes 1 e 2 m

Comentario. Mostremos uma variacao do Método de Heaviside para determinar
(unicamente) os coeficientes em (7'.1).
Computemos os coeficientes Ciy,,, C1 -1, - - -, C1 .2, C11, nesta ordem.

Utilizando a fatoracao

Q(x) = (x-y)"Q1(x), com Q1(xr) um polindémio real tal que Q1(v1) # 0,

multipliquemos [vide equagao (7.1)]

P(x " Aa+Bax s
I e e VTREG oy
7 1 J=1k=1 ((x—aj)z +5]2) J=1k=1 Vi

por (z —v1)™ e entao avaliemos em x =7;. Para o primeiro membro obtemos

P(%)
Ql(ﬁ)/l)'

Quanto ao segundo membro, multiplicando a parcela
Cl,nl
(z=m)™

'Pela equacdo A + B(a+1if3) = 1;((;‘:)) € C temos

A+Ba:Re(P(ZO)) e BﬂzIm(P(ZO)).
q(zo q(z0)

P(20)

Se utilizarmos z = a—i3 o resultado é o mesmo pois para tais A, B e R: A+Bzy=A+ Bzy = ED)

7



por (x —v1)™ e avaliando o resultado em x = 7; obtemos C},,. Todas as de-
mais parcelas ao serem multiplicadas por (x — ;)™ e entao avaliadas em x = v,

produzem o ntmero zero. Logo,

P
Clin, = (1) '
Q1(m)
Entao, passando a parcela
Cl,nl
(=)™

ao primeiro membro e efetuando a subtragao encontramos uma funcao racional

com numerador e denominador divisiveis por (z —~;) [vide Afirmacao 1]:

P(ZE) _ Cl,nl _ pl(x)
(x=y)mQi(z) (z-7)" (z-7)""Q:i(x)

Igualado o tltimo membro acima com o que restou do segundo membro de (7.3),

, com J(p1)<0(Q)-1.

recaimos no caso anterior e entao de forma andloga achamos o coeficiente C'y ,,,-1.
Iterando tal procedimento identificamos os demais coeficientes C ;5. E claro que

de forma andloga obtemos todos os coeficientes Cy/g jrs.

Similarmente (e utilizando a Afirmagao 2) obtemos ordenadamente os pares de
coeficientes (14@'7mi7 Bi,mi)a (A7;7mi_1, BLmi_l), cany (Ai,lu Bi,1)7 1= 1, ey {. Veriﬁque&

Exemplo E3. Decomponha em fracoes simples,

P(x) 225 -3x° - 92 + 2323 + 22 — 442 + 39

Q(x) x®+at -bad - a2+ 8r -4

Solucgao. Via a acima comentada variacao do método de Heaviside.
A divisao polinomial nos d4 uma fungao racional com o grau do polindomio
no numerador menor que o daquele no denominador e, fatorando este,

P(x) 6zt — 2022 + 4z + 19
Q) T T @12y

Pelo teorema da decomposicao em fracoes parciais temos
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6% — 2022 + 42 + 19 B A3 N A2 N A1 + B2 + B1
(z-1)3(x+2)2  (xz-1)3 (z-1)2 z-1 (2+2)2 2+2

(E3.1)

Multiplicando (£3.1) por (z—1)3 e entao avaliando em x = 1 temos Az = 1.

Multiplicando (£3.1) por (z +2)? e avaliando em x = -2 temos By = —1.

Passando as parcelas
1 -1

(@-1 ° (@+2)7
do lado direito de (E3.1) para o lado esquerdo de (F3.1), encontramos

624 -2022 +4r + 19+ (z-1)3 - (2 +2)2 A, . A . By
(z-1)3(z +2)2 C(z-1)2 -1 x+2

Donde segue

622 -5x -7 _ AQ +A1 +Bl
(z-1)2(x+2) (2-1)2 2-1 z+2

(E3.2)

Multiplicando (E£3.2) por (z—1)? e avaliando em x = 1 encontramos A, = —2.
Multiplicando (£3.2) por (z +2) e avaliando em x = -2 achamos B; = 3.
Substituindo A = -2 e By =3 em (FE3.2) e a seguir passando os termos

-2 3
e
(z-1)2 T+ 2

para o lado esquerdo de (E3.2) e entao simplificando encontramos

622 -52-7+2(x+2)-3(x-1)* 3(z-1)(z+2) 3 A
(z-1)2(z+2) S (x-1D)2(z+2) -1 z-1

Portanto, A; = 3.

Resposta.

248 — 3% — 924 + 2323 + 22 — 442 + 39

x®+at-bad -2 +8x -4

-2 3 -1 3

=22-5 »
T 1) w12 s 1 (@2 we2




Exemplo 4. Decomponha em fracoes simples o quociente

22+ 1
x4+ 523 +522 -5 -6

Solucgao. Via método de Heaviside.

O denominador fatora-se como
(z* + 523 + 522 =52 -6) = (v + 1) (2 - 1)(z +2)(z + 3).

Logo, temos

x?+1 A . B . C . D
(z+1)(z-1)(z+2)(z+3) z+1 -1 z+2 x+3

(E4.1)

Multiplicando (F4.1) por (z+1) e, entao, computando em x = —1 achamos

=21
-4 2

Multiplicando (£4.1) por (z —1) e, entao, computando em x = 1 achamos

2 1
B=—=—.
24 12

Multiplicando (FE4.1) por (x +2) e, entdao, computando em x = -2 obtemos

5
C—g.

Multiplicando (FE4.1) por (x +3) e, entdao, computando em x = -3 obtemos

p-2.75
-8 4
Resposta.
2
r?+1 1/2 . 1/12 . 5/3 5/4

x4+5x3+5x2—5x—6:_:c+1 -1 z+2 x+3

10
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Exemplo 5. Simplifique, aplicando o método de fragoes parciais,

1
L+at

Solugao. Via método dos coeficientes a determinar. Aritmética em R.

Observemos que
et 1= (22 +1)2 =222 = (2% + 1+ V22)(a® + 1 - V22).

Entao pelo Teorema da Decomposicao em Fragoes Simples obtemos

1 Az + B Cx+D

E5.1 = + .
( ) T+at 22-22+1 22+V22+1

Multiplicando (E5.1) por (22 — /22 + 1)(2% + /2 + 1), obtemos

1 =(Az+B)(22+V2x +1) + (Cz + D) (2% -2z +1)
= (A+C)a3 + (AV2+B-CV2+D)z2+ (A+B\V2+C -DV2)x+ (B +D),

e resolvemos o sistema de equacoes
A+C =0, AV2+B-CV2+D =0, A+BV2+C-DV2=0 ¢ B+D=1.

Substituindo a primeira equagao (C' = —A) e a quarta equagao na segunda

equacao, encontramos 24v/2+1=0e

A=-Y2
1

Em seguinda, substituindo a primeira equagao na terceira equagao, obtemos

B = D e desta forma, pela quarta equacao, chegamos a

B=D-=—-.

Resposta.

V21 V2., 1
1 _ T+ 5 L+ 3

- + Fy
zt+1 22-V22+1 22+2x+1

11



Podemos também, se desejarmos, utilizar niimeros complexos.
Antes de estudarmos o caso em que o polinémio Q(z) tem raizes nao reais (ja
abordamos tal situacao no Exemplo 2) utilizando nimeros complexs, apresenta-

mos a seguir uma rapida revisao de niimeros complexos.
3. REVISAO DE NUMEROS COMPLEXOS

Seja i € C tal que 2 = —1. Utilizando a Férmula de Euler,
e = cosf +isinf, onde € R,

temos e**% = e*(cosy + isiny), para todo z,y € R. Indicando as coordenadas

polares de z € C por r € [0,+00) e 0 € R, se
z=r(cosf +isinf),

vemos que z =re?. E ébvio que |¢?| = 1 e consequentemente r = |z|.

Chamamos (r,6), de forma polar de um nimero z € C e identificamos
z=(r,0), se z=r(cosf+isinh).
Desta forma, se 2y = (11,601), € 20 = (72,62), temos z; = 1€ e 25 = r9e2 e
2129 = (11712,601 + 02), .
Assim, obtemos a Férmula de Moivre:
2" =r"(cosnf +isinnfh) se z=(r,0),,VneZ.
Invertendo tal férmula obtemos as n-raizes, n € N, de um ntmero z = re® € C.

Radiciacdo. Se neN e z =re? £ 0, as n solucoes de w” = z = re? sao

W = %e(%ﬁkf)’, onde k=0,1,...,n -1,

Chamamos tais solucoes wy, onde k=0,...,n—1, de raizes n-ésimas de z.

12
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Exemplo 6. Simplifique, aplicando o método de fragoes parciais,

1
1+at
y
L}
— _ =1+ 1+1 _
—Wp = NG ik ﬁ = Wy
1
-1 0 1 T
B “1- ,
0= -
\J

Figura 1: As quatro raizes quartas de z = —1.

Duas solugoes. Vide Exemplo 5. Utilizemos aritmética complexa.
Observemos que, vide Figura 1 acima,
Arl=0=2t=-1=€e"= 2z=w;, = e+ = elith3) Lk =0,1,2,3.
Isto é,

) i — m; .
Z € fWyp=€e4", Wi =es =—-Wy, Wa=€4" =—Wp, Wg=€4" =Wy .
O polinomio x4 + 1 fatora-se entao como

o ()R

:(x2—\/§x+1)‘(a:2+\/§x+1).

Pelo teorema da decomposicao em fragoes parciais temos

1 Az + B Cx+D

E6.1 _ . .
( ) T+at 22-22+1 22+V22+1

13



¢ Primeira solugao. (Nao aplicando os ja citados métodos.)
E facil perceber que A+C'=0 e B+D=1.

Computando a expressao em (£6.1) em x =i obtemos
1 Ai+B . -Ai+(1-B) ~ —2A+ 1-2B
2 /2 V/2i V2o V2i
V2 1

A:—— B:
1 P73

Logo,

Donde segue

CzﬁeDzl.

4 2
¢ 2 solugao. Via uma variacao do método de Heaviside. Aritmética em C.
Escrevamos )
1+a4
na forma
(E6.2) 1 Ax+ B Cx+D

= + .
(x-wo)(z-wp) - (x+Wp)(x+wo) 22-v2x+1 a2+V2x+1
Multiplicando (E6.2) por

2 =2z +1 = (x-wy)(z-Tp)

e entao avaliando em wy, obtemos
1 1 A

— = A+ B= ———= (1+i)+ B ou,
2 Re(wp) - 2wy A5 V2
1 1-¢ 1 1. A 5. A N V2 1
= =—-—-—1=|—F —1 =—-— =—.
201+4) 4 4 4 V2 V2 4’ 2

Multiplicando (£6.2) por 22 ++/2z + 1 = (z +@p)(z +wp) e entdo avaliando

em —wy, obtemos

Resposta.

V2.1 V2,1
1 Tr+5 Tr+ 5

= + &
r+1l 2220 +1 22+V2x+1

14
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Abaixo, damos uma outra solucao para a funcao racional no Exemplo E2.
Exemplo E7. Decomponha em fracoes simples o quociente

O+
(z2+1)(22+2)%

Solugao. Via uma variante do método de Heaviside. Aritmética em C.

o Pelo Teorema da Decomposicao em Fragoes Simples temos,

>+ Ax+B Cx+D FEx+F
E71 = tod R.
(ET.1) (22 +1)(2%+2)? x2+1+$2+2+(x2+2)2,para edor e

Multiplicando (E7.1) por (22+2)? e entao computando em z = iy/2 obtemos

N N
M=Ei\/§+F=E=—5eF=O.
Pondo a esquerda em (E7.1) o termo —5x/(z? +2)? obtido a direita, temos

2 +x+50(r?+1) 23+ 3w _A:z:+B+C’x+D
(22+1)(22+2)2  (22+1)(22+2) 22+1  22+2°

Destaquemos

3+ 3z _Ax+B+C'J;+D
(22 +1)(22+2) 2241 2242

(E7.2)

Multiplicando (E£7.2) por 22 + 1 e entdo computando em z = ¢, achamos

i3+ 3i

= =A1+B = A=2e B=0.
22+ 2

Multiplicando (E7.2) por 2 + 2 e entdo avaliando em z = \/2i, temos

(V/20)3 + 3/2i

-OV2i+D = C=-1eD=0.
-2+1

Resposta.
o+ 2r x bx

= - - s
(22+1)(22+2)2 22+1 2242 (22+2)2

15



4. METODO DAS DERIVADAS (para determinar os coeficientes)

Este método utiliza derivadas em R para computar os coeficientes na equacao
(T.1) correspondentes as parcelas provenientes das raizes reais.
Computemos em (7'.1) os coeficientes Cly,,,...,C1 1 relativos a raiz ;. Para

simplificar escrevamos n; = n. Entao, pela fatoragao

Q(x) = (z =m)"Q1(x), com Q;(x) um polinomio real e Q1(m1) # 0,

pela expressao em (7.1) temos

P(ZL’) _ Cl,n + Cl,n—l - 01,1 + pl(ZL')
(x-=y)"Qi(x) (z-m)" (z-y)"* (z-y)' Qi)

com p; um polinomio real [e, é facil ver, grau(p,) < grau(Q) - n|.

Assim, multiplicando por (x —7;)" chegamos a

P(x i
Ql(($)) = Cl,n+01,n—1(x_71)+Cl,n—2(x—fyl)2+...+cl,l ($_71)n_1+ gll((x)) (.Z‘—’yl)n‘
Computando a equacao acima em 7 resulta
P(m)
=Cin.
Q1(m) b

Computando a primeira derivada da equacao acima em 7, obtemos

(%),(%) = Cijn-1-

Computando a segunda derivada da equagao acima em <y, encontramos

P 1"
(@) (71) = 201,71—2'
Por inducao finita, computando a k-ésima derivada, k =0,1,...,n-1, da equacao

acima em 7; obtemos
P\®
(Q_) (’)/1) = k!CI,n—k-
1

Isto é,

1/ P\®
Cin-k = T (—) (7).
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Exemplo 8. Decomponha em fracoes simples

2

(z-1)%

Trés solugoes.

¢ Primeira solucao. Nao aplicando os citados métodos. Temos,

x? [(z-1)+1]?

@-1° (e-1p

(1242 -1)+1
) (z-1)°

1 2 1
r-1 (@-12 (z-1p

¢ Segunda solucao. Via método dos coeficientes a determinar.
Multiplicando por (z - 1)3? a decomposigao

2 A s B . C
(z-12 (z-1 (z-1)2 (z-1)3

obtemos
?=A(x-1)+Bx-1)+C=A2*+ (-2A+ B)z + (A- B+ O).

Logo,
A=1, B=2 e C=1.

o Terceira solugao. Empregando derivadas.
Basta computar as derivadas de ordem 0, 1 e 2 de F'(z) =22 em x = 1.
Obtemos

-2y p B,y W)

T o T4
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Existem ainda outros métodos para decompor uma fungao racional em soma
de fragoes simples. Cada qual tem suas vantagens, sendo que a maior ou me-
nor conveniéncia de um método depende do problema em questao e, é claro, de

preferéncias individuais. Ainda, é conveniente ser “criativo”.
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