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5.1 - NOMENCLATURA

Consideremos um campo vetorial
F:Q—R" com (2 aberto em R",

continuo e localmente de Lipschitz.

Passemos a estudar a equagao

Esta é chamada equacdo diferencial auténoma pois independe do tempo. Dizemos
que x : I - , onde I é um intervalo aberto nao degenerado e na reta, é uma

solugao da equacgao autonoma se temos
x'(t) = F(m(t)) para todo t € I.

Para focar a equagao autonoma sob o prisma das equagoes ja vistas, as quais

dependiam da varidvel temporal, consideramos a fungao
G:RxQ—-Q, com G(t,z) = F(x),
e a equagao
' =G(t,x).

J& vimos [vide https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-PICARD.pdf| que
entao valem a existéncia e unicidade das solugoes, a existéncia do intervalo ma-
ximal e da solucao maximal e a dependéncia e a continuidade das solugoes em
relagao aos dados iniciais.

Dado um caminho-solugao 7 : I - R”, da equagao autéonoma x’' = F'(x), que

passa por (to, o) [isto é, y(to) = x¢] segue que a curva

F(t) = y(t +to)

também é uma solugao de z’ = F'(x) porém passando por (0,z9). Como 7 e =

diferem por uma translacao na variavel independente, suas imagens coincidem.

Assim, para equagoes autonomas é suficiente investigar as solugoes com condigao

inicial da forma (0,x) e é o que fazemos daqui por diante.
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Dado um ponto z € 2, seja J(x) o intervalo maximal da solu¢do maximal do

problema

{ o' (t) = F(p(t))
©(0) = .

Tal solugao maximal é uma curva integral maximal, indicada
Vet J () > S
Denotamos por v} a imagem de . Isto é,

v =(J(@)) = {7(t) : te I (2)}.

A imagem de v é chamada trajetdria ou 6rbita do campo F' pelo ponto x.

Definigao (Fluxo de um campo vetorial). Seja F': Q - R" um campo

vetorial continuo e localmente de Lipschitz, com {2 aberto em R™. Definimos
o D=Dp={(t,z) e RxQ:teJ(x)}.

o O fluxo ® =Ppr: D - R" por

(I)(t,l’) = %c(t)a

onde v, é a curva integral maximal passando pelo ponto (0,x) no produto
cartesiano “tempoxespago” [isto é, temos v,(0) = = ou, dito de outra forma,

o ponto (0,z) pertence ao gréafico de v, dado por {(¢,7.(t) : t € J(z)}].

o O fluxo é completo se D = R x ). Isto é, se todas as curvas integrais
sao globais [i.e., globalmente definidas ou, ainda, definidas em (—o0,+00)].

Utilizamos a notacao
(bt(flf) = (b(t,x)

J& mostramos [vide https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-PICARD. pdf]
que o dominio D, do fluxo ®, é um conjunto aberto.
Na literatura é usual chamar o fluxo completo de fluxo e o fluxo nao completo

de fluxo parcial.
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5.2 - PROPRIEDADES DE FLUXO E ORBITAS

Lema (Propriedade de grupo da curva maximal). Seja F': Q - R" um
campo vetorial continuo e localmente de Lipschitz, com §2 aberto em R™. Seja

Y =7:(s), com s e J(zx). Entao temos

J(y) =J(x) =
Yy(t) =7:(t + s) para todo t € J(y).

Prova.

¢ Definamos
L(t) = v (t +s),

obtida de 7, via uma translacao na variavel independente. Entao I' satisfaz
I"=F([I) e I'(0) =y.

E claro que o intervalo maximal de T' ¢ {t : t +s € J(x)} = J(z) - s.

Considerando I' neste intervalo, por definicao temos
F=v, e Jy)=J(z)-s*
Teorema (Propriedades de grupo do fluxo). Consideremos o campo vetorial
F: Q) - R" continuo, e localmente de Lipschitz no aberto 2 de R™, e seu fluxo
O:DcRxO—R"
Vale o que segue.
(a) Temos ®y(z) = x para todo z €.
(b) Temos ®50 ®, = Dy,; nos pontos em que o lado esquerdo estd definido.

(c¢) Temos <I>S(<I>t(x)) = &, (z), para quaisquer x € Q,s >0 e t >0, no sentido
de que um dos lados da equacao esta definido se e somente se o outro lado

também esta e entao vale a igualdade.
(d) Para todo t € R, o dominio D; = dom(®;) da se¢ao ®, é aberto em §) e

®, : D; — D_; é um homeomorfismo.
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Prova.

(a)
(b)

()

Por definicao segue ®g(z) = ¢(0,2) =,(0) = z.
Supondo existir (P;0®P;) (), sejay = (x). A propriedade de grupo mostra

((I)s ° (bt)(a?) =0y (y) = 7y(s) = Ya(s +1) = Dypi(2).

Nos pontos em que o lado esquerdo esté definido, j& mostramos em (a) que

vale a identidade procurada.

Reciprocamente, suponhamos que o lado direito esta definido. Logo, s >0
e t >0 sdo tais que s+t e J(x). Portanto [0,s +t] c J(z) e entdo t € J(z).

Entao, esta bem definida a curva
Y :[0,s] — R"™, onde ¢(7) = O,ii().
Claramente v é curva integral do campo F' e ¥(0) = &;(x). Donde segue
[0,5] ¢ J(®:(z)).

Portanto s € J(@t(x)) e

O conjunto D;. Temos
Dy =dom(®y) ={zxeQ:teJ(x)}=m[Dn({t} xR")],

onde 7 : R xR” - R" é a projegao sobre R™ definida por = (¢,z) = .

Ja vimos que D é aberto em R x Q. Logo, D n ({t} x R*) é aberto em

{t} x R", com a topologia relativa.

Ainda mais, 7 : {t} x R* — R" é evidentendemente um homeomorfismo.
Segue entao que D; = [Dn ({t} x R?)] é aberto em (.

O homeomorfismo ®; : D; — D_;. Podemos supor t > 0. Dado z € Dy,

consideremos o caminho (veremos que é um “caminho reverso”)

U:[-t,0] — R", onde ¥(s) = Pyyi(x).



Entao, ¢ é uma curva integral do campo F' e satisfaz ¢ (0) = ®;(x). Portanto
[-t,0] c J(®:(2)), —teJ(P(z)) e (por (b)) D_(Pi(z)) = Po(x) =2
Isto mostra que

Imagem(®;) c D, e ®_,0d, =id [a identidade].

A seguir, a composicao reversa. Dado x € D_y, e assim —t € J(x), seja
n:[0,t] > R", onde n(s) = Ps_¢(x).
Entao, n é curva integral do campo F' e satisfaz n(0) = ®_;(z). Portanto
[0,t] c J(<I>_t(x)), te J((ID_t(x)) e (por (b)) @t(é_t(x)) =®y(z) = 2.
Isto mostra que

Imagem(®_;) c D; e ®,o0d_, =id [a identidade].

Isto mostra que ®; e _; sao homeomorfismos inversos um do outro#

Lema (As o6rbitas sao disjuntas). Mantenhamos as notagoes acima. Dados

pef) eqel), temos
PEYy = =g

Prova.

(<) Trivial.

(=) Seja pe~;. Entao existe 7€ J(q) tal que
p=Pr(q) = (7).

Entao, pelo lema propriedade de grupo segue

Yp(t) =7,(t +7), para todo t e J(p).

Isto mostra ~; =, #
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Lema [Subgrupos de (R, +)]. Todo subgrupo nao trivial de (R, +) é da forma
T4, para algum T >0, ou é denso em R.
Prova.
Seja G um subgrupo nao trivial de (R,+). Donde G n (0,+00) # &. Seja

7= inf [Gn (0, +00)].

¢ O caso 7 =0. Entao GG é denso em R. De fato, para quaisquer z € R e € > 0,
existe g € G tal que
O<g<e

e g7 decompoe R em intervalos de comprimento menor que e.

Figura 1: O conjunto gZ ={...,-2¢9,-9,0,9,2g...}.

Segue
gZn (x—€e,x+ €) #@ com gZc G.

o O caso 7 > 0. Entao, existe uma sequéncia (g,) ¢ G e convergente a 7.
Podemos assumir 7 < g,, < 27 para todo n. Dados n e m arbitrarios temos
que (g, — gm) € G e portanto |g, — gm| € G, com 0 < |g,, — g| < 7. Pela

defini¢ao de 7 segue |g, — gm| =0 € g, = gm. Concluimos que
TeG e TZcG.
Segue também, para um arbitrario n inteiro,
Gn(nt,nt+7)=0.

Logo, para finalizar,
Gectls



Teorema (Classificagao das trajetdrias). Mantenhamos as notagoes acima.

Dado x € §2, vale uma e somente uma das alternativas abaixo.
(a) 7, € injetora.
(b) J(x) =R e, é constante.
(c) J(x) =R e~, é periddica [isto é, existe T > 0 tal que temos
Ye(t+T) =,(t) para todo t € R],

com a curva v, injetora em todo intervalo de comprimento menor que T

[isto é, temos v, (t1) # V.(t2) se ty #ta €|ty —ta| < T'].
Prova. Dividamos a prova em duas observagoes,

(1) Suponhamos que 7, nao ¢é injetora. Entdo, existem t; e ty distintos no

intervalo maximal J(x), com 7,(¢1) = V.(f2). Sejam 7=ty —t; #0 e

r: Jz)-- — R»
t — Y (t+T).

Entao, I' é curva integral de F' e

D(t1) = ve(t +t2 —t1) =72(t2) = 72(t1).
Portanto, pela maximalidade de v, temos

J(x)—Tc J(x) e T érestrigao de v,.

Analogamente, considerando —7 =t; — ty vemos que J(z) + 7 c J(x).
Segue J(z) =R (cheque). Assim temos 7, : R - R".

Também temos v, =" em todo ponto da reta. Segue

vz (t) =7, (t +7), para todo t.
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(2) Consideremos a “cole¢ao de periodos”
P ={peR tal que vale 7,(t) =, (t + p) para todo ¢ € R}.
Afirmagdo. O conjunto P é um subgrupo fechado do grupo aditivo (R, +).
Notemos que por (1), a negagao de (a) implica que P é nao trivial.

Prova da afirmacdo. E trivial ver que P é um subgrupo do grupo aditivo

(R,+). Mostremos que P é fechado.

Seja uma sequéncia (p,) c P tal que p, - p € R. Portanto vale a igualdade
Ye(t +pn) = 7:(t) para quaisquer n e t. Impondo n — +oo nesta igualdade

encontramos 7y, (t + p) = v,(t) para todo real t. Portanto, p € P.
A prova da afirmacao esta completa.

Retornemos a prova do teorema. Pelo lema subgrupos de (R, +) temos que

P ¢é denso em R ou da forma 77 para algum 7 > 0. Vejamos os dois casos.

O caso P denso em R. Entao temos P =R, pois P é fechado. Donde seguem

J(z) =R e 7, é constante. Isto é, ocorre a alternativa (b) no enunciado.
O caso P =7Z com 7 > 0. Entao temos

{ J(x)=R e

v (t +7) =,(t) para todo t € R.

Temos também

'Vx(tl) * ’)/x(tg) sety £ty € |t1 —t2| <T,

caso contrario encontramos t, # to, com 0 < 7/ =t; -ty <7 e 7' € P. Entao,
pela prova dada em (1) obtemos v, (t) = v,(t+7') para todo t. Donde segue

7'e P=77,com 0 <7’ <7, 0 que é impossivel.
Assim, no caso P =7Z com 7 >0, ocorre a alternativa (c).

A prova do teorema esta completa#



Definigao. Um ponto x € Q) é singular se F'(z) =0 e é regular se F'(z) # 0.

Corolario. Mantenhamos as notacoes no teorema. Seja I' uma orbita de F.

Entao, ocorre uma e so6 uma das trés alternativas.
(a) T' é imagem biunivoca de um intervalo.
(b) T' é um ponto.
(¢) T' é homeomorfo a um circulo.

Prova.
Seja I' = v = Imagem(~y,). O teorema classificagao das trajetorias nos garante

trés possibilidades mutuamente excludentes.
¢ Se 7, é injetora, entdao 7 é imagem injetora de J(x), mostrando (a).
o Se 7, é constante, entao v é um ponto.
o Se 7, :[0,T] > R é continua e ~,(0) =~,(T), verificamos que existe
$p: 81 ={2eC:|z] =1} — R"

continua e injetora completando o diagrama comutativo (com tal diagrama

expressamos a T-periodicidade da curva -,,)

0,7] 2= R»
‘| %
5’1

2mit

onde 7:[0,7] — S! é dada por 7(t) =e’T .

Definicao de ¢ e verificagao das suas propriedades.
(1) Seja ¢: S - R™ dada por ¢(z) =,(t), se w(t) = z.
No caso z # 1, existe um unico instante t € [0, T'] satisfazendo 7 (t) = z.
Isto mostra que ¢(z) = 7,(t) estd bem definido se z + 1.
No caso z = 1, temos 7(0) = 7(T") = 1 e, por hipdtese, v,(0) = v.(T).

Isto mostra que ¢(1) esta bem definido.
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(2)

(3)

(4)

Assim,

A injetividade de ¢. Sejam z; € S e zo € St tais que ¢(z1) = P(22).
Pela defini¢ao de ¢, existem instantes t; € [0,T] e ty € [0,T] tais que
21 = w(ty), 22 = w(tz) e, ainda mais, v,(t1) = V.(t2). Pelo Teorema
Classificacao das Trajetorias temos que 7, é uma curva T-periédica, o
que quer dizer de periodo minimo T'. Portanto temos {t1,t2} c {0,T'}.

Donde 7 (t1) = m(t2), pois w(0) = w(T"), e consequentemente z; = zo.

A continuidade de ¢ no ponto z, se z # 1. E evidente que a restri¢ao

: (0,T) - {zeS':z#1}

7T|<0,T)

é bijetora e bicontinua. Consequentemente, ¢ é continua em todo

ponto z € St tal que z # 1.

A continuidade de ¢ no ponto z = 1. Consideremos uma sequéncia
(zn) contida na circunferéncia S e tal que z, - 1. Podemos supor

sem perda de generalidade z, # 1 para todo n.

Existe um tinico t,, em (0,T) tal que 7(t,) = z,. Claramente 7(t,) - 1.
Pelo ja provado em (3) concluimos que a sequéncia (t,) c (0,7) nao
admite subsequéncia convergente em (0,T"). Logo, toda subsequéncia

convergente de (t,,) converge at=0ouat="T.

Consideremos uma subsequéncia de t,, que convirja at = 0. Indiquemo-

la por (o). Logo,
¢(W(an)) =Yz (an) = 72(0).

Consideremos uma subsequéncia de t,, que convirjaat =T. Indiquemo-

la por (f3,,). Logo,
¢(W(5n)) =% (Bn) = 72(T).

Como 7,(0) = v.(T), concluimos que toda subsequéncia convergente
de ¢(z,) = ¢(n(t,)) converge a um mesmo vetor v,(0) = ~,(T). Isto
mostra que a sequéncia (¢(z,)) converge a v,(0) =7 (T) = (1) #

dado um campo vetorial F': ¢ R®* - R” continuo e localmente de

Lipschitz, o dominio €2 se decompoe numa reuniao disjunta de érbitas de F' que

sao do tipo descrito no corolario acima.
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5.3 - RETRATO DE FASE (E ORIENTAGAO)

Definicao. O retrato de fase de F' ¢é a referida decomposicao de €2, munindo-se

cada orbita da orientacao induzida por F.

Comentario. Desenhar o retrato de fase é ttil para se ter idéia do comporta-
mento qualitativo das solugoes. Ao desenhar o retrato de fase, as orientagoes das

trajetérias sao indicadas por meio de flechas no sentido de percurso.

Exemplo 1. Retrato de fase de um campo X unidimensional (em R) e com um

numero finito de singularidades a; < -+ < a,,.

¢ ¢ J ¢
(1 (9 (3 (4 (I, X

Figura 2: Singularidades (quantidade finita) de um campo unidimensional.

Definamos ag = —o0 e a,4; = +o0. Portanto X tem sinal constante em cada
sub-intervalo (a;,a;.1).
Analisemos o caso X >0 em (a;,a;41), com j fixado em {1,...,n}. Conside-

remos um ponto z € (a;,a;,1) e a solugdo maximal
V() = 7x(t) = @(t,2).
Sejam J(z) = (w-,w,) o intervalo maximal de 7y e
7" = Imagem(y) = {y(¢) : t € J(2)}.
Seguem as quatro propriedades abaixo.

1) Vale a inclusao v* c (a;,a;41). De fato, se existir 7 € (w_,w,) satisfazendo
g jr @

v(7) = a; entdo o TEU (teorema de existéncia e unicidade para edo’s)

nos garante y(t) = a; para todo instante ¢, contra a hipétese v(0) = x.

Analogamente, temos y(t) # a;41 para todo t € (w_,w., ).

(2) A solugao ~y é estritamente crescente no intervalo maximal J(z) = (w_,w,).

Esta propriedade segue trivialmente de (1).

12
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(3) Temos

lim y(t) =a;, lim~y(t)=aj+1 e 7" =(aj,aj).

t—w_ t—wy

De fato, por (2) tais limites existem e pertencem a [a;,aj+1]. Se ocorre

tl\l‘gl_ y(t)=a>a;

entdo as 6rbitas de 7 e de v,(t) se intersectam. Donde segue 7 =7, , 0 que

¢ uma contradigao. Isto mostra y(t) N a; se t N w_.

Analogamente encontramos

lim ’}/(t) = Aj41-

t/Aws
(4) Se j>1 entdo w_(x) = —o0. Isto é consequéncia dos seguintes fatos

(t,v(t)) - OR?  set N w-_
e

Y(#) N ajeR set N w-.

Ressaltemos que a simbologia “(¢,v(t)) — JR? se t \ w_” ou mesmo a
[ q g o

)

linguagem “tender a fronteira do plano se ¢t — w_” significam ambas que
dado um arbitrario compacto K c R? entao existe uma vizinhanca V' de w_
tal que temos (t,7v(t)) ¢ K para todo t € V. Brevemente, dizemos que o

grafico da curva v “escapa” de qualquer compacto, se t - w_.]

Analogamente, se 7 <n -1 entdo w, = +oo #

Segue uma ilustragao relativa a um campo unidimensional com seis singula-
ridades, indicando algums possibilidades para o sentido de percurso entre duas

singularidades a; € a;4;.

Y
®
A

I ' < “« >
ap 9 (3 (g a5

Y

—
[
><

Figura 3: Possibilidades ao sentido de percurso entre duas singularidades.
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Curvas planares orientadas. Fixemos, no plano, a base canonica ordenada e

positivamente orientada {e;,es}. Fixemos uma curva v : R — R? de classe C?.
o Os vetores T'=~'[|y'| e N =T"[|T"| sao o tangente unitario e o normal a .

o A curva 7 é dita positivamente orientada, ou orientada no sentido anti-horario,
ou dextrdgira, se {T, N} é uma base ordenada (ortonormal) positivamente
orientada ou, equivalentemente (cheque), se {7/,7"} é uma base ordenada

(ndo necessariamente ortonormal) positivamente orientada.

o A curva 7y é negativamente orientada, ou orientada no sentido horario, ou
sinistrégira, se {1, N} é uma base ordenada (ortonormal) negativamente
orientada ou, equivalentemente (cheque), se {7/,7”} é uma base ordenada

(ndo necessariamente ortonormal) negativamente orientada.

Exemplo 2 (semelhancga de matrizes X orientagao). Consideremos os cam-

pos lineares F' : R2 - R? e G : R? - R?, respectivamente determinados pelas

S) ()

[Note-se que B = AT a matriz transposta de A.]

matrizes

Sejam os sistemas lineares homogéneos respectivamente associados

r = -y r =y
e
y = = —I.

Sabemos que (e é trivial por inspegao direta)

cost -—sint cost sint
etA — ' e etB — ' )
sint cost —sint cost

A semelhanga entre as matrizes A e B segue de [abaixo, a matriz P em PAP~! = B

QE\
|

representa uma reflexdo em relagao ao eixo Oz e a identidade P! = P ¢ valida]

3D (W) ) RS b
z(_g;)zg
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Portanto, A e B tem mesmo polinomio caracteristico
pa(2) =pp(z) =22+ 1.

Seja v = re; + yeo uma curva-solugao de 7' = Ay. Segue

xx -y -
det(~',7") = |7 =y?+22>0.
y oy T -y
Seja = xep + yey uma curva-solugao de ¢’ = By. Segue
i i -
det(¢’, ") = -7 = —y? -2 <0.
y Y —T -y

Logo, v tem sentido anti-horario e ¢ tem sentido horario. Vide figura abaixo.
AY N

-2

anti-horario . s
sentido horario

Figura 4: Orientacao de 7, com v’ = Ay, e a orientacao de ¢ onde ¢’ = Bop.

Sejam 7y; e ¥ as curvas (solugoes) respectivamente determinadas pela primeira

e pela segunda colunas de e*4. Notemos que

wo=( ) (g )5

Analogamente, se ¢ e ¢y 830 as curvas (solugoes) respectivamente determinadas

pela primeira e pela segunda colunas de e*?, entdo encontramos

o) ) e

2
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Proposicao (Orientagao). Consideremos, no plano, o sistema linear com coe-

! a b z
= , com ad —bc £ 0.
y' c dJ\y

(Logo, o tinico ponto singular é a origem). Suponhamos que as raizes do polinémio

ficientes reais e constantes

caracteristico da matriz A € My(R) acima sao complexas nao reais. Isto é,
pa(z) = 22 —tr(A)z +det(A) = (z = A) (2 = \) = 2% = 2az + |\]%,
com \=a+10 e f+0. Entao, valem as seguintes propriedades.
(1) be<0.

(2) As drbitas sao elipses centradas na origem (se 2a = a+d = 0) ou espirais em
torno da origem (se o # 0). As drbitas tem uma mesma orientagao (isto é,

todas tem o sentido anti-horario ou todas tem o sentido horario).

(3) Se ¢ >0, as trajetorias (érbitas) sao positivamente orientadas. Se ¢ < 0, as

trajetorias sao negativamente orientadas.

elipse no sentido anti-hordrio

Y

espiral no sentido hordrio espiral no sentido anti-hordrio

c>0 v V

772y

[ : x
T

Figura 5: Elipse positivamente orientada [o = tr(A) = 0 e ¢ > 0] — Espiral negati-

vamente orientada (¢ < 0) — Espiral positivamente orientada (¢ > 0).
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Prova.

(1)

Temos det A = |\? e tr(A) = a +d = 2. Donde segue

2
ad—bc:a2+52:(%l) + 32

Logo (cheque),

_ 2
—bc=(“2d) £ 820

Identificacdo das drbitas. Sejam w = u+1iv e W = u—1v autovetores associados
a A\ e A respectivamente, com u e v vetores reais. Fixemos a base ordenada

{v,u}, de orientagao desconhecida. Temos
Au+iAv = (a+18)(u+1w) = (au - [v) +i(fu + av).

A matriz de representacao do operador T : R? - R2, definido por TX = AX

para todo X € R?2, em relagao a base ordenada {v,u} é dada por

[T v, Zl ; _i ]

[A matriz de T" em relacao a base ordenada {u, v} ¢ a transposta de [T'] ¢y} ]

Donde segue (ja vimos)

o | cosBt —sin Bt
[ Ty =€ t[ ]

sin 5t cos [t
Assim, a solugao geral da edo 7' = Ay é [onde denotamos por v = v(t) e
u =wu(t) as coordenadas com respeito a base ordenada {v,u}| dada por
v(t) = e (cy cos ft — cosin Bt
(*) (1‘ P 28in ) comc; €R e cyeR.
u(t) = e®*(cy sin Bt + co cos ft),

Identificando R? = C (como espagos vetoriais reais), escrevamos

v(t) = rev cos(6 + ft)
u(t) =re°tsin(0 + 5t).

(c1,c0) =7e? e {

Isto é, y(t) = v(t) +iu(t) = reatei®+80),

Logo, as trajetdrias sao circunferéncias (« = 0) ou espirais [y = e¥C(t) com

C(t) uma circunferéncia e a # 0] na base {v,u}.

Mudando para a base {e1,es}, vemos que as trajetérias sao elipses (« = 0)

ou espirais [y = e¥E(t) com E(t) uma elipse e a # 0] no usual sistema Oxy.

17



Orientacdo das orbitas. Escrevamos v = re(®+if)tei?  Segue

v =(a+if)y=(,u') e " =(a+iB)*y=(v",u").
Sejam (x1,y1) e (w2,y2) ambos em R? e “(-,-)” o produto interno em R2.

Vale a férmula (cheque)

. . ] T T2
(71 —iy1) (w2 +iy2) = ((xlvyl)u ($27y2)) t1
1 Y2

[Videhttps://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-Determinante2x2.pdf ]

Seja Im(z) a parte imagindria de um nimero complexo z. Temos entao

/ 14

v
det(v',7") =

/ 174

u u

= Im(5",7")
=Tm (@ +iB)y (a+iB)™]
= la +iBP [y*8.
Donde todas as trajetérias (em relagao a {v, u}) tem uma mesma orientacao.

Logo, todas as trajetérias dadas em relacao a base canonica também tem

uma mesma orientagao (que pode diferir da orientacao no paragrafo acima).

[De fato, dada uma matriz real e inversivel P (i.e., uma matriz mudanca de
base no plano R?), a relacao entre as orientagoes da curva 7 e da curva Py

¢ dada por (cheque)
det ((P7)', (P~)") = det(P) det(y',").]

Determinemos e4. Gracas a formula explicita para et* encontramos

etz c Ca eAt At

_— = + +——=, comc=—— € C
ey BT 1T 2B

_ e
S =2i8°

2

Donde segue etz = q(2)pa(2) + c1(z = X) + ca(z = A) e portanto

: iNt

tA _ _ie)\t -\ e -
= (A-NI) + % (A-XI)
= %Re{—i(cosﬁt +isin ft) (A _XI)}'
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Temos entao

m_ e . . a-a b (7"

oA = 5Re{(smﬁt ZCOSﬁt)[( c d_a)+Z(O ﬁ)]}
. a-« b B !

smﬁt( . d_a)+cosﬁt(0 5)]

at

B

Donde segue

6tA o ( (a—a)ﬁsin Bt + COS 5t bsi; Bt )
N csin Bt (d—a) sin Bt :
=5 g +cos St

Para determinar a orientagao das trajetdrias, é suficiente (cheque) nos de-
termos na primeira e na segunda colunas de e*4. De fato, basta uma coluna
pois todas as trajetérias tem uma mesma orientacao. Analisemos a pri-
meira coluna de et4 (tal coluna depende do coeficiente ¢). Seja I'; a curva
correspondente. A orientagao de I'y nao muda ao longo da curva, pois o

sinal de det(I'},I'Y) é invaridvel (ou > 0 para todo ¢, ou < 0 para todo t).
Assim, a orientagao de I'y é revelada ja no instante ¢t = 0.

Escrevamos I'; = e?v;(t). Temos

= (Lm0t 4 cos fr, 20t 71(0) = (1,0)
7{=((a—oz)cosﬁt—ﬁsinﬁt,ccosﬁt) e 71(0) = (a - a,c)
Al = ( —(a - ) Bsin Bt — 32 cos t, —c3 sinﬁt) 77(0) = (-52,0).
Temos também
[ =ex
L=en T (0) = (1,0) + (a - a,c)
I = ey + ety e
I'7(0) = (a? + 2a(a - @) - 82, 2ac).

[ = a?etyy + 2aety] + eyl
Donde
a 2aa-a?-[?
c 2acc
=c(a? + 3?).

Portanto, o sentido de I'y é anti-horério se ¢ > 0 e horario se ¢ < 0.

det (I'1(0),T7(0)) =

= 2aac - 2aac + ca? + ¢

Ainda que nao necessaria, a analise com a curva determinada pela segunda

coluna de et4 (tal coluna depende do coeficiente b) é andloga (cheque).

A prova esta completa#
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Comentarios a prova acima. Em boa parte dos livros textos nao consta a
andlise da orientacao das trajetérias elipticas e espirais como uma funcao dos
coeficientes da matriz A. Sendo assim, vale a pena aproveitar a oportunidade
para nos familiarizarmos um pouco mais com esta parte ligeiramente delicada da
teoria.

Vejamos entao outras formas de identificar a orientagao das trajetérias do

x’ a b T
= , com ad —bc # 0
Yy’ c d Yy

e polinémio caracteristico com raizes complexas a +i3.

sistema linear

Apresentemos duas outras argumentacoes. Em cada uma destas argumentacoes
analisamos as duas colunas de e*4 (ainda que baste analisar apenas uma coluna

pois, como ja vimos, todas as trajetérias tem a mesma orientacao).

Sejam, respectivamente,
= eat% e I'y= 6at72

as curvas correspondentes a primeira coluna e a segunda coluna da matriz

(a—a) sin St bsin Bt
gt B +cos 3t 5 .
051;1 Bt (d—a)ﬁsm Bt + COS 5t

Ja sabemos que bc < 0.
Primeira argumentag¢do. A primeira coluna. Em ¢ = 0 temos
I';(0) = (1,0), um ponto no eixo Oz.

A segunda coordenada y = y(t) da curva I'; satisfaz

(eo‘tc sin 5t )' | aecsin Bt + e*cf3 cos Bt
e = =c.

15} =0 15} |t:0
Logo, se ¢ > 0 entao a segunda coordenada y = y(t) de I'; é estritamente

positiva para t >0 e t ~ 0. Donde I'; tem sentido anti-horario.
Portanto, se b < 0, temos ¢ > 0 e trajetérias no sentido anti-horario.

Se b >0, seguem ¢ < 0 e a segunda coordenada y = y(t) de I'; estritamente

negativa para t >0 e t ~ 0. Neste caso, I'; tem sentido horario.
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Segunda coluna de 4. No instante ¢ = 0 temos
I'3(0) = (0,1), um ponto no eixo Oy.

A primeira coordenada = = x(t) da curva I'y(t) = e®y satisfaz

(eo‘tbsinﬁt)'| b
15} =0

Se b > 0, entao a primeira coordenada x = z(t) de I'y é estritamente positiva

para t>0 e t~0. Neste caso, ['s tem sentido horario.

Se b < 0, entdo a cooordenada x = z(t) de I'y é estritamente negativa para

t>0etw~0. Neste caso, ['s tem sentido anti-horario.

A primeira argumentacao estd completa.

Segunda argumentagdo. Utilizemos os itens (1) e (2) da proposi¢ao acima.

Gragas ao item (2), as curvas 7y, e 7y, descrevem elipses. Portanto, I'; = e%;

e 7, tem mesma orientacao. Analogamente para ['s = e¥v, € 7,.
Orientacao de ;. Temos

. (a — ) cos Bt — B sin 5t —(a - a)Bsin Bt — 52 cos [t
det(fyl? M ) = :
ccos ft —cfsin ft
= ¢f3%sin’ Bt + ¢% cos? 5t
= ¢
Logo, se b < 0, por (1) segue ¢ > 0 e entdo {7],7; } é positivamente orientada.

Inversamente, se b> 0, temos ¢ <0 e {7],7]'} negativamente orientada.

Orientagdo de 5. Neste caso, encontramos

bcos pt —bB sin ft
(d - «) cos 5t — B sin Gt —(d - ) B sin ft - B2 cos it

= —bB3? cos? Bt — b% sin? Bt
S

Desta forma, se b < 0 entao a base {75,745} é positivamente orientada.

det(v5,75) =

Inversamente, se b >0 entao {74,74} é negativamente orientada#
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Exemplo 3. Sistemas lineares homogéneos, no plano. Seja
a b
F:A:( d) € M>(R) com det A+0
c

(logo, o tnico ponto singular é a origem). Analisemos o polinémio caracteristico
pa(\) = A2 —tr(A))\ +det(A).

Os autovalores sao dados por

tr(A) + \/[tr(A)]2 —4det(A)
5 .
Distinguimos os trés seguintes casos abaixo.

A=

(1) Raizes reais distintas A; # A2 [nao nulas, pois det(A) # 0].
(2) Raiz real dupla A\ = As.

(3) Raizes complexas A\ = a+if3 e Ay = A\ = a— i3, com 3 # 0.
Verificagao.

(1) A solugao geral de ¢’ = Ap, onde ¢(t) e R?, é

A Aot =

(1) = cre™i + cpe™',

com ¢ e ¢y reais quaisquer e autovetores i e U (linearmente independen-

tes) associados a A\; e g respectivamente. Sejam u = u(t) e v = v(t) as

coordenadas de um vetor arbitrario em relagao a base ordenada {a,9}.

Supondo ¢; # 0, eliminamos o parametro ¢ e encontramos

%
u=ceMt [<= t=1Int] 21(2) u\ ™
= V= (e L/ =Co | — .
v = cpe2t

(&1
Isto é, se ¢; # 0 entao ¢* = Imagem () coincide com o grafico da funcao

C2 A2/
(Cl)A2/)\1u .

Tal gréfico pode ser escrito como {(u,au’) : u € R}, a uma constante real.

u =

Assim, se A > 1, temos que o gréfico tangencia o eixo u (no sistema {u,7}).

Nas coordenadas x, y vemos que no caso Ay > A; >0, e no caso Ay < A\; <0,
a curva-solugao ¢(t) = c1eMti + cpe*?tv tangencia a reta de dire¢ao 1.
Como ilustracao, a imagem da curva (et, e?!) = eféj+e?éy, onde t € [—o0, +00),

é a semi-parabola {(x,z?) : x > 0} que tangencia o eixo z, de direcao €;.
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A seguir, esbogamos os possiveis retratos de fase.

NG instavel NO assintoticamente estavel  Ponto de sela (instavel)
y Vv

Figura 6: N6 instavel (fonte), 0 < A\; < Ay — N6 assintoticamente estavel (pogo),

com A\ < Ay <0 — Ponto de sela, com A\; <0< As.

(3) Raizes nao reais ao+if [portanto, 2a = tr(A) e det A = ad —bc = o + 52 > 0].

Este caso é consequéncia direta da proposicao orientacgao.

Seguem trés possibilidades para o retrato de fase, esbocadas no plano Oxy.

Centro : o5
Foco estavel Foco instavel

Py

Figura 7: Centro, o = 0 e sentido anti-horério (b < 0)— Foco estavel (pogo), a <0 e

sentido horério (b > 0) — Foco instével (fonte), a > 0 e sentido anti-horério (b > 0).

As trés possibilidades faltantes diferem das acima pela orientacao. Cheque.
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(2) Suponhamos A\; = Ay # 0. Seja A = A\;. Temos duas situagoes a analisar. O
caso em que a multiplicidade geométrica [a dimensao de ker(A-AI)] é 1 e
o caso dim[ker(A - \I)] =2.

(2.1) O caso A de multiplicidade geométrica 2. Neste caso, A é diagona-
lizavel. Sejam v; e vy autovetores LI. A solucao geral é
©(t) = creMuy + coeMuy = eM(crvg + o).

Os possiveis retratos de fase sao

Poco
Fonte

Figura 8: Um poco, se A < 0. Uma fonte, se A > 0. Em ambos os casos, existem

dois autovetores LI.

(2.2) O caso A de multiplicidade geométrica 1. Seja T' o operador associado
a A. Consideremos u um autovetor associado a A e um vetor nao
nulo v € ker(7 - AI)? [um autovetor generalizado] tal que o conjunto
ordenado {u,v} é LI. Tal vetor v existe pois dim[ker(7 — AI)2] = 2.
Segue (T -=A)?v=0e (T =\ )veker(T - \I). Logo, existe um « € R

satisfazendo (7'— AI)v = au, donde segue
Tv =au+ \v.

Desta forma, o operador 1" é representavel pela matriz

A«
[T]{“”’}:[o \ ]
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Entao, a matriz do operador S associado & matriz exponencial et é

A0 0 ot
e iy = €x +
~ et () 1 ot
0 eM 0 1
~ e)\t ate)\t
B 0 et ’

A solugao geral, com u =u(t) e v = v(t) as coordenadas de p(t) em relagao

a base {u,v}, é
| uw(®) ) [ (e +caat)eM
p(t) = ( o) ) = ( Lo )

As posibilidades para o retrato de fase sao esbocadas abaixo.

NO imprr_’)prio assintoticamente estavel NO improprio instavel

j x
u
Figura 9: Né improprio estavel, A < 0. N6 impréprio instavel, A > 0. Em ambos

os casos, a dimensao geométrica do autovalor A é 1 [i.e., dim[ker(A - AT) = 1].

|

2
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5.4 - FLUXOS CONJUGADOS

Definicoes, notacoes e comentarios. Consideremos dois campos vetoriais
Xllgl — R" e XQZQQ —>Rn,
com €2 e €2y abertos em R", ambos continuos e localmente de Lipschitz. Consi-
deremos seus respectivos fluxos e respectivas curvas integrais maximais
(I)liDl —>Ql (§ (I)QZDQ—>QQ
Yz Ji(T) — Qe e Ja(w) — Qo
o O campo X é topologicamente conjugado a X, se existir um homeomorfismo

h391—>92

tal que para todo par (t,z) € Dy temos

h(q)l(t,x)) = <I)2(t, h(x)) e em particular,t € Jg(h(x)).

Verifiquemos a identidade | J;(x) = Jg(h(x)) .
Verificagdo. Por definigao segue J;(x) c J2(h(x)). Se Ji(z) ¢ Jg(h(:c)),

podemos supor w,(1,z) € Jy(h(x)). Entao, w,(1,x) € R e existe o limite

lim @, (t,z) = (h™" o<1>2)(w+(1,x),h(x)) €.

t-wy(1,x)

Portanto (ja mostramos) podemos definir 7, , no instante t = w, (1,z)#
Resumindo, seguem

Ji(z) = Ja(h(x)), hovig="nw € h(yi,)= Vo h(z)-
Ainda, o homeomorfismo h preserva trajetorias e preserva orientagoes visto
que a curva integral maximal pelo ponto x, definida e orientada no intervalo
Ji(x) = (w_(l,x),w+(1,x)), é levada na curva integral maximal pelo ponto
h(z), a qual é definida e orientada no intervalo (w_(2, h(z)),w (2, h(2))).

O homeomorfismo h é dito uma conjugagao topoldgica entre X; e Xj.
o Se X; e X, forem de classe C%, onde 1 < k < oo, pelo teorema diferencia-
bilidade do fluxo segue que ®; e &, também o sao. Dizemos entao que os

campos X; e X, sao CF conjugados se existir uma conjugacao topolégica

h:Q - Qy tal que h é um difeomorfismo de classe CF.

Tal conjugacao é uma relagao de equivaléncia entre campos C* (cheque).
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Mais comentarios. Seja h uma conjugacao entre X; e X5. Vale o que segue.

e h preserva pontos singulares.

e h preserva drbitas periddicas e respectivos periodos.

Defini¢coes. Consideremos o campo X : € - R” e os campos X; : € - R e
Xy : Qs » R”, com € e Qy abertos em R”, os trés de classe C*. Sejam ®; o
fluxo de X7 e ®, o fluxo de X5. Sejam z a variavel em {2, e y a variavel em €2,.

Consideremos h : ) — € diferencidvel e Dh(x) o diferencial de h no ponto z.

o Dizemos que X5 é h-relacionado a X (pela fungao diferenciavel h) se ocorre

Dh(z)[X1(z)] = Xg(h(x)), para todo x € ).

Escrevemos entao

h
X5 ~ X4 |ou, brevemente, | Xy ~ Xj.

o Suponhamos que h é um difeomorfismo de classe C¥*!. O push-forward do

campo X : €, - R” por h é o campo de classe C*

h*(X) : Qg — R”
dado por
h«(X)(y) = Dh(z)X (z) onde x = h=1(y).

. | .
—

Figura 10: A troca de variavel h: {2y — €.

o Dizemos que a fungao diferencidvel h preserva curvas integrais se
(t,z) e Dy = h(P1(t,z)) = Pa(t,h(z)).

[listo é, h leva curvas integrais de X; em curvas integrais de X5.]
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Proposicao (Campos relacionados e push-forward). Mantenhamos as

notagoes acima. Vale a implicacgao:

h:Qy - Qy um difeomorfismo Ck+1
— Xo=h,X;.

X, % X,
Prova. Trivial (cheque) #

Proposicao (Campos relacionados e preservagao das curvas integrais).

Mantidas as demais notacoes acima, seja h : () — Q) diferenciavel. Entao, temos
h . .
Xo~ X, <= h preserva curvas integrais.

[Logo, se X b X; e h é homeomorfismo, X; é topologicamente conjugado a X3.]
Prova.
(=) Dado z € £y, seja ¢ dada por

t — h(®(t,2)).

Entao, ¢ é derivavel e sua derivada é
¢'(t) = Dh(®:(t,2)) X1 (D1 (¢, z))

Xzin X2[h(q)1(ta JJ))]

= Xz(@(t))-
Isto mostra que @ é curva integral de X,. E claro que ¢(0) = h(z). Segue
entao Jp(x) c Jg(h(:):)). Segue também (cheque)

o(t) = <I>2(t, h(m)) para todo t € Jy(x).
(<) Seja h: €y — €y diferencidvel satisfazendo
h(®1(t,x)) = ®o(t, h(z)) para todo par (t,z) € Ji(z) x Q.
Diferenciando e em seguida avaliando em ¢t = 0, encontramos

Dh(2) X, (z) = Xo(h(z)) #
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Proposigao (Caracterizagao das C*-conjugagoes). Sejam
X1:->R" e X9:0y>R"
dois campos de classe C*, onde k > 1 e com Q e Qy abertos de R™. Consideremos
um difeomorfismo h: Q; — €y de classe C*+!. Entao,
h é uma C*-conjugacdo entre X; e Xo <= h.X; = Xo.
Prova.

(=) E claro que o campo X é topologicamente conjugado a Xs. Logo, h preserva
curvas integrais. A proposicao campos relacionados e preservacao de curvas
integrais nos assegura

h
Xo ~ X7.
A seguir, a proposicao campos relacionados e push-forward nos garante

X2 = h*Xl.

(<) A proposigao campos relacionados e push-forward nos garante
Xy % Xy,
A proposicao campos relacionados e preservacao de curvas integrais nos
assegura que h preserva curvas integrais. Logo, o difeomorfismo h € C**1 ¢
uma conjugacao topolégica. Donde h é uma C*-conjugacao entre X; e X,
Exemplo (campos conjugados). Consideremos a funcao
h: R2 — R2?
(z,y) — (u,v)= (x,y+%),
e os campos planares
X(z,y)=(z,~y) e Y(uv)=(uu’-0).

Claramente h € C* e (cheque)

Verifiquemos que h satisfaz
h.,X =Y.

Esbocemos também os retratos de fase de X e de Y.

29



Verificagoes. Com (z,y) = h™*(u,v) = (u,v - “TS), valem os computos

u3

X ) = D 0= ) [ (0= )

()

=Y (u,v).

Para esbogar o retrato de fase de Y basta desenhar o de X e entao aplicar h.

Seguem o retrato de fase de X e as principais érbitas orientadas de Y.

v
[l |
IJ-' | ! | 4
| vk
I b} ,
')X /{ ,ff VA Y -
" j’ b '.&‘- —_—
) it /;f Y \\ s L")
i \‘w..___
— = = ’,'_'— X
- ﬁ\.. o < — :
- L - - |
=1
- ae b E
o LY Y / P A
\‘. \l\ A i f '/# i
\ , i/ i /
] |

Figura 11: Retrato de fase de X e, a direita, érbitas principais orientadas de Y.

Para esbocar o retrato de fase de Y, notemos que o difeomorfismo h envia o
eixo y no eixo v. Ainda, h envia o eixo x na cubica

v —,

4

Vide as orientacoes na figura acima.
Notemos que X é uma “sela”. Logo, Y também.
A tnica singularidade de X é a origem. A tnica sigularidade de Y é a origem.

Complete entao o retrato de fase de Y (u,v) = (u,u3 —v)#
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5.5 - PONTOS SINGULARES HIPERBOLICOS
Defini¢ées. Consideremos um campo X : Q - R”, de classe C* com  aberto
em R" e k>1, e pum ponto singular de X.

o O ponto p é hiperbdlico se todo autovalor de DX (p) tem parte real nao nula
(isto é, o autovalor ndo é imaginério puro).
o Se p é hiperbdlico, o campo DX (p) : R* - R” é o linearizado de X em p.

Dada F : R® - R™ suficientemente derivavel, o seu diferencial é denotado
DF :R" - M5, (R) = R™. Também escrevemos DF : R* - L(R® R™), com
L(R™,R™) o espago das transformagdes lineares 7' : R* - R™.

O diferencial de DF : R - Rmn é denotado D2F : R® — Rm* = [(Rn, R™n),

Lema (Pontos singulares, conjugacao e semelhanga dos diferenciais).
Sejam X e Y campos de classe C? e uma C?-conjugac¢ao h entre X e Y numa

vizinhanga de uma singularidade p de X. Entao q = h(p) é singularidade de Y e
DY (q) = Dh(p) DX (p)[Dh(p)] ™.

Ainda, DX (p) e DY (q) tem mesmos autovalores com mesmas multiplicidades.

Prova.

Numa vizinhanga de p, podemos supor Y = h, X. Escrevamos y = h(x) com

z a varidvel independente e y a varidvel dependente. Por hipétese temos
Y(y) = Dh(x)X (x) = DR(h™ (1) X (™' (3)).
Diferenciando obtemos
DY (y) = D*h(h™' (y))Dh™' (y) X (™" (y))+Dh(h™' (y)) DX (b7 (y) ) DR~ (y).
Logo,
DY (q) = D*h(p)[Dh(p)]™' X (p) + Dh(p) DX (p)[ Dh(p)]™".

Gragcas a hipdtese X (p) = 0 encontramos DY (¢q) = Dh(p) DX (p)[Dh(p)]~'

Definigao. O indice de estabilidade de um ponto (singular) hiperbdlico p de um
campo X é o numero de autovalores com parte real estritamente negativa.
Pelo lema imediatamente acima, o indice de estabilidade é invariante por C?-

conjugacoes em torno de uma singularidade hiperbdlica.
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Seja p um ponto hiperbdlico de X. O teorema enunciado a seguir, sem de-
monstracao, estabelece que o retrato de fase do linearizado DX (p) determina (a

menos de conjugagao) o retrato de fase de X numa vizinhanga do ponto p.

Teorema de Linearizagao (Hartman-Grobman). Sejam X : Q - R” um
campo de classe C', com Q um aberto em R®, e um ponto singular hiperbdlico p.

Entao, existem uma vizinhanca V de p e uma vizinhanca W de 0 em R" tais que

X| é topologicamente conjugado a DX(p)|
v w

Prova. Vide [3, pp. 281-295] #
Exemplo (ao teorema de Hartman-Grobman). Consideremos o campo

Y: R?2 — R2

) ()

Claramente, a origem (0,0) é ponto singular. Temos

Dy<x,y)=(3; _j) : DY(O,()):(; ! )

Os autovalores da matriz DY (0,0) sdo 1 e —=1. Logo, 0 = (0,0) é ponto singular
hiperbdlico.
Portanto, pelo teorema de linearizagao (Hartman-Grobman), o campo Y é

topologicamente conjugado em uma vizinhanca da origem ao linearizado

R (R E
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5.6 - LINEARIZACOES

Seja um campo F' : R? - R? de classe C?e o sistema autonomo nao linear
2’ = F(x), para z:R? - R?.
Suponhamos que (0,0) é uma singularidade isolada do campo F' e que A =

DF(0,0) € M5(R) tem determinante nao nulo. Em muitos casos (mas nao todos)

podemos classificar a singularidade de F' na origem segundo a de
x' = Ax

na origem. O tipo de singularidade de F' coincide com o de A em todos os casos
na tabela abaixo, com excecao dos casos 4, 7 e 8. A prova desta correlagao se
encontra em Coddington e N. Levison Theory of Ordinary Differential Equations,
McGraw-Hill Book Company, New York (1955).

Seja A o discriminante do polindémio caracteristico pa(A).

Autovalores Tipo de singularidade
1. | AA2 <0 (sinais contrarios) sela
2. | M} <0eXy<0 (estritamente negativos) no estavel
3. | A1 >0 e Ay >0 (estritamente positivos) no instavel
4.1 A=Ay =if com 6 # 0 (imagindrios puros) centro
5.l M =X=azif coma<0efh+0 espiral estavel
6. | \My=Xo=a=xif coma>0ef+0 espiral instavel
7.l A=0 e\ =X <0 (raiz dupla, menor que zero) né estdvel
8. | A=0 e A =)\ >0 (raiz dupla, maior que zero) né instavel
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Comentarios.

e As classificacoes dependem das raizes do polinémio caracteristico p4 da

matriz A = DF'(0). Estas por sua vez dependem do discriminante A de pa.

e As classificagoes (vide tabela) dependentes de desigualdades estritas se

mantém.

e Se a origem é um centro [logo, A <0 e Re(A;) = Re()\;) = 0] para o sistema

' = Az,

entao a origem pode ser um centro ou um ponto espiral para o sistema

autonomo

e Se a origem ¢ um ponto nodal (estével ou instével) com
A=0 e )\1 = )\2

para o sistema linear z’ = Ax, entao a origem pode ser um né ou um ponto

espiral para o sistema autoénomo

De uma forma pouco rigorosa e tendo em vista os teoremas de continui-
dade e diferenciabilidade das solugoes em relacao aos parametros e a dependéncia
continua das raizes de um polinomio em relagdo a seus coeficientes, é bastante

razoavel suspeitar que as correlacoes apontadas acima sejam verdadeiras.

Entretanto, a demonstragao de que tais correspondéncias valem requer um

bom niumero de verificacoes.
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5.7 - TEOREMA DE POINCARE-BENDIXON

Definigoes (Conjuntos a-limite e w-limite de uma érbita). Consideremos
um campo X : Q - R” de classe C*, com k > 1, um ponto p € Q e o intervalo

maximal J(p) = (w_ (p),ws (p)) Adotamos as notacoes abaixo.

o Se w,(p) = +00, 0 conjunto w-limite é

w(p) = {q €(): existe ¢, - +oo tal que ®(t,,p) - CI}-

o Se w_(p) = —o0, 0 conjunto a-limite é

a(p) = {q €Q: existe ¢, - —oo tal que ®(t,,p) - Q}~

Exemplo. Seja X :R? > R? dado por X(x,y) = (z,-y). O retrato de fase é

Figura 12: Retrato de fase de X (z,y) = (z,-y).

Valem as seguintes afirmacoes.

e Se p=(0,y), com y # 0, entao w(p) = {(0,0)} e a(p) = .
e Se p=(x,0), com z # 0, entdo w(p) =@ e a(p) = {(0,0)}.
e Se p=(0,0), entao w(p) = {(0,0)} e a(p) = {(0,0)}.

e Para qualquer outro ponto p, temos w(p) =@ e a(p) = @.
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Exemplo. Considerando o sistema nao linear

{ ‘fl—fz—y+x(1—x2—y2)

Bopry(l-a? ),

(a) resolvamos o sistema.
(b) esbocemos as érbitas e
(¢) identifiquemos os conjuntos w-limite e a-limite.
Solucao.
(a) Com r # 0, utilizemos as coordenadas polares
x =1cosb
{ y =rsinf.
Substituindo no sistema de edo’s dado encontramos

r'cosf —rf'sinf = —rsin + rcos (1 —r?)
r'sind +rf cosf = rcos@ +rsinf(1 -r?).

Convenientemente multiplicando tais equagoes por cosf e sinf e entao so-

mando e subtraindo encontramos

{ r'=r(l-r?)=r-r3

re =r.

Donde segue, para a segunda equacao do sistema acima,
0'=1 e 6(t) =t+0, para algum 6, € R.

A primeira equagao no sistema acima é de Bernoulli. Escrevendo

r 1 1
3 2t1=0 e u=—,
T T T

encontramos
14

—%—u+1=0 centdo w +2u—-2=0.

Donde segue
_ ’
u'e? + 2ue? - 2e? =0 e entao (ue%) =2e2.
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Integrando esta ultima achamos

ue =e* +¢; eentdo u(t)=1+cre .

Logo,

r(t) = e

Portanto a solucao geral é (x(t),y(t)) = (0,0) para todo ¢, ou

(x(t),y(t)) = \/ﬁ(ms(t +90),sin(t+90)), com fpeR e ceR.

(b) Imponhamos a condicao inicial y = 0.

Se ¢ =0, temos a circunferéncia (z,y) = (cos t,sint) anti-horaria. Se ¢ >0

entao temos 7(t) > 1 para todo t. Se ¢ >0 entao temos r(t) < 1 para todo t.

Figura 13: Orbitas correspondentes a ¢ <0, c=0e c>0.

(c) No problema considerado temos os seguintes casos.

o Caso ¢ > 1. O conjunto w-limite é S* = {(z,y) e R? : 22 + y? = 1}.
o Caso ¢ =1. Os conjuntos w-limite e a-limite coincidem com S*.

o Ocasoc< 1. O conjunto w-limite é St. O conjunto a-limite é {(0,0)} #
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Exemplo. Seja X : Q - R” um campo vetorial de classe C*, com k>1,epe .

Valem as seguintes afirmagoes.
(a) Se 7, ¢ periddica, com periodo T', entao a(p) =w(p) = ;.
(b) Se g ey, entdo w(q) =w(p) e a(q) = a(p).

Verificacao.

(a) A imagem 7 = 7,([0,7]) é compacta. Donde segue a(p) uw(p) c v;.

Inversamente, se q = 7,(7) €7, entao

n—+oo

V(T £nT) =q ——q.

Logo, 7, cw(p) na(p).

(b) Suponhamos ¢ = ~,(7). Sejam r € w(q) e t, - +oo tal que ®(t,,q) - .
Entao segue r = lim ®(t,,, ®(7,p)) = im ®(¢,,+7,p). Isto mostra w(q) c w(p).

Por outro lado, sabemos que p € 7} e entao por simetria segue w(p) c w(q).

A prova para o conjunto a-limite é andloga (cheque)#

Comentario. Mantenhamos as notagoes acima. Seja 7, a curva integral do

campo X : QQ - R”, de classe C* com k > 1. Entao,
Fp(t) = (-t)
é curva integral do campo —X. Se w,(p, X) = +o0, entao w_(p,-X) = -0 €
w(p, X) = a(p,-X).
[Assim, basta enunciar e provar propriedades para conjuntos w-limites.|

Notagao. Seja v um érbita do campo X : Q — R™ de classe C*, onde k > 1 e
com ) aberto em R™. Vimos acima a propriedade w(p) = w(q) se pey* e q € v*.

Escrevemos entao, brevemente,

w(7y) para w(p), onde p é um ponto qualquer em ~*.
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Teorema (Proriedades do conjunto w-limite). Sejam X : Q - R™ um campo

de classe C*, onde k > 1, com  aberto em R". Seja

v (p) = {fyp(t) t>0ete J(p)}

a semidrbita positiva do campo X pelo ponto p € Q. Suponha vy*(p) c K, com K

compacto em ). Entao, valem as seguintes propriedades.

(a)
(b)
(c)
(d)

w(p) + @.
w(p) é compacto.
w(p) é invariante por X [isto é, se q € w(p) entao 7} c w(p)/.

w(p) é conexo.

Prova.

(a)

()

O teorema solugao maximal garante (t,7,(t)) - O(R x Q) se t - w.(p).

Como 7, (t) € K para todo t > 0, com K compacto em €, temos w, (p) = +oo.

Temos entdao ®(n,p) € K para todo n € N. Portanto, existe uma sub-

sequéncia ®(n;,p) - ¢ € K. Donde concluimos ¢ € w(p).

Como w(p) c K, basta mostrar que w(p) é fechado. Consideremos uma

sequéncia (¢,) c w(p) tal que g, - q. E claro que g € Q2. Seja a bola aberta
1
B:B(q,N)cQ, com N e N.

Existe n > N tal que ¢, € B. Temos g,, = lim~,(¢,,,) para alguma sequéncia

m—>+o0o

tnm —> +00. Logo, existe Ty > N satisfazendo v,(7x) € B. Portanto

Yo(TN) Novee, g com Ty — +00.
Logo, q € w(p).
Sejam g e w(p) e r = ®-(q) €7;. Existe t, > +oo com ®y, (p) - ¢. Seguem
r=®,(q) = lim ®,0®; (p) = lim P, (p) e rew(p).

n—oo n—>+o0o
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(d) Suponhamos w(p) nao conexo.

o Cisdo. Notacao: o simbolo v indica uma uniao de conjuntos disjuntos.

Existe uma cisao

w(p)=AuB,

com A e B nao vazios, disjuntos e ambos abertos e fechados em w(p). Entao,

como w(p) é compacto, concluimos que A e B sdo compactos (cheque).
Segue 2d = dist(A, B) =inf{|x —y|: x € A e y e B} >0. Cheque.

Escrevamos v =,. Fixemos a € A e be B. Existem

Sy —> +00 _ v(s,) = a
tals que
t, — +00 v(t,) = b.

Seja (7,) dada por 7o, = S9,, € Tops1 = tons1. LOgO,
Y(7on) > a e Y(T2ns1) = b.
o Distancia. E trivial constatar a continuidade da funcéo (cheque)
D(t) =dist(~(t), A).
Pode-se supor (cheque)
D(1o,) <d e D(79p41) > d.
Dados 7, e 7,41, 0 TVI (valor intermediario) garante o, entre 7, e 7,41 com
D(oy,) =dist(v(0,),A) =d.
Logo, todo v(0,,) estd no compacto A+D(0,d) = {z+y:x e Aeye D(0,d)},
onde D(0,d) = {y e R": |y| < d}. Cheque a compacidade.
Donde existe uma subsequéncia satisfazendo

Y(on;) — ce A+ D(0,d).

Gratos a convergéncia o,; — oo, vemos que ¢ € w(p). Por continuidade
temos

dist(c, A) =1lim D(o,,) = d.

Donde segue
ce Be dist(B,A) <2d{

A prova do teorema esta completa®
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Corolario. Mantenhamos as hipdteses acima. Se q € w(p), entao
J(q) =R.
Prova. Escrevamos J(q) = (w_,w,).

Entao, a afirmagao segue de (cheque)

t-ows(q)
—_—

7y cw(p), com w(p) compacto em €, e de (t,7,(t)) IR x Q)

Teorema (Poincaré-Bendixon). Consideremos um aberto €2 ¢ R?, um campo
planar X : Q0 - R? de classe C* com k > 1 e um ponto p € Q). Suponhamos que

existe um compacto K c () tal que
7y € K [logo, wi(p) = +oo]

e que X tem no mdximo um numero finito de singularidades em w(p). Seguem

entao as alternativas abaixo.

(a) Se w(p) contém somente pontos regulares, entao

w(p) é uma drbita periddica.

(b) Se w(p) nao contém pontos regulares, entao

w(p) é um (iinico) ponto singular.

(c) Se w(p) contém pontos regulares e pontos singulares, entao
w(p) é um conjunto de drbitas.

Cada uma dessas orbitas tende a algum ponto singular em w(p) se t - +oo.
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5.8 - ESTABILIDADE (LIAPUNOYV)
Definigao (Estabilidade, no sentido de Liapunov). Sejam X : Q - R”»
continuo e localmente de Lipschitz e um ponto de equilibrio (ou singular) p € €.

o p é estavel se para todo vizinhanca O de p, existe uma vizinhanca O; c O

do ponto p tal que para todo ponto x € O; temos

wy(z) =+00 e i cO.

o p é assintoticamente estavel se p é estdvel e pudermos escolher O; (na de-

finigdo acima) satisfazendo

t—+o00

para todo x € Oy temos 7, (t) —— p.

o p é instavel se nao é estavel.

Definigao (Fungao de Liapunov). Sejam X : Q — R” continuo e localmente
de Lipschitz e um ponto de equilibrio (ou singular) p € 2. Dada uma vizinhanga

O c ) de p, dizemos que
V:O-R

é uma fungdo de Liapunov para p se as seguintes condicoes estao satisfeitas.
(a) V(p)=0eV >0em O~ {p}.
(b) V' é continua, diferencidvel em O \ {p} e a fungao

Vi ON{p} — R
x — VV(z) X (x)

satisfaz V <0 em todo ponto de O \ {p}.

Definigao. Se em (b), na definigdo de fungao de Liapunov, vale a desigualdade

estrita “<”, entao V é dita uma funcdo de Liapunov estrita.
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Teorema (Critério de Liapunov). Com as notagoes acima, vale o que segue.

(a) Se existir uma fun¢ao de Liapunov para p, entao p é estavel.

(b) Se existir uma fungao de Liapunov estrita para p, entao p € assintoticamente

estavel.

Prova. Em preparacao.

Exemplo. Sejam V : Q c R® - R de classe C? e o campo
X =-vVV.

Seja p um ponto singular isolado de X. Se p é um ponto de minimo local (logo,

estrito) de V', ent@o p é assintoticamente estavel.
Verificacao.
Seja O c ) uma vizinhanca aberta de p satisfazendo

V(p) <V (x) para todo z € O~ {p}.

Entao, a fungao
v: O — R
z — V(z)-V(p)
¢ uma funcao de Liapunov estrita para p. De fato, 1 é de classe C?, estri-

tamente positiva em O \ {p} e para todo ponto x € O \ {p} encontramos
Di(x) - X(x) = —(VV(x), VV(z))
=-|VV(z)]P <0
Exemplo (melhorando o exemplo acima). Sejam V :Q c R* - R de classe

C? e 0 campo
X =-VV.

Seja p um ponto critico de X. Vale o que segue.

Se p é um ponto de minimo local estrito de V', entao p é estéavel.

Se p é ponto de minimo local estrito de V' e um ponto critico isolado, entao

p é assintoticamente estavel.

Verificagao. A mesma que a dada acima#
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5.9 - CAMPOS HAMILTONIANOS

Definigao. O campo X : Q@ — R??, com 2 aberto em R??, é hamiltoniano se

existe uma fungao H € C?(2,R) tal que

J: RoxR* — R2xR”

X =-JoVH, onde
(xvy) — (_yvx)‘

Notagoes. Escrevemos

i (2 0)_(on _ont oit i
\oz’ 9y ) \ox ' 0z, oy Oynl’

Escrevemos também V = D e entao

VH =DH = (D,H,D,H).

Com a notagao acima temos
X=-J(D,H,D,H)=(D,H,-D,H).
Comentarios. Mantenhamos a notacao acima.

(1) A fungao H : Q2 —» R é uma integral primeira do campo X. Isto é, H é

constante ao longo das trajetérias de X.

(2) Se zp € © é um ponto de minimo local estrito de H, entdo zy é ponto de

equilibio estavel de X.
Verificagoes.

(1) Seja z €€ ey =1, a curva integral para X com 7(0) = z. Entao temos

LIH oy (1)] = (DH((1)).7'(1))

dt
= (DH(v(1)), X (7(1)))
= D,HD,H ~ D,HD,H
- 0.

(2) Basta ver que H — H(zp) é uma fungao de Liapunov em z,#
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