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1. Existéncia de Solucao Particular Polinomial (caso v = 0).
Lema 1 [Input-output (entrada-saida) Polinomial]. Sejam a,,..., a1, a9
niimeros nao todos nulos e

R(t) = bot™ + - - - + byt + by
um polinomio de grau menor ou igual a n. Consideremos a edo na variavel real t
™ + a2 4o b ayr Fagr = R(t) = but™ + -+ byt + by.
(a) Se ay # 0, entao existe uma solugao polinomial (), com grau(Q)) = grau(R).

(b) Seja k = max{l : ag = 0,...,a; = 0}. Entao, a edo tem uma solugao

polinomial da forma Q = t**1R;, com grau(R;) = grau(R).
Prova.

(a) Resolvamos o par de equagoes

(1 1) Q(t> = C’ntn + Cn—ltn_l + -t 02t2 —+ Clt + Co,
' 4@ + a1Q' + as Q" + - - + an(j) + 40,1 QY 4+ a,Q" = R,

identificando o coeficiente de t"~¢ nas parcelas an(j), onde 0 < 5 <14
[notemos que nas demais parcelas tal coeficiente é zero]. Fixada uma tal

parcela a;QU), um fator do coeficiente de t"~* surge do trivial computo
d’ " o o . ;
Cn—i—i—j%{tn_l—w} =cCpirjin—i+j)n—i+j—1)---(n—i+1)t""
O coeficiente de t"~* na parcela a;Q) é entdo

(n =i+ i)

(n—4)!

O coeficiente do mondémio "~ no sistema (1.1) satisfaz, ordenando a soma

AjCn—itj

abaixo em ordem decrescente em 7, desde 7 =17 até j =0,

aicn(n%!i)! R P [ (?;j)j')' + -+ apCr—i = by,
(1.2)
para cada 0 < i <n.
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Pelas expressoes (1.2) acima obtemos a equagao matricial abaixo, que é

trivialmente resoliivel (pois a matriz que surge é triangular inferior),

ag 0 0 0 Cn
ain Ao 0 0 Crn—1
n! (n—l)!
Q2o Mgy o 0 0 Cn—2
n! n—1)! n—i+j)!
@i Gyt ai—lﬁ . ay ( (n_i)J,) aop 0 0 0 Cn—i
Qg 0 Ca
Qg C1
&nTﬂ a22! a; Qo Co

bn—i

by
b
bo

(b) Neste caso, a equagao é
anz™ + - 4 ak+1x(k+1) =R.
Seja y = 2+ Por (a), a equacdo
apy" Y 4 p gy =R, comk+1<n,

tém solucao y(t) = Q(t), com grau(Q)) = grau(R).

Entao, integrando k 4+ 1 vezes a fungao y = y(t) e escolhendo em cada
integracao o nimero 0 para termo independente, obtemos a solucao desejada

(vide segao 4 - Exemplos)ds



2. A férmula para P(D){Q(t)e"*}, onde D = £,

Consideremos os operadores diferenciais lineares

D—i e Dj—d—j ara todo 7 € N
T ~ap P J ==

Sejam @y, . . ., a;, ag numeros fixados. Dada uma fungao x = z(t) suficientemente

derivavel, consideremos a expressao

ap2™ +a, 12D + .+ a2’ + agr.
Consideremos também o operador diferencial linear com coeficientes constantes
P(D) = a,D"+ ap_ D" ' +---+a;D+apl, com I = D° o operador identidade.

Notemos que P(D)x = apx™ + ap,_ 12D + -+ + a2’ + ap.

A seguir, consideremos a equacao homogénea
ant™ + a2V 4’ + agr = 0.
E razodvel procurar uma solucao de tal equagao homogénea na forma
z(t) = eM, para alguma constante \.
Observemos que
DleM = XeM e Di[eM] = M,
Segue entao
P(D)[eM =0 <= (an\" + an i A\ 4 Faid +Fag)e =0
= A\ N A+ = 0.
Isto aponta uma relacao entre solugoes da equacao diferencial homogénea
P(D)z = apz'™ + ap_12"V + - 4 a2’ + agr =0
e raizes da equagao polinomial
A"+ @ A" A Fap = 0.

Definicao. Mantenhamos a notagao acima. O polindémio caracteristico asso-

ciado ao operador P(D) = a,D" + -+ a1 D + aol é

PA) = @\ + ap AN ag A+ ap.

Dizemos também que p = p(A) é o polindémio caracteristico associado a equagao

'™ + -+ a7’ + agr = 0.
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Lema 2 (Regra de Leibnitz para derivadas). Consideremos duas fungoes,

f e g, ambas em C*(R). Entao,

Prova.
Para n =1 temos (fg)' = f'g+ fg’. Supondo a férmula para n, temos

i1y _ 4 - <n) (3) ,(n—3)
(Fo)"* _dtlz i)V

=0

— {( .)f(J-i‘l)g("_J) + ( .)f(J)g(n+1—J):|
=0 J J

(k ) FO0 gl 1=y 1) g § (k) FO0) gt 1=k g o(n1)
k=1 k=1

-1

n+1 " /n+1 n+1
_ (n+1) (k) ,(n+1—k) (n+1)
( )fg +Z( k )f g +(n+1)f g

0 k=1

n+1

=y (Z) FB) glrt1-k) g
k=0

Derivada de um polinémio. Dado um polinémio

p(t) = apt™ + -+ art +ag = Zaktk,
k=0

é trivial ver que




O resultado a seguir é o principal deste texto.

Teorema 3 (Férmula Basica). Consideremos o operador diferencial com coe-

ficientes constantes e reais
P(D) =a,D" 4 ap_1D" ' + -+ ayD? + ay D + apl
e seu polinémio caracteristico (com coeficientes reais)
P(A) = ap A"+ ap AT a ) - ag.

Seja @ = Q(t) uma func¢ao de classe C*(R). Seja v um nimero arbitrario fixado.

Entao, vale a formula

(n) 1"
P(D){ Qe } = |2 np)Q(") +---+%Q”+p’(v)@+p(v)@ e,

Prova.

Pela regra de Leibnitz segue

[ay (e

202 ()= [Z. i g)ﬂ“] T

Logo,
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3. A Férmula para uma Solugao Particular (v arbitrario).

Seja R(t) um polindomio com coeficientes reais, na variavel real t. Seja v € C.

Seja P(D) um operador diferencial como no Teorema 3.

Teorema 4 (Férmula para Solugao Particular). A equacao diferencial
(4.1) P(D)x = R(t)e™,
admite uma solucao particular da forma

Q(t)e",

com Q)(t) um polinémio satisfazendo a edo

(n) 1"
(4.2 PO g 4 PG y0)@ 4 @ = B

(a) Se~ é um niimero real, podemos supor () = Q(t) um polinémio real e entao,

T, = 2,(t) = Q(t)e"" é uma funcao real.

(b) Se v nao é real, entao Q(t) tém coeficientes complexos e
5(0) = Qe
é uma solugao complexa da edo (4.1) . Escrevendo v = a + i, as fungoes
zp=Re{z} e yp=1Im{z}
satisfazem

P(D)x, = R(t)e* cos Bt e P(D)y, = R(t)e* sin 3t .

(c) Se p(y) # 0, entao temos grau(Q)) = grau(R).
(d) Se ~y é raiz de multiplicidade k do polinémio caracteristico, podemos supor

Q(t) = t*Ry(t), comgrau(R,) = grau(R).



Prova.

Notemos que
()
n!
Pelo Lema 2 uma solugao particular x,(t) = Q(t)e satisfaz

=1

(n) .
P){Qwet) = [F g0 4 Plgr iy 1 s | e
= R(t)e,

donde segue a equagao (4.2).

Pelo Lema 1 segue que existe um polindémio @Q(t) resolvendo a equacao (4.2).
Provamos as afirmacoes iniciais.
A seguir, provemos (a), (b), (c) e (d).

(a) Como R(t) é um polinomio real e 7 é real, pelo Lema 1 segue trivialmente

que podemos supor Q(t) um polinémio com coeficientes reais.

(b) Como v é complexo, pelo Lema 1 segue que Q(t) tem coeficientes complexos.

Escrevendo
2(t) = Q(t)e™ =, (t) + iy,(t), com z,(t) ER e y,(t) €R,
obtemos
P(D)z, = P(D)x, +iP(D)y, = R(t)e™ cos 8t + iR(t)e*" sin St.
Donde concluimos (b).
(c) E 6bvio, devido & equacao (4.2), que se p(y) # 0 entdo
grau(Q)) = grau(R).

(d) Se 7y é raiz de multiplicidade k& do polinomio caracteristico, entao a edo

(n) (k)
p ngv) p 2!(7) O® = R(p),

tem, devido ao Lema 1, uma solucdo polinomial y(t) = Q™ (t), satisfa-

Q(") + e+

zendo grau(y) = grau(R). Integrando o polinomio y = y(t) k-vezes, e es-
colhendo termos independentes nulos a cada passo da integracao, obtemos

uma solugao particular na forma desejadade
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4. Exemplos

(E1) Resolva a edo

2" — 52" + 32 + 9z = t?e*.
Solugao.
O polinomio caracteristico é p(A) = A* —5A2 + 33X +9 = (A — 3)*(A + 1).
A solugao geral da edo homogénea associada é
xp = 183 + cote® + cse”t, c1,co,c5 €ER.

[A férmula 4.2 implica muito trivialmente que P(D)[te®] = 0. Cheque!]

Pelo Teorema 4 segue que existe uma solugao particular x, = Q(t)e3, com
Q(t) um polinémio real, da edo (E1), tal que

p"(3) o P'(3) (3)
3 ¢ T 1

p(3)

(E1.1) oY Q+5re="1

Mas, p’ = 3X2 — 10\ + 3, p” = 6A — 10 e p"” = 6. Donde (E1.1) reduz-se a
Q/// + 4@// — t3,
com solucao polinomial Q" = % +at? 4 bt +c. Donde, Q" = %tz +2at+be

ﬁ:=4Q”+¢y”:t3+-(4a+—z)ﬂ +-<4b+2a>t+—(4c+b)

Logo,
3 3 o 3
aqa = —- = — cC = —
16’ 32 128 7
3 3 3 3
" - —t2 ¢ - =
@ 4 16 + 32 128

e escolhemos as primitivas com termo independente nulo

g B e 3
16 16 64 128’

o_ ot e
80 64 64 256

A solugao geral é,

T, = 01637t + cztegt + 03e_t + (i - ﬁ + ﬁ — 3—t2)63t, cirs € Réo
g 80 64 64 256



(E2) Resolva a edo

2" — 22" + 2 = %€’ cos t.
Solucao. Notemos que t2e! cos t = Re(th(l“)t )

O polinoémio caracteristico é p(A) = A2 — 2\ + 2 = (A — 1)? + 1, com raizes

A =1+14. Assim, a solugao geral da equagao homogénea associada é
xp(t) = cre'cost + cpe’sint, c¢p,c € R
Se z,(t) é solucdo particular complexa de
2 =22 422 = 20 = #2e!(cost +isint),

entdo z,(t) = Re(z,(t)) é solugdo particular real de (E2). J& vimos que

existe uma tal z,(¢) na forma
(1) 2,(t) = Q(1)e"™"  com Q(t) um polinémio satisfazendo
Q"+ (1+1)Q +p(1+i)Q = *.
Temos p(1+1i) =0, p'(A) =2XA —2=2(A—1) e p/(1 + i) = 2i. Obtemos
Q" + 2iQ" = t%.

1

Logo, @' é um polinémio de grau dois cujo coeficiente do monoémio ¢ é %"

t? t
Q’:2—z,—|—at+b:>Q”:;+a:—it+a e

2 =2iQ + Q" =>4 (2ai — i)t + (2bi +a) .

Logo, a = % eb= —i = ﬁ. Donde,
2t it Bt
= — -+ = — =+ - lh )= ——+ —+ —.
Q 2i+2+4 2—|—2+4 e escolhemos Q(t) 6+4 1
Substituindo Q(t) na equacao (1) obtemos,
(t) [ PR t'] t( t+isi t)
()= | — =i — —i|e'| cost+isin
P 6 4 4
© 2 3
t° cost t’sint tsint
nt) = Re((1) =¢' | =5 + —— — =]
Resposta.
t?cost  t3sint  tsint
:L’g(t):cletcost+026tsint+et[ C:S + Sén — Siln }, c1,0 € R

10
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(E3) Resolvamos a edo
2" + 22" + 22 = e*sinBt,a, f € R.
Solucgao.
O polinomio caracteristico é
p(A) = A2 +20+2=(A+1)*+1, com raizes A = —1 % .
A solugao geral da edo homogénea associada é
xp = cre tcost + cee tsint, ¢y, co €R.

Se 8 =0 a edo é homogénea, cuja solucao geral ja foi dada.
Se 3 # 0, como temos e sin Bt = Im{ e(®+)t1 ¢ o problema é em R, a
parte imaginaria de uma solucao da edo complexa

2" 422 4+ 22 =€, com v = a4+ if,

é solucao da edo dada.

Para obtermos uma solugao z,(t) = Q(t)e” da edo complexa, notemos que

pelo Teorema 4 o polinomio Q(t) satisfaz

(E3.1) %Q’#])S)Q’ﬁgb = Q"+P(MQ +p(1Q = L.

Separemos a analise em trés casos.

(1) Caso v # —1 £ (7 ndo é raiz caracteristica).

Entao,
1
Q(t) = —— resolve (F3.1
© p(v) (53.1)
a0 passo que
Zp = () 26’” resolve a edo complexa

Ip(7)]
e que

1

r, = ——Im{ p(7)e" } resolve a edo dada.
P et

A solucao geral é

1
Ty = cretcost 4+ ceTlsint + ———=Im{p(F)e"}, 1, €R .

(7]
11



(2) Casoy=—1+1.

Escrevemos a equagao (E3.1) como

Q" +2iQ =1,
com solugao
, 1 t
Q = 2; © Q=—=1
Donde segue,
t - t
2, = Q)" = —=etie™ e xy(t) =Im{z,(t)} = —=e ' cost.
P 2 p P 2

A solugao geral z, é dada por
Ty = cre tcost + coelsint — %e_t cost, com cy,co € R .
(3) Caso vy = —1—1i. A solugao é
T, = cre tcost + coe 'sent + %e_t cost,ci,co €ER &

(E4) Resolva a equagao
i —4r = (1+t+1%)e* .

Solucgao.

O polinémio caracteristico é p(\) = A\? — 4, com rafzes A = £2. A solucio
geral da edo homogénea associada é

2t

x, = cre” 2+ cge , com ci,cy € R.

Para uma solugao particular z, = Q(t)e*, com @ um polinoémio, resolvemos
Q"+7(2Q +p(2)Q =1+t +1"
Isto é, pois p(2) =0 e p'(2) =4,
Q" +4Q =1+t +

Substituindo R = @’ temos R'+4R = 1+t-+t? com solucao R = At*+Bt+C,
donde segue R+ 4R = (2At + B) + 4(At?> + Bt + C) = 1+t +t? e portanto

A= i, B = é e(C = 3—72 Logo, escolhendo

B3 Tt
Q—/R@ﬁ—ﬁ+ﬁ+§,

a solugao geral da equacao dada é
A S

I o, (U7 U7 T
z4(t) = cre™ + cpe +<12+16+32>&

12
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(E5) Resolva a equagao
i+ 4w =t?sin 2t .

Solugao. Notemos que ¢ sin 2t =Im(t%e%?).

O polindmio caracteristico é p(A\) = A\? + 4, com raizes A = +2i. A solugao

geral real da equacao homogénea associada é
Tp = c1cos2t + cosin2t, c;,co €ER.

Procuremos uma solugio complexa particular na forma z,(t) = Q(t)e**,

com () um polinomio, da edo complexa
544z = t2e*
Pelo Teorema 4 temos
Q"+ (20)Q + p(20)Q = ¢
Como p(2i) = 0 e p/(2i) = 44, com a substituicao R = ()’ obtemos
R +4iR =12
Donde, supondo R = At? + Bt + C temos

R =2At+ B e R +4iR = (2At + B) + 4i(At* + Bt + C) = t*.

Assim, temosA:%:—i,B:é,C:S_geQ’:R(t):_i't2+%t+3%e
b o t3_+t2+ t
escolhemos =——1+ — + —1.
12 16 32

Logo, a solucao particular complexa é
(t) ( e + v + ! ) (cos 2t 4 isin 2t)
t)=(——=i4+—=4+ —i isi .
P 12 16 32

Uma solucao particular real ao problema dado é

t3 cos 2t N 2 sin 2t N t cos 2t
12 16 32 '

p(t) = Tm(zy)(t) = —
A solugao geral (real) da edo dada é

t3cos2t t%sin2t tcos2t
+ +

— 2 in 2t | —
x(t) = ¢y cos 2t+cy sin 2t+ B 16 5

],comcl,CQER&

13



5. Introducgao a Equacao Homogénea.

Introduzamos algumas notacoes e facamos algumas observacgoes a serem uti-

lizadas nas demonstragoes dos préximos resultados,

Sejam ay,, a,_1, . ..,aq coeficientes reais, com a, # 0. Estamos interessados

em resolver a equacao homogénea
anz™ 4 -+ a1’ + apr = 0.

Comentario. Se x = x(t) é uma solugao de tal equagao homogéna entao = = x(¢)
¢ infinitamente derivével.

Verificacao.

De fato, a derivada (™ existe e satisfaz

1
g™ = — (an_lx(”_l) + ot aga + aox).

n

O lado direito desta equagao é uma combinagao linear de fungoes derivaveis.

Portanto, a funcio (™ é derivavel e encontramos

1
= (an—la:(") +o+a® + aox')~

n

T

Iterando tal argumento concluimos que = é de classe C'™d

Assim, para resolver a,z™ + -+ a2’ + apx = 0 basta considerar o operador

derivagao

D=4 :C>R)— C*(R).

A seguir, consideremos o operador diferencial linear de ordem n e com coefi-

cientes constantes e reais
P(D)=a,D"+---+ a1 D+ apl,
onde I : C*°(R — C*°(R) é o operador identidade, e seu polinomio caracteristico

p(A) = CLn)\n+ "'+CL1>\+CLO.

14
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Pelo teorema fundamental da algebra encontramos a fatoragao
p(A) = an(A—A)™ - (A= A\p)™, para todo \ € C,

onde Ay, ..., \; sdo as raizes (caracteristicas) do polinémio p(A) e de multiplicida-

des algébricas my, ..., my, respectivamente.

Observemos que vale férmula
(Af) =Af
para todo nimero \ e para toda fungao f em C*°(R). Dita de outra forma,
o operador derivacao D = 7 comuta com o operador \I.

Destaque-se que A pode ser um nimero complexo e que f pode ser uma funcao

a valores complexos. Isto é, podemos supor que f € C*(R,C) onde
C*(R,C)={g: R — C, com g infinitamente derivavel}.

Dependendo do contexto, a notagao C*°(R) indica o espago vetorial
C*(R,R) ={g: R — R, com g infinitamente derivavel }

ou o espago C*(R, C).

E trivial verificar que comutam quaisquer dois operadores da forma
D —rl e D —sl, onde r e s sao nimeros.

Lema 5 (Fatoragao do operador P(D)). Mantenhamos a notagao acima.

Vale a fatoracao
k
P(D) = a,(D = M\I)™ - (D = NeI)™ = a, [[(D = A )™ .
j=1

Prova. Segue dos comentarios acimade

15



Exercicio. Mantenhamos a notagao acima. Consideremos a edo homogénea
P(D)x(t) = ana™ () 4+ - - - + a12/(t) + apz(t) = 0.
Se r é raiz de multiplicidade algébrica m de p(\) = 0, entao as m fungoes
et temt Lt lert

sao solugoes da edo homogénea.

Solugao. Vejamos duas provas.
o Primeira prova. Temos p(r) = p/(r) = --- = p™V(r)=0e
DRt =0 se k > j.
Assim, ao computarmos
P(D)(te™), paraj=0,...,m—1,

pela férmula dada pelo Teorema 3 encontramos

POy = 3 0 pry zn: %D’“(ﬂ) =0+0.
k=0 ’ k=m ’

¢ Segunda prova. Seja ) = Q(t) infinitamente derivavel. E trivial ver que
(D —r1)(Qe") = Qe
Donde segue
(D —rD)™(Qe) = Qe
Temos entao

(D —rI)™(te™) =0, paraj=0,1,...,m— 1.

Por fim, notemos que vale a fatoragao P(D) = Q(D)(D — rI)™, com Q(t)

um operador diferencial linear com coeficientes constantesde

Conclusao. Dada uma edo com coeficientes constantes e de ordem n, deter-
minando suas raizes caracteristicas e suas respectivas multiplicidades algébricas

encontramos n solugoes da edo homogénea.

16
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6. Base de Solugoes para a Equagcao Homogénea

Seja ) = Q(t) uma fungao na variavel real t e a valores reais ou complexos.

Observacgao: Q™ = 0 se e s6 se () é um polindmio com grau(Q) < m — 1.

Prova.
o Escrevendo @ = Q1 + iQ2, com 1 = Re(Q) e Q2 = Im(Q), temos
Q" = Q"™ +iQy™.
Logo, basta provar a observacao para uma funcao () a valores reais.
(<) E claro que se Q é um polindmio de grau(Q) < m — 1, entdao Q™ = 0.

(=) Provemos por indugao em m.

Caso m = 1. Se @ = 0, o TVM (teorema do valor médio) mostra Q)

constante (cheque).

Supondo a afirmagdo valida para m, provemo-la para m + 1. Seja @) tal que
0= Q(m—l—l) — [Q/](m)
Por hipétese de inducao existem constantes cg, ¢y, ..., cpn_1 tais que

Q =c1+cot+ - +ept™

Logo,
C Cm !
(Q—clt——ztz—---——tm> =0.
2 m
Entao, pelo caso m = 1 obtemos
c Cm
Q — it — 22 Ty co, para algum cy € R.
2 m

Donde segue

C Cm ,m
Q:CO+Clt__2t2+"'+_t *
2 m
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Lema 6. Sejam m € N* e A em C. O espago (vetorial) das solugoes de
(D—X)"z(t) =0
é o conjunto das combinacées lineares complexas das funcées e, tet, ... tm e,
Provas.
o Podemos supor que z = z(t) tem a forma z(t) = Q(t)e* com Q € C*(R).
o Primeira prova. Temos (D — \)z = (D — \)(QeM) = Q'e*. Logo,
0= (D —X)"™QeM) = QMeM = Q™ = 0.

Assim, a fungao z = z(t) é uma solugao da edo desejada se e somente se

temos z(t) = (co + it + - -+ + e t™ H)eM, com ¢y, ..., ¢y em C.

¢ Segunda Prova. Seja p(£) = (£—\)™ o polinomio caracteristico de (D—\I)™.
Pelo Teorema 3, uma fungao Q(t) € C*°(R) satisfaz

(6.1) (D =A™ [Q(t)eM] = 0= 0eM

se e somente se

p™(N)
m)!

QU 4.+
E claro que

PON) = =pm D) =0 e p™(\)=ml
Logo, Q(t) é solugao de (6.1) se e somente se
Q(m) =0.

Portanto,

é solugao de (6.1) se e s6 se Q(t) ¢ um polinémio de grau no maximo m—1d

Convengdo. O grau do polinémio nulo é —ooc.
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Teorema 7 (Base de Solugoes Complexas). Consideremos a edol homogénea

de coeficientes constantes e reais,
(7.1) P(D)z = 2" +a, 12D 4 A agx® + a;2W + ag2z® = 0.

Seja p(A) = A"+ a, 1 A"+ - -+a; A\ +ag seu polinémio caracteristico, com raizes

distintas A1, ..., A\, de respectivas multiplicidades my, ..., my. Vale o que segue.
(a) E linearmente independente, sobre C, o conjunto
{tle)‘jt: ondel <j<k e Oglgmj—l}.
(b) Uma fungao z = z(t) é solu¢ao complexa da edo dada se e somente se temos
2(t) = pi(H)eM + -+ pr(t)e,
com cada p;(t) um polinémio [coeficientes em C| de grau(p,;) < m; — 1.

(c) O conjunto em (a) é uma base de solugées complexas da edo dada.

Prova.

(a) Basta mostrarmos que dados N niimeros complexos distintos wy, ..., wy e

N polinémios Py (t), ..., Px(t) com coeficientes complexos, tais que
Pi(t)e"" + -+« + Pyn(t)e“~' =0, para todot,
entao os polinomios Py, ..., Py sao nulos.
O caso N =1 é trivial. Fixemos N > 2. Mostremos que P, é nulo.
Seja M em N tal que M > max{grau(F2), ..., grau(Py)}. Definamos
S(D) = (D —wy )M - (D —wyI)™.
Seja s(A\) o polinémio caracteristico de S(D) e o = grau(s).
Por hipétese e pelo Lema 6 temos, para todo t na reta,
0= S(D) [Pi(t)e” +--- + Py(t)e"~'] = S(D) [Pi(t)e™].

Exprimindo S(D)[Py(t)e*"] pela férmula no Teorema 3, encontramos

8(0) (wl) o S/(U)l) S(U)l)
0= Tpf ") + -+ — A+ =5 A,
Como s(wy) # 0, o polinémio P (t) é nulo. Analogamente para P, ..., Py.
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(b) Mostremos tal afirma¢ao por indugao em n, a ordem da edol considerada.
O caso n = 1 segue do Lema 6.
Suponhamos (b) verdadeira se a ordem da edol é menor ou igual an — 1.
Provemos (b) no caso em que a edol tem ordem n. Mantenhamos a notagao.
Pelo Lema 5 e pelo Lema 6 vemos que z(t) satisfaz
P(D)z(t) = (D — \I)™ [H(D — )\j[)mﬂ'z(t)] =0
J#1

se e somente se z(t) satisfaz a edo
k
(7.2) H (D — X\ D)™2(t) = py(t)eM,
=2

com p; um polinémio (arbitrario, coeficientes em C] e grau(p;) < my — 1.

Por hipétese de indugao, a solugao geral da edo homogénea associada a (7.2)
é

2 (t) = pa(t)e™' + -+ - + pr(t)eM,
com p; um polinémio [coeficientes em C| e grau(p;) < mj—1sej=2,..., k.

Observemos que o numero \; nao é um zero do polinomio caracteristico
A= (A=) (X = )™ associado a edo (7.2).

Pelo Teorema 4(c), existe uma solugao particular zp.¢(t) de (7.2), na forma
Zpart(t> =q (t)eAltu

com ¢ (t) um polinémio de coeficientes em C e grau(q;) = grau(p;) < m;—1.

Como é bem sabido, a solugdo geral de (7.2) é entdo da forma
2(t) = zpars(t) + 2n(t)
=q (t)ex\lt + p2(t)e>\2t 4+t pk(t)e)\kt.

(c) Imediato de (a) e (b) &
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Com notacao e as hipéteses do Teorema 7, temos os resultados que seguem.

Corolario 8. Se as k raizes caracteristicas A1, ..., A\, sao todas reais, entao o

espaco vetorial das solugées reais da equagao (7.1) tem por base de solugées (reais)
{ted': 1<j<k e 0<I<m;—1}
Prova.

Basta ver que a parte real (e a imagindria) das solugbes complexas sao
solugdes reais da edol homogénea (7.1) e que como o conjunto no enunciado

¢ linearmente independente sobre C entao ele também o é sobre R &

Lema 9. Seja A = a + i3, onde a e B pertencem a R, com 3 # 0. Sejan € N.

Entao, os espacos vetoriais complexos gerados pelos conjuntos de funcoes
{tje)‘t,tjeXt} e {t/e™ cos Bt ,t/e* senft}

sao iguais.

Prova.

Basta notar que

teM = tle™ cos Bt + it!e®tsen 3t e cos ft = JtieM + %tjeXt

i A 4 at 45 ot j ot VDY, 145 At
tleM = tle™ cos St — it’ e**sen5t teMsenft = gt/eM — o t'eM
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Teorema 10 (Base de Solugoes Reais). Suponhamos que

{>\17>\27"’7)‘7“} € {Mlvmw"v:u’s?m}

sejam, respectivamente, o conjunto das r (distintas) raizes reais e o conjunto
das 2s (distintas) raizes complexas mass nao reais, do polinémio caracteristico da
equagao diferencial linear e homogénea (7.1). Seja m; a multiplicidade da raiz real
Aj, paraj =1,...,r, e seja ny, a multiplicidade da raiz complexa i, = ou + i,
para k = 1,...,s. Entao, uma base do espaco das solugoes reais da equacao
diferencial (7.1) é dada por

{tle’\jt 1<5<r eOSlSm]——l} reunido com

U {tleaktcosﬁkt, tleo‘ktsenﬁkt 1<k<seld<I[<n,— 1}.

Prova.

o Seja B a reuniao dos conjuntos de func¢oes no enunciado.
¢ Se s = 0 (toda raiz é real), basta utilizar o Corolario 8.

© Suponhamos s > 1.

Pelo Teorema 7 (c) [Base de solugoes complexas] e pelo Lema 9, o conjunto
B é uma base do espago das solugdes complexas da edol homogénea (7.1).

Logo, B é também linearmente independente sobre R.

Pelo paragrafo acima, toda solugao real é uma combinacao linear finita e
com coeficientes complexos de elementos de B. Logo, toda solucao real é
parte real de uma solugao complexa e em consequéncia é uma combinagao

linear com coeficientes reais de funcgoes pertencentes ao conjunto 3 &
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Consideremos a equagao diferencial linear e com coeficientes reais e constantes

(edolcc) de ordem n e homogénea,

Escrevamos
( ( ’
Y1 =z 41 =
Y2 = Ya =
= S
Yn—-1 = =2 Yno1 =
L Y = 20V (U =
[No caso n =1 temos y; =z e S : {y; = —apy1.]

Entao, encontrar uma solucao x da edolcc acima é equivalente a encontrar
uma solugao (y1, Yz, - - -

Escrevamos também

2™ 4 a, 12D 4o b a2+ apr = 0.

Reescrevamos o sistema S como

Y =

Matriz companheira. A matriz quadrada de ordem n acima é a matriz com-

panheira do polindmio caracteristico p(A) = A" + ap,_ 1 A" 1 + -+« + a1\ + aq.

Y1
Y

/
Yn—1

y/

n
Y2
: e

Yn—1

Yn
0 1 0
0 0 1
0 0 0

—Aayg —aq —as

Denotemos tal matriz por A.

,Yn) do sistema S acima.

Y' =

Y2
Y3

Yn

—aoY1 —airyz — - — Ap—-1Yn-

hn
Y
y;—l
Yn,
0
0 1
—Qp—1

7. EDOLCC, Sistema Associado, Matriz Companheira

e Polinémios Caracteristicos

Y1
Y2

Yn—1
Yn

Podemos entao reescrever o sistema de equagoes diferenciais S como
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Proposicao 11. Sao iguais o polinomio caracteristico da edolcc considerada e o

polinémio caracteristico da matriz A companheira. Isto é,
pa(N) =det( A — A) = A" + @ A" -+ a )+ ag.
Prova.

o Mostremos por indugao em n > 1. Notemos que

0 ¢ A -1

ap aq o o o . e >\_|_an_1

© O caso n = 1. Temos a edolcc ' + apx = 0, com polindmio caracteristico
p(A) = A+ ap. A matriz companheira é A = (—ag), o polindémio carac-

teristico associado a tal matriz é ps(A) = det(A — A) = XA + ap = p(N).

© Supondo a afirmagao valida para n — 1, mostremo-la para n.

Seja A de ordem n. Computemos det(AI — A) pela primeira coluna. Devido

a hipdtese de inducao temos
det A — Al = AN+ @, N2 + -+ 4+ a1 A%) + ap(=1)" T (=1)" !

=N"+ @, A"+ a )+ ag

=p(A) &
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