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1. Sistemas de coordenadas polar e esféricos (os principais nao lineares).

Em R? temos as coordenadas polares
1 r rcosf
= = , 0<r<+o0, 0<6<2m.
T 0 rsind

Em R3 temos as coordenadas esféricas

T r r cos 0y
To =@ | 6 = | rsin6; cosfy |,
T3 0, rsin @, sin 6,

onde 0<r<+o0,0<b;<mel<by<2m.
Generalizemos tais coordenadas a R™, supondo n suficientemente grande.

. . . , . . o~ —>
A primeira coordenada esférica é obtida projetando o vetor posicao « sobre
o eixo Oz, na direcao do semi-espago superior, utilizando o angulo 67, onde

ﬁ
0<6,<m, de Oxy a . Temos,

x1 = || cosb;.

. ~ —_ —_ . . .
A projegao v, de 7 sobre o hiperplano x; = 0, tem comprimento |z|sinf; e
projetando-a na diregao e sobre o eixo Oxy, utilizando o angulo 05, de Ox,

—_—
a v ecom (<60 <7, , encontramos a segunda coordenada

X = || sin by cos Os.
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A projecdo uw de ¥ sobre o hiperplano x5 = 0 tem comprimento || sin #; sin 6,
e projetando-a na direcao do eixo Ox3, usando o angulo 65, onde 0 < f5 < 7,

medido de Oz3 a W, encontramos a terceira coordenada
x3 = |z|sin by sin 6y cos bs.

Por indugao temos

x4 = || sin 6 sin B, sin Ozcosby,

x5 = |z|sin by sin 6y sin O3 sin b, cos b5, ete.

Este processo continua até

Tpoo =T 8IN0;.... sinb,_3c080,,_
quando conclui com, em analogia com as coordenadas polares em R?2,

Tpo1 =7 8In0y.... sinb,,_3 sinb,_,cosb,,_; e

ZTp =71 sinb.... sinf,_3 sinb,,_5 sind,_;, onde 0 < 0,,_1 < 2.

Temos entao,

1 T ( rcos 6,
i) 61 T sin 01 COS 92
= ()0 =
Tp—o 0,_3 r sinf.... sinf,,_3cos6,,_»
Tn-1 Gn_Q T sin 61 ....sin (9”_2 COS Gn_l
Ty 0,1 rsindy....sinb,_, sinf,,_;

onde, 0 <r <+o00, 0< ;<7 para 1<j<n-2e, por tltimo, 0 <0, < 27.
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Por exemplo, em R*, para 0 <7 < +o00, 0<6; <7, j=1,2, ¢ 0< 03 <2,

Ty r r cos b

T2 0, r sin 0 cos 0,

T3 - 0, | rsin 0, sin 0, cos 05
Ty 05 r sin @, sinfy sin 65

Afirmacgao. Se n > 3 entao,

det Jo = r"1sin" 26, sin" > 0,.... sinf,_s.

Prova.

E f4cil verificar a férmula para n = 3. Suponhamos a férmula valida para

n —1 e provemos a validade para n.

A matriz jacobiana de ¢ tém por i-ésima linha V;, o gradiente da i-ésima

funcao coordenada ¢; de ¢ ou, equivalentemente, por i-ésima coluna a deri-
Opi
a0,
a partir de duas posicoes acima da diagonal principal as entradas da matriz

vada de ¢ em relagdo a sua i-ésima ordenada. Ainda, como =0sej>1,

jacobiana sao nulas. O jacobiano de ¢ é entao,

cos 01 —rsinfq 0 0
sin 01 cos 62 r cos 61 cos 0y —rsinf1sinfy 0
0
sin @1 sinfs...sin 6, _2cosf,_1 rcosfisinfa...sinf,_1 cosb,_1 . .. -rsinfi...sinf,_2sinf,_1
sin @1 sinfs...sin 0, _2sin 0,1 rcosfysinfs...sinf,_1 . .. rsinf...sinf,_2cosf,_1

Desenvolvendo-o pela primeira linha temos dois determinantes de ordem

n—1.

Iniciando pela posi¢ao (1,1) temos cosf; vezes um determinante de ordem
n — 1 cuja primeira coluna, oriunda da segunda coluna do determinante

acima, tém o fator r cos#; em cada entrada.

Para as demais colunas pomos sinf; em evidéncia.




O primeiro determinante é entdo, cos ;7 cos 6, sin" 26, multiplicado por

cos 0 -rsinfy 0 0 O 0
) L 0
sinf,sin 6s...sin6,,_; cos0,,_1 . . . -rsinfs...sinf,,_ssinb,_;
sin 6y sinfs...sin 6,,_;

rsinés...sinf,,_o cosb,,_;
que é, por hipétese de inducao,

v =r"2sin" 30, ... sin6,_,.
Desenvolvendo det Jg a partir da posi¢ao (1,2), temos o cofator

—(-rsinfy) = r sinb,

multiplicado por um determinante de ordem n — 1 com todas as entradas

multiplas de sinf;. O segundo determinante é entao, é facil ver,
r sin 6 sin™ 6,
multiplicado pelo mesmo determinante acima. Assim, o jacobiano de ¢ é

rcos? @y sin™ 26,y + rsin™ 6,y = rsin" 26,y

rsin™ 201" 2 sin™ 3 0, .. .sinb,_s
= "1 gin™ 26, sin" 30, ...sinb, o &




Comentarios.

2. Utilizando coordenadas esféricas pode ser provada a (provavelmente) mais

f e~ o = 1.

[Vide https://www.ime.usp.br/ oliveira/ MEDIDACAP2-2016.pdf — p. 85.]

importante integral definida

3. Consideremos a fungao
f(@®)
O(t) = [ F(z,t)dx, onde tel = (a,b),

com f derivavel no intervalo I e F' € C*(R x (a,b)).

Utilizando a regra de Leibnitz para a derivacao sob o sinal de integragao
obtemos a féormula de derivacao

/(1) = [am %—f(x,t)dx L PP ()

4. Seja f continua em R” e z € R*. Utilizando coordenadas esféricas e a

férmula de derivacao enunciada acima pode ser provado que

d
afBr(x)f(y)dy:fsr(x)f(W)dw-
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