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Capitulo 4

SOLUCOES GENERALIZADAS
E REGULARIDADE

4.1 Introducao

Seja © um aberto limitado, conexo e com 92 de classe C'.

Consideremos um operador diferencial linear (eliptico) da forma

Pu=P(z,0)u = Z a;;0;05u + Z b;0;u + cu,
1,J i

onde a;; = a;; e b; sao fungoes mensuraveis em 2. A matriz

@11 o Qin
A=
Ap1 - Gpp
¢é simétrica. Com a notacao “-” para produto interno em R", escrevemos
b

b=(by,...,b,) e Zbi&-u:b-Vu.
Ainda mais, se u é de classe C? entao 0;0;u = 0;0;u e ainda

Z aijaiaju = Z anafu +2 Z al-j@-aju.
1,] 7 i<j
A seguir, mostramos (rememoramos) propriedades de A = A(z). O teorema

fundamental da dlgebra garante que A tem ao menos um auto-valor complexo.



Representemos um vetor z € C* como uma matriz-coluna z € M,.1(C). Seja
Zz o conjugado de z, coordenada a coordenada. Dada uma matriz arbitraria M
seja MT sua transposta. Dados vetores z e w, ambos em M,,,;(C), indiquemos
o produto interno complexo z-w pelo produto matricial
Z-w =W 2.

Portanto temos

12> =272 = |21]* + - + |za)? = |Z||* para todo 2T = (21,...,2,).

Definigao. Uma matriz simétrica e real A € M,,.,(R) é definida positiva se
vT Av = Av-v >0, para todo v € R™ \ {0}.
Ainda, A é positiva (negativa) semi-definida se v7 Av > 0 (< 0) para todo v.
Proposicao. Seja A uma matriz n x n, simétrica e real.
e Os auto-valores de A sao reais

e A matriz A é definida positiva se e somente se todos os seus auto-valores
sao estritamente positivos. Neste caso, se A e A sao, respectivamente, o

menor e o maior auto-valores de A entao temos

0 < Av|? <v”Av < Aljv||?, para todo v # 0.

Prova.

o Seja o um auto-valor de A e v # 0 um auto-vetor, possivelmente complexos.

Podemos supor ||v]| = 1. Notemos que
Av=av e Av=Av=aw=aw.
Isto é, @ é auto-valor associado ao auto-vetor U, com ||| = 1. Segue
a=avTv=0Tav=0"Av = (v7 Av)T
=vTATv =0T Av=0v"av=av"0

=q.
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o Por hipdtese, A é simétrica. Consideremos a fungao (forma bilinear)
B(v) = vT Av, onde v e R™.
Pelo teorema do mdximo de Welerstrass, a restricao B : S»1 — R assume
um méximo em algum vy, e um minimo em algum v,,, ambos em S™1.
o O gradiente VB(v) = 2Av. Seja e; o primeiro vetor canonico. Segue
v Ae; = (W Ae)) =el ATv=eT Av = Av - ¢,
é a primeira coordenada de Av. Por quocientes de Newton encontramos
(v+te))TA(v+tey) —vT Av

t
Analogamente para as demais coordenadas. Logo, VB(v) = 2Awv.

=T Aey + T Av + teT Aey 5% 2(Av - e1).

o Por multiplicadores de Lagrange, VB é ortogonal a S™ ! em v,, e em vy;.

L/

-

Figura 4.1: Em v, e vy (talvez véarios), temos VB ortogonal a S™!.

Ainda por Lagrange, existem reais \,, e \y; satisfazendo
VB(vm) = 2\ Un, e VB(var) =2 v

Logo, 2Av,, = 2\, v, € 2Avy = 2A vy Isto é, A, e Ay sdo auto-valores.

Ainda mais, B(v,,) = vL, Avy, = A |vm |? = A Analogamente, B(v,,) = Ay.
o Seja a um auto-valor. Como usual, podemos supor Av = av com v € S™71.

Segue o = vT Av = B(v) € B(S™!). Concluimos entao

B(S™) = [ Ant] = [V A]
o Dado v # 0, segue A < B(v/|v]) < A. Tal desigualdade é equivalente a
Mo|? < v Av < A|v]?, se v #0.

o Se A é definida positiva, seja vy um auto-vetor unitario associado ao menor
auto-valor A. Segue A = v Avy > 0. Se todo auto-valor de A é maior que

zero, entao B(S™ 1) c (0,+00). Donde segue (é trivial) v7Av >0 se v + 0#



Definicoes. Mantendo a notacgao, consideremos o operador
P= P(CC, 8) = Za”@-@j + Z bz@ + C.

Sejam A\(x) e A(z) o menor e o maior auto-valores de A(x), respectivamente.

o O operador diferencial P é eliptico no ponto x € () se a matriz (simétrica)

aix o Qin

A(zx) =

Anp1 - Gpn

é positiva. Isto é, se todos os auto-valores de A(z) sao estritamente positi-

vos. Equivalentemente,

0 < Ma)[€]* < D7 ay&ig; = €M AE < A(@) €], para todo & e R” \ {0}

[e]

O operador P ¢ eliptico em (2 se P ¢ eliptico em todo ponto de (2.

[e]

P ¢é estritamente eliptico em () se existe uma constante Ay satisfazendo

A(z) = Ao >0, para todo z € Q.

[e]

P é uniformemente eliptico se P é eliptico e a fungao

A
— ¢ limitada em {).

A

(e]

A parte principal de P é

Z aij 81 8j .
Exemplo. Consideremos, no plano, o operador
Q=0+ :1:85.

No semi-plano a direita, ) é eliptico mas nao uniformemente eliptico.
Nas faixas verticais (a,b) x (—oo0,+00), temos que ) é uniformemente eliptico

(cheque).
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Neste capitulo, estudaremos o operador P cuja parte principal possa ser apre-
sentada na forma divergente (i.e., segundo o teorema da divergéncia) e com

hipéteses de suavidade (regularidade) fracas para seus coeficientes.

Como motivacao, suponhamos que os coeficientes a;; sao fungoes diferenciaveis,

com os demais coeficientes mensuraveis. Entao, dada f € C?()) temos
a;;0;0; f = 0; (a;;0; f) — 0i(ai;)0; [.

Logo,
Pf = Z aij@-(?jf + z bl&f + Cf
o i

= Z (91 (aij@jf) - Z 8Z(a2j)6jf + Z bzazf + Cf.
Escrevemos Pf na forma (com f; = 0)
Pf= Zai (Z%’j@f*‘ﬁif) + Z%’@'f*‘(sf-

Entao, renomeando P por L e abusando da notacao retornamos as letras a, b e

¢, introduzimos a letra d e passamos a estudar o operador L dado por
Lu = Z 0;(a;;0;u) + Z 0;(bu) + Z c;0u + du.
,J i i

O operador L é extensivel a uma classe de fungdes bem mais ampla que C?(2).

Definigao. Uma funcdo u € W2(Q)) é uma solugao fraca ou generalizada
da equacao homogénea
Lu=0

se e somente se vale a condi¢ao
f (— ai;(05u)(9ip) = D biudp + Y ci(Diu)p + du@) dx =0,
o i i i

para toda ¢ € C}(Q).

Toda funcao ¢ no espago C1(2) é chamada fungao teste.
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A seguir, consideremos formalmente a forma bilinear
L(u,v) = f (Z ai; (O;u) (Opv) + Y biudiv = > c;(Gu)v - duv) d.
g \ij i i
Seja ¢ = (c1,...,¢,). Indiquemos o produto interno “-” em R” por “(, )”. Logo,

(1, 20), (Y1, -, Yn)) = T1Y1 + - + TpYn.

Como u e v sao fungoes reais, podemos também reescrever

L(u,v) = / [ (AVu, Vo) +u (b, Vo) - (¢, Vu) v - duv |dz.
0

Sejam u € W12(Q), ¢ € CL(2) e L com coeficientes suaves o suficiente. Segue

fQ(Lu)cp dx = f (Z 0;(a;;0;u) + Z 0;(bu) + Z c; O + du) pdx

Q
= f (— D (ai;05u) (Osp) = Y biu(0ip) + 3 ci(Dpu)p + dwp) dzx
= _E(u7 90)

Definicoes e Notagoes. Escrevemos

o Lu=0seeso6se L(u,p) =0 para toda funcao teste p € CL(2). Neste caso,

u é uma solugao fraca.

o Lu >0 se e s6 se L(u,p) <0 para toda funcdo nao-negativa ¢ € C1(12).

Neste caso, u ¢ uma sub-solugao.

o Lu <0 se e s6se L(u,p) >0 para toda funcao nao-negativa ¢ € C1(Q).

Neste caso, u ¢ uma super-solugao.

Observemos que se L é o operador Laplaciano, entao

L(u,v) = f(Vu,Vv) dr.
Ainda, as condi¢oes Lu =0, Lu > 0 e Lu < 0, para u € C?(Q2), correspondem as

seguintes situacoes similares no caso do operador laplaciano.

o Au=0 e entao u é dita harmonica.
e Au>0 e entao u é dita sub-harmonica.

e Au <0 e entao u é dita super-harmonica.

12
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Definigao. Seja L = Lu = Y 0;(a;;0;u) + Y. 0;(bju) + Y. ¢;0;u + du como acima.
Sejam ¢ e fi,..., f, fungbes localmente integraveis em €). Dizemos que uma
funcao fracamente diferenciavel u é solugao fraca ou generalizada da equagao
nao homogénea

Lu:g+2&fl

se e somente se vale a identidade integral
L(u.9) = F(9) = [ (X £:die - g) du para toda o e CL(9).
Q

Notemos que

L,0) =~ [ (Lu)pds =~ (Lu.¢).
Q
Definigcao. Mantenhamos a notagao para o operador L. Dizemos que L ¢ estrita-

mente eliptico se existe uma constante A > 0 tal que

ETA(z)E = a;6& > N|€]?, para todos 2 € Q e & € R™ = M,,q(R).
Doravante, supomos L estritamente eliptico e com coeficientes em L*(£2).
Também reescrevemos a hipdtese “coeficientes em L*(Q2)” dizendo que exis-

tem constantes A e v > 0 satisfazendo q.t.p. as condigoes
Z lagj ()P <A e A2 Z (|bz(ac)|2 + |cl(x)|2) + A7 Hd(2)] < V2

Dado um espago de matrizes (de um especifico tamanho), identificando-o com
um espaco euclidiano RY adequado e entao munindo o espaco das matrizes desta
norma euclidiana (as vezes dita norma de Hilbert-Schmidt no espago das

matrizes), reescrevemos tais condigdes como (com |- | indicando tal norma)
|A]> < A2 e MNP +|d*) + XYd| < v, ambas q.t.p. em Q.

O problema de Dirichlet generalizado. Uma fungao u € W2(Q) é uma

solucao do problema de Dirichlet generalizado
Lu=g+) 0;f; em €,
u=v em 0F2, onde v e WH2(Q),

se
{ u é uma solucao generalizada/fraca de Lu =g+ Y. 0, f;,

u—veW,?(Q).
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Sejam u € W12(Q) e p € CL(2). A desigualdade de Schwarz acarreta

[ 144V, 90) + uib, Vo) - (e, Tuh o - dup Jda

|‘C(uv 50)| =

< Cllulypro0y 1€l

Logo, fixada uma fungao u € W12(Q), o funcional linear
> L(u, )
¢é continuo em m = VVO1 2(Q) Por continuidade, a validade das relacoes
L(u,0)=0  L(u,p)<0  L(u,p)>0

para o € C1(£) assegura a validade das mesmas trocando ¢ por v e W, ().

Ainda mais, a valida estimativa

1L(u,v)| < Cul| com ue WH2(Q) e v e WH2(Q),

wiz@ Pz

mostra que £ é uma forma bilinear continua no espago de Hilbert W12(Q) [e no
espaco de Hilbert W012(Q)] Vide capitulo 3 - segao 3.4 - os espacos WkP(Q).

Desta forma, fixada u € W12(Q2), podemos definir Lu como um elemento do
dual (WO1 ’Q(Q))>e através da expressao

Lu(v) = L(u,v), onde v e W,?(Q).

Sabidamente, pelo teorema da representacao de Riesz para espacos de Hilbert
(vide capitulo 1, se¢ao 1.8 - Lema de Lax-Milgram e a Alternativa de Fredholm)
podemos identificar

(W) = Wy ().

Segue entao que o operador L induz uma aplicacao
L:Wh(Q) — W, 2(Q).

Neste capitulo mostraremos que a resolubilidade do problema de Dirichlet é re-

dutivel a inversibilidade desta aplicacao.

14
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4.2 Principio do maximo fraco (classico)

Mantenhamos a notagao na secao anterior. Sejam P =} a;;0;,0; + Y b;0; + c e
A = A(z) o menor auto-valor da matriz simétrica A = (a;;) no ponto x. A maioria
dos resultados sobre P requer alguma condigao que limita a influéncia dos termos

de menor ordem b;0; e c relativamente a parte principal ) a;;0;0;.
Teorema (Principio do maximo fraco, classico). Seja
P= Z a;;0;0; + Zbi@ +¢, com c=0.
Suponhamos P eliptico no aberto (limitado) Q2 e satisfazendo a condi¢ao
% limitada, onde b= (by,...,b,).

Suponhamos também

Pf>0 (Pf<0) em$, onde feC?*Q)nC%Q).
Entao, o mdximo (minimo) de f é atingido na fronteira 0S2. Isto é,

s%pf:sglgpf (igff:iglﬂff).

Prova.

o Pelo teorema de Weierstrass f : {2 — R assume um maximo.

o Se Pf >0 em (), entao vale um principio do maximo forte: todo ponto
de méximo de f (pode haver mais que um) nao estd em 2. De fato, se p
é um ponto de maximo de f e p € Q, entdo temos Vf(p) = 0 e a matriz

hessiana (e simétrica) H f = (83] f ) em p é negativa semi-definida. Isto é,
92
v H f(p)v <0, para todo v € R"\{0} [UTHf(p)U = ﬁ(p)] :
v
Mas A = (a;;) é (definida) positiva, pois P é eliptico, e b- V f(p) = 0. Logo,

0<Pf(p)= Zaij(p)a%f(p)-

Algebra linear garante as existéncias de uma matriz diagonal D = (d;;), com

cada d;; <0, e uma matriz ortogonal B = (by) [i.e., BBT = I] tal que
(82 f(p)) = Hf(p) = BTDB.

15



[Vide “diagonalizagao de uma matriz hermitica” em T. M. Apostol, Célculo,
vol 2, ed. Reverté, p. 138 ou vide “Real Spectral Theorem” em S. Axler,
Linear Algebra Done Right, 2nd ed., Springer, p. 136.]

Dada uma matriz qualquer C = (¢,4), também escrevemos C,q = ¢,5. Segue
9% f () = D (BT )iwdiabij = Y bridiabij = Y bimiymbing-
kel il m

Donde segue (a contradigao)

> ai; ()5 f(p) = 3 dim (Z bmz‘aijbmj) <> 0=0¢

ij m ij m
[Destaque-se que utilizamos apenas que A é positiva semi-definida.]
Conclusdo do teorema. Evidentemente, a desigualdade

el Ae; > X implica a;; > \.
Seja [ uma constante tal que
1
Entao, para uma constante v grande o suficiente obtemos
P(e7™) = (v2ay; +yby)e"™ 2 M2 = yB)e™ > 0.
Logo, devido a hipotese Pf > 0, para todo € >0 temos
P(f+e)>0em
e portanto pelo que ja provamos acima segue
sup (f +ee™ ) =sup (f +ee?™).
Q o9

Impondo € - 0 encontramos (cheque)

supf=supf#
9 o0

16
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A seguir, eliminemos a condicao ¢ = 0. Investiguemos o caso
c¢<0em €.

Definamos o subconjunto

Q*z{er:f(a:)>O}‘

Sob a hipétese Pf > 0 encontramos
Pof =) a;;0,0;f + > b;0if > —cf >0 em Q.

Logo, o méximo de f em Q+ é assumido em 9(Q2*) e assim em 9§ (cheque).

Utilizemos as notagoes f* =max(f,0) e f~ =max(-f,0) = (-f)".

Corolario. Seja P = (Y a;;0;0; + ¥, b;0; + ¢) eliptico, com ¢ <0 e |b|/\ limitada.
Suponhamos Pf >0 (Pf<0) em €, onde f e C2(Q)nC%Q). Entao,

. : .
sgpfﬁs;ﬁpf (lgffZIgIQf f).
Se Pf =0 em QQ, entao
sup|f| = sup|f].
Q o0

Prova. Exercicios

Teorema (Unicidade da solugao e principio de comparagao). Seja P
eliptico, com ¢ <0 em . Sejam f e g funcées em C2(Q) N C(Q).
e (Unicidade da solugao do problema de Dirichlet cldssico.) Vale o que segue.

= f=gem(.

Pf=Pg em¢)
f=g em 0fQ.

e (Principio de comparagao.) Vale o que que segue.

Pf>P Q
{ fzPg em = f<gem(d

f<g em 0fQ.
Prova. Exercicios

17



4.3 Principio do maximo fraco (estendido)

O principio do méaximo classico enunciado para o operador P se estende a
operadores L no formato do divergente. Para isto conceituamos desigualdade na
fronteira para fungdes em W12(Q).

Dada uma fungao u e decompondo
u=u"—-u,

pelo corolario gradientes das partes positiva e negativa e do médulo (capitulo 3,

secdo 3.3 - regra da cadeia) temos
ueWh(Q) <= {u",u}cW2(Q).

Observemos (—u~)* =0, onde u é uma fungao qualquer.

0 =—"-————Animate3D-1=———H B

S0

/l \ TN
) “'1,’,’,',"'3’#‘@;\
AT

Tl

-01]

-017%]

Figura 4.2: Uma funcdo u = u(x,y) com u* # 0 e u~ # 0. Vide animagao
http://archives.math.utk.edu/ICTCM/VOL10/C009/1c.gif

Desigualdade na Fronteira para Fungoes em W12((Q2) [em geral, podemos

supor 0f) de classe C'] . Seja u e WH2(Q). Escrevemos

uw<0em 9Q [no sentido de W12(Q)] se u* e W, ().

18
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Proposigdo (As fungdes de W,”(f) sdo negativas na fronteira). Dada

ue Wy* (), entdo temos

u* e Wy* () ou, equivalentemente, u <0 em 9 [no sentido de W'2(Q)].

Prova.

.~ 1,2 A~ . A~ .
o Por definicao de W,(2) e pelo teorema convergéncia em LP e convergéncia

pontual (vide capitulo 1) segue que existe (¢, ) c CL(Q2) tal que

(fn V) = (1, v0) e (9 Tiow) 2 (0, V),

o E trivial ver que ¢ € C.(Q) e que |¢f — u*| < ¢, — u|. Portanto
len = ulr20) = 0.

o E trivial ver que |Ve! — Vut|? < |on — Vul? + |Vou|2 + |Vul? (cheque).
Seja x tal que u(x) > 0. Como ¢,(x) - u(x), para n grande o suficiente
temos ¢} (x) = p,(x). Segue lim Vi (x) =lim Ve, (z) = Vu(x) = Vu*(x).
Seja x tal que u(x) < 0. Como ¢,(x) - u(x), para n grande o suficiente
temos @} () = 0. Segue lim Vi (z) =0 = vu*(z).
Seja z tal que u(x) = 0. Logo, Vu(z) =0. Como Ve, (x) - Vu(z), obtemos
[Ver (@)l + Ve, (2) = [Ven(x)] = 0. Segue lim Vigji(z) = 0 = Vu* (z).

9 q.t.p.
_—

Em suma, temos V¢! ——2 vu*. Donde segue |V} — Vu'| 0.
Por outro lado, temos [, = Vul? +|V,[* + |[Vul? LN 2|Vul? € LY(Q).

Desta forma, pelo teorema da convergéncia dominada generalizado segue
f V! — vut|* de — 0.

Resumindo, encontramos
L*()
(807-;7 VSO:L) - (u+7 VU+)
o Temos que ¢} € W12() e ¢ tem suporte compacto. Seja ¢} préxima a u*
na norma de W12(Q). Pelo lema regularizagao e aproximagao em W+»(Q),
vide segao 3.5, existe 1 € C°(€2) com 1 préxima a ¢}, na norma de W12(Q).

A desigualdade triangular mostra ¢ préxima a u* na norma de W12(Q) &
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Comentario. Se u é uma funcao continua numa vizinhanca de 0€2, dizemos que
u satisfaz u < 0 em 0f2 se tal desigualdade vale no sentido pontual cldssico. A
proposicao abaixo mostra que nao ha ambiguidade entre estas definicoes. Para

provéa-la, usamos o teorema a seguir (um caso particular de um teorema ja visto).

Teorema (Caracterizagdo de W,*(Q).) Seja Q um aberto conexo e limitado
tal que OS2 é de classe C'. Seja u e Wh2(Q) n C(Q). Temos

weWy?(Q) < u=0emdQ (no sentido clissico).
Prova. Apresentada no Capitulo 3 (se¢ao 3.12).

- Vide também Treves [15, pp. 193-196] e Treves [15, section “a weak maxi-
mum principle”, pp. 259-267].

- Vide também Lista 4, Exercicio 6, sugerido em Gilioli [9, p. 351].

- E também 1til ler no capitulo 3 (secio 3.5 - teoremas de densidade) a

demonstracao do teorema
C* () é denso em W12(Q),

no caso em que a fronteira 02 é de classe C'! (estamos assumindo tal sua-

vidade na fronteira, ao longo desta segao).
- Vide também o sétimo comentario dos oito comentarios apés o exemplo de

uma fungdo em W, *(Q) \ C1(Q), o qual é dado logo a seguir.

Proposicao (Equivaléncia entre as defini¢oes de “u < 0” na fronteira).
Seja Q um aberto conexo e limitado de classe C'. Seja u € W12(Q) n C(Q).

Entao, temos

u <0 em 09, no sentido de W'?(Q), <= u <0 em 99, no sentido cldssico.
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Prova.
(=) Por hipétese temos u* € W, 2(Q). E trivial ver que u* € C(Q). Logo,
ut € Wy (Q) nC(Q).

Pelo teorema de caracterizacao de VVO1 2(Q) segue u™ = 0 em 02 pontual-

mente. Donde segue u <0 em 0f2 pontualmente.

(<) O teorema o gradiente das partes positiva e negativa e do médulo garante
ut e WHH(Q) nC(Q).

A hipétese u < 0 em 0€2, pontualmente, mostra u™ = 0 em 0f) pontualmente.
Pelo teorema de caracterizacao de Wy () segue u* € Wy (). Tsto é, u <0
em 02 no sentido de Wh2(2)

Outras defini¢oes para desigualdades na fronteira 02 seguem naturalmente.

Por exemplo, dado um par {u,v} em WH2(€) definimos
u>0em 00 se —u<0em S
Ainda,
u<vem J2 se u—v<0em 0.

Definimos

supu = inf{k tu <k em OS2 [isto é, (u-—k)* e WOIQ(Q)] , onde k € ]R}.
o9

Definimos também

1glﬂfu =- S;Qp(—u).

A seguir, o exemplo mencionado nos comentarios acima.
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Exemplo [Uma fungido em W,*(Q) \ C1(Q).] Seja Q a bola B(0,2) c R2.
Consideremos

(1—$2—y2)% se r?2+y? <1,
u(z,y) =
0 sel<x?+y?<2.

P .

P

Figura 4.3: Exemplode u = u* € WOI’Q(Q) ou, ainda, u < 0 em 9%, com §2 = B(0, 2).

Claramente u é continua, positiva e supp(u) = D(0, 1) é compacto em B(0,2).

Temos
-3(x,
Y Yo 1(m2y) = seax?+y?<l
— —x<—
VU(J:?y) - Y , .
0 caso contrario.

Logo, u nao é de classe C'. Assim, u ¢ C}(B(0,2)).
Evidentemente u € L2(B(0,2)). Mostremos que u € W12(€). Temos
9 2r+y? 9 rt 3
V|2, 0 = [ Y gedy-2 [ L
190l = [ T =5

Esta ultima integral é finita, pois

1 dr 1
=-2v1- =2.
/(; V1-7r ’f‘|0

Logo, u e W12(Q) [assim, u e Vu estdo em L2(2)] e u tem suporte compacto.

Sejam p a funcdo curva do sino e a convolugdo u. = p. * u € C(£2) (vide
teorema derivada do produto de convolugao - capitulo 2, se¢ao 2.2). Pelo lema

derivada fraca e regularizacao (capitulo 3, segdo 3.2 - derivadas fracas) temos

0;(uc) = (0ju)e, paracada j=1,...,n.

p

O lema regularizacao em L,

() [cap. 2, segao 2.5 - regularizacao e L} | mostra

L(Q)
Ue —> U €

Ou)e =2 9.u.

Portanto, como 0;(u.) = (0ju). e u. € C(2), concluimos que

L2(Q) 1,2
(e, V) — (u,Vu) e uelWy=(Q)s
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Comentdrios (cheque). Sejam u e v, ambas em W12(Q).

(1)

Se u <0 em Q entdo u <0 em 092. Analogamente, se u < M em € [isto é,

u— M <0 no aberto Q] com M uma constante, entdao u < M em 0f).
Se u <v em €2, entao u < v em Of).

Evidentemente (—u~)* = 0 € W, *(Q) e entdo —~u~ <0 em 99 (em linguagem

figurada, a “parte submersa” —u~ é menor ou igual a zero na fronteira).

Se u € W,*(Q), entdo existe (p,) ¢ C1(Q) convergente a u na norma de
W12(Q). Podemos supor (vide teorema convergéncia em LP e convergéncia
pontual) que (¢n, Vi) LN (u,Vu). Toda ¢, é identicamente nula na

fronteira 0€2. Logo, podemos definir u = 0 em 92 (mesmo que |09 > 0).

Se p e C1(§2), entao temos ¢ <0 em I no sentido de W12(12).

Sugestdo. Pelo corolario gradientes das partes positiva e negativa e do
modulo (vide capitulo 3, segao 3.4 - regra da cadeia) vemos que ¢* é fraca-
mente diferencidvel, com {p*, Vo*} c L2(Q2), cheque. Logo, ¢+ € W12(Q).
Evidentemente
supp(p™) é compacto em .

Considerando p a “fungao curva do sino” segue (vide Lista 3 - Exercicio 7)

pex (%) € C2(Q)

e

w2(Q)

pex (p*) —— ¢".

Concluimos entao que

g0+ € W&Q(Q).

Temos u < 0 em 0F2 se a funcdo u* (figurativamente, a “parte emersa”) é

limite de uma sequéncia em C!(£2) e na norma de W12((Q).
Se @ € C1(Q) satisfaz ¢ <0 em 99, entdo ¢ € W,*(Q).

Se u ¢ limite [no espago W12(£2)] de uma sequéncia de fungdes suaves (de
classe C'! no aberto €2, neste contexto), todas estas majoradas por 0 em 02,

entao segue u <0 em 0.
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Recordemos as defini¢oes (dadas acima)

supu = inf {k tu < kem Of) [isto é, (u—Fk)*"e WOM(Q)] , onde k € R} e
o9

inf u = — sup(—u).
infu s(;lﬂp( w)

Lema (O supu em 0f) é um majorante de u em 0f2). Sejam ue W2(Q) e
[ =supu < oo.
09

Entao temos
u <l em 0N [equivalentemente, (u—1)* € W,*(Q)].
Prova.

o Seja k satisfazendo u < k em 0.

! | | k
Figura 4.4: A disposicao [ < k.
A fungao x* é continua e satisfaz ¢+ - y*| < |z — y| (cheque).

Seguem
((u—k)" = (u-0)"| <[k -]

com (u—k)* em Wy?(Q), pela definicio de “u < k em 99, e a convergéncia

kNI

[(w=k)" = (u=1)"] L2 < |k = V[0 —0.

Pelos gradientes das partes positiva e negativa e o médulo (segao 3.3) temos

V(u-k)*=Vu seu>k

0 seu<k

Vu, u>l,

0, wu<l.

V(u—k‘)+:{ e V(u—l)+:{

Donde segue

IV(u-k)" =v(u-10)*= |Vu|x{l<usk}.
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Temos (cheque, argumente com sequéncias se preferir)
{xeQ:l<u(z) <k} N@sek Ll

Por hipdtese, Vu € L?(2). Pelo teorema da convergéncia dominada segue

+ + -
V= k)7 = V=D aage < 190y 4,y =0

Portanto, (u — k)* pertence ao espago completo e fechado VVO1 2(Q) e, im-

pondo k N [, converge a (u—1)* em W12(Q). Logo,
(u—1)" e Wy*(Q)»
Nas consequéncias do principio do méximo classico (um corolério e um teo-

rema) impusemos o coeficiente ¢ na expressao P = (Y. a;;0;0;+ . b;0; +c) negativo.

Isto é, ¢ < 0. A parcela correspondente para o operador

L="Lu= Z@i(azjﬁju) + Z@i(biu) + Zciﬁiu +du

Z &bl +d= le(b) +d.

[Obviamente, div(b) é o divergente de b dado por
div(b) = 01b1 + -+ + Opby. |

Entao, como as derivadas 0;b; podem nao existir como fungoes, a nao positividade

desta parcela deve ser interpretada no sentido generalizado. Isto é, assumimos

/(dgo—Zbi(()igp)dxzf(d(p—(b,Vgo))deO se p>20epeCl(N).
0 o)

Como ja combinado na secao 4.1, os coeficientes de L sao limitados. Entao,

por densidade, a desigualdade imediatamente acima também vale para toda w > 0

com w e Wy (Q). Isto é,

S_{(dw—zbiaiw)datéo sew>0eweW, ' (Q).
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Segue entao o principio abaixo.

Teorema (Principio do maximo fraco, estendido). Mantidas as notagoes

acima, sejam L com coeficientes em L*(£2) e constantes A >0 e v > 0 satisfazendo
AP <A* qtp. e AZ(PP+|cf)+ A7Yd < v? q.t.p..
Suponhamos também

f (dw - Zbi&-w) dr <0 sew>0eweWy (Q) [ouweCHR)].
2 5
Seja uma sub-solugao (respectivamente, super-solugao) u € W(}’Q(Q) com Lu >0

(respectivamente, Lu < 0) em ). Suponhamos que

supu* =1¢€[0,+00).

09
Entao,
supu < supu” (infu > inf —u‘) )
Q Biy) Q Q

Prova. [Vide também, Trudinger, N. S., Linear Elliptic operators with me-
asurable coefficients, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa (3) 27, 265-308 (1973).
As hipoteses sobre a matriz A garantem que A é estritamente e uniformemente

eliptico e entao o artigo generaliza este teorema/principio.]

o Dadas u e W, ?(Q) e v e W, *(Q), é trivial ver que uv € W' (). De fato,

por defini¢ao existem wu,, € C1(Q) e v, € C1(§) tais que

L2(Q) L2(Q)
Uy, —> U € VUu, —> Vu,
e

L%(Q) L%(9)

Uy, —> v ¢ Vv, —> V.

A desigualdade de Schwarz [ou a continuidade do produto interno em L?]
garante
LY(Q) L'(Q)
UpUy —— uv e V(Upvy) = u, Vo, + v, Vi, —> uVv + vVu.

Pelo teorema caracterizacao das derivadas fracas (especificamente a im-

plicacdo nao direta, vide se¢ao 3.2 - derivadas fracas) segue
Vuv =uVv +vVu € L'(Q).

Logo, uv € W11(Q). Como u,v, € C1(R), conclufimos que uv € Wy (Q).
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o Por definigao temos Lu > 0 se e sé se vale a condi¢ao L(u, ) < 0 para toda
0<peCH(). Assim, escrevendo b;ud;p = —b;p0;u+b;0;(uyp) e reescrevendo

a condigao L(u, ) <0 encontramos (cheque, veja também as hipGteses)

L(u,v) = / [Z a;;0;ud;v — Z(bZ + ci)vaiu] dx < / [duv - Z bﬁi(uv)] dr <0
Q ¢ Q ‘

se v e Wy ?(Q) é tal que v >0 e w=wuv >0 (vide formula destacada acima).

[Abreviadamente, dada v > 0 tal que uv > 0 obtemos
/ {{Avu, vv) = (b+ c,vVu) } dz < [ {duv - (b, v(w)) }dz <0.]
Q Q

Pelas hipdteses sobre os coeficientes de L segue (a ser usada no caso trivial)

[(AVU,VU)def(b+c,vVu)d;v§f|b+c||'UVu|dx
0 Q 0

e destacamos a desigualdade (a ser usada no caso geral)

(4.3.1) [ (AVu,Vv)dz <2 v [v|Vu|dz se v>0 e uv > 0.
9} )

o Caso trivial: b+ c=0. Pelas desigualdades imediatamente acima segue

f(AVu,Vv)de/|b+c|v|Vu|da::0.
0 0

Consideremos a constante
[ =supu® €[0,+00) [l:inf{k;: u* <k em 0 comk:e]R}].
o0
Pelo lema “o supu em 02 majora u em 00" temos u* <[ em 0f). Entao,

por definicao segue
u"=1<0em 002 ou, equivalentemente, (u*-1)*e€ Wol’Q(Q).
E trivial ver que (cheque, use [ >0)
v=max(u-1,0) = (u*-1)* >0.

E claro que v € W1() (cheque, é trivial). Pelo corolario gradiente para

partes positivas, negativas e o médulo (segao 3.3 - regra da cadeia) segue

V(u-1)=Vu seu-1>0,
Vv =
0 seu—-1<0.
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E trivial constatar a condicao uv = u(u—=10)*>0.
Pela expressao para Vv obtemos
0> f (AVu,Vu)dx > [ (AVv, Vo) dx > 0.
Q Q

A positividade definida de A garante Vv = 0. Pela propriedade func¢oes cons-
tantes e gradiente fraco (se¢ao 3.2 - derivadas fracas), v é constante. Entao,

pelas desigualdades de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg (segao 3.6) temos
v=0, com v =max(u—1,0) =0.

Donde segue

supu <[ =supu’.
Q 09

Caso geral. Seja [ € [0,+00) como acima. Suponhamos (por contradigao)

[ <M =sup{u(z):x€Q}. Logo, existe k tal que
I<k<Meu<kemd9, eentio v=uv=(u-k)" =(u"—k)*eWy*(Q).

Pelo corolério gradientes das partes positiva e negativa e do médulo (segao

3.3 - regra da cadeia) a fungao v = (u - k)* satisfaz

k
(432) Vv= Vi seusk I={z:vVu(z)#0} c {x:u(x)>k}|
0 seu<k

E claro que uv = u(u—k)* >0 (cheque). E trivial ver que

koM { 0 seu(x)<M

orl) == 0 sewu(x)=M.

A seguir, analisemos as integrais a esquerda e a direita em (4.3.1). Temos

f(AVu,Vv)dm=f(Vv,AVu)dx

0 T
Az:Tf(AVU,Vu)dx
T
:[(AVU,Vv)d:v.
0
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Para a integral a direita em (4.3.1) temos v = 0 se u < k e encontramos

fv|Vu|dx:fv|Vu|d:c

Q u>k

= fv|VU|da:

u>k

retwhy f v|Vo|dz.
T

Por tais identidades integrais e a desigualdade (4.3.1) obtemos

f(AVU,VU)deQAVfU|Vv|dx.

Q T

Assim, como L é estritamente eliptico obtemos
A [ 19ode <2000 oy |90 oo
Q

e entao

IVl 2y < 2v||v]| 2y

O caso dimensdo n > 3. Pelas desigualdades de Sobolev (segao 3.6 - teorema

de imersao) destacamos as desigualdades em normas

[0] 2 < V| L2y < 20C 0] 21y

Pelo corolério visto na se¢ao 1.4 (desigualdades e interpolagoes), a fungao

1
1 P
pﬁ(mfwdx)
T

2
—TL>2’
n-2

é crescente. Como

segue

-

n-2
2n

i1 : 1 1 o 1
ol = 0 { o [ e <0 (o [ e | =0 o).
0P, ap. :
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Pelas desigualdades ja destacadas para normas de v, segue para |I'| a desi-

gualdade

1
n.,

1 <2vC|l

E claro que

['=T%c{x:vu(z)=£0}|

Isto é, quase todo ponto de T’y pertence a {z: Vu(z) # 0}.

Suponhamos k e k' tais que k < k' < M. Seja x satisfazendo Vo (z) # 0.
Portanto Vu(z) # 0 e u(x) > k. Logo, Vug(z) # 0. Donde encontramos

Iy cTy.
E entdo trivial ver que (cheque)
se k M:sgpu entao I'=Ty ~up ={z:u(x)=M}.
Logo, |Tx| \ |up| e a desigualdade enfatizada para |I' = T'y| mostra
lups| > 0.
O teorema gradiente fraco e funcoes constantes garante que

Vu=0emuy (ie, Vu=0 qt.p. em up).

Po outro lado, j& destacamos que T'y c {x : Vu(z) # 0}.

Encontramos entao (uma contradigao)

|UM|>0
Vu=0em up

uyr € {z:vu(x) 0} 7

O caso dimens3o n = 2. Basta trocar, no caso ja analisado n > 3, o expoente

2n/(n - 2) por qualquer expoente p > 2. Cheque#
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Exemplo. A hipdtese

/(dap—Zbi@igo)d:vs()segonegpeC’Cl(Q)
2 5

é essencial no principio do maximo acima. De fato, a equacao
Au+2u=0em Q, com u=0 em 01,

no quadrado (0,27) x (0,27) (vide figura abaixo)

X

Figura 4.5: O quadrado [0, 27) x [0, 27).
admite a solugao nao trivial (cheque os detalhes)

u(z,y) =sin(z) sin(y) #

Corolario (Unicidade da solugao para o problema de Dirichlet genera-
lizado). Seja ue W, *(Q) tal que Lu =0 em . Entao, u =0 em (.

Prova.

o Pela proposicao “as fungoes de VVO1 2(Q) sdo negativas na fronteira” segue
u <0 em 012, no sentido de W12(Q).

E ébvio que Lu > 0. Pelo principio do maximo estendido segue

supu < suput <0.
Q a9

o Também —u e W;*(Q) e L(-u) > 0. Segue
—infu = sup —u < sup(-u)* = 0.
Q Q a0

Concluimos entao u =0 q.t.p. em ) #
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4.4 Resolubilidade do Problema de Dirichlet

Como na se¢ao anterior, consideremos o operador L dado por
Lu =" 0;(a;;0;u) + > 0;(bu) + Y c;0pu + du, com ue Wh?(€),
e suponhamos que L satisfaz as condicoes

Y ai; ()& > ANE?, para todos € e € € R™,

(4.4.1) AR <A2 e A2(PP+|c) + A Yd <v?,  ambas em €,

[ldv—=(b,V¢)]dz <0, para toda ¢ >0 com ¢ € C}(Q).
O

O objetivo nesta secao é provar o teorema de unicidade abaixo.

Teorema (Existéncia e unicidade para o problema de Dirichlet genera-
lizado). Seja L satisfazendo (4.4..1). Sejam v € WH2(Q) e fungoes g, f1,- .., fn
em L2(2). Entao, o problema de Dirichlet generalizado

Lu=g+%,0;f;
{ u=v em O0f),

tem solucgao tnica.

Redugao do problema (e unicidade). Podemos supor u =0 em 0.

Consideremos w = u —v. Entao obtemos
Lw=Lu- Lv

=g+ Z 0 fi — [Z (91-( Z a;;0;v + biv) + Z ;00 + dv]

= [g - > o - dv] + [Z 0; (fi = > o - biv)]

=G+ ;i f.
Notemos que G e fi, ..., fn, definidas de forma ébvia, pertencem a L2(Q).
Entao, w é solucao do problema reduzido

{L@»=2@ﬁ+§
w e W2 (Q).

Assim, determinada uma solucao w de tal problema reduzido vemos que

u = w+v resolve o problema original (cheque). A unicidade foi estabelecida

no corolario acimad
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Como ja citado na introducao a este capitulo, para provarmos a existéncia de
uma solucao ao problema de Dirichlet generalizado utilizaremos a alternativa de

Fredholm. Recordemos (vide se¢ao 4.1 - Introdugdo) que a forma
L: Wy (Q) x Wy?(Q) — R, onde
L(u,v) = f [ (AVu, Vo) +u (b, Vv) - ¢(Vu, v) - duv]dz,
satisfaz '
[£(u, )] < Cllulyrzg)lvlwiz g

e é entao continua. A seguir analisamos £ quanto a coercividade (coergao: coagir,

coibir, reprimir, obrigar; controlar).

Dado o € R, e uma funcao u, definamos o operador L, pela equacao funcional

(4.4.2) ’ L,u=Lu-ou.

Mostremos que L, é coerciva para o grande o suficiente.
Consideremos o problema
Lou=%0:fi+g
(D7)
1,2
ue Wy ().
Recordemos as notagoes (Lu, @) = —L(u,¢) e (Lou,) = —L,(u,¢)]. Por de-
finigao, u é solugao de (D, ) se vale a identidade
~Lo(u,p) = =L(u,) —0 f updz = [ (=X fidip+ g¢) da
Q 0
para toda o € C1(Q) [ou para toda ¢ = v € Wy *(Q)].
Assim, u ¢ solugiio de (D,) se para toda ¢ € C1(Q) [ou ¢ = v € Wy* ()] temos
Lo(u,p) = L(u, ) +0 f up da = f (X fidrp - g¢) dar.
3! 9

Lema. E continuo o funcional linear

F)=[ ( i fiOiw — gv) dz, onde veW,?(Q).
Q -l

Prova. Segue de

[F()] < 2 1 fil2l0v]2 + [gl2]v]2
< Clvlypzq), onde C'=gla+ Y [ fil2
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Lema. A forma L, é coerciva para o grande o suficiente.

Prova.

Seja u € W, *(Q2). Existe uma constante m > 0 tal que

L(u,u) = f [ (AVu, Vu) + (b - c,uvu) - du® |dx

2f)\|Vu|2dx—mf|u||Vu|dx—mfu2dx
0 0 0

Notemos que

3
f|u||Vu|d:v<( U dw) (e_2f|Vu|2dx)
O

@ [ados % [ 9P da
Q

Logo,

2
E(u,u)Zx\f|Vu|2dx—%/Wufdx—%fzﬂdm—m[ﬁdm.
! “2 0 0

Seja € > 0 determinado por

m_A

22 2°
Segue

\ 2
ﬁ(u,u)+afu2dx > §/|Vu|2dx + (0—%—m)—/u2daﬂ
Q Q Q

Entao, para oy tal que

me>

O—T—m>0

temos que existe uma constante C > 0 (dependente de o) tal que

ou(u) = Loy (u,u) > C ||UHW1 2

Isto mostra que L,, é coerciva #

No que segue, fixamos o = gy obtido na demonstracao acima.
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Pela reducao ja feita ao problema de Dirichlet generalizado, devemos resolver

o problema reduzido
Lu= g+ Zj Gj fj

(D) { u e W),

Isto é, devemos achar u € W, () satisfazendo
Lu(v) = L(u,v) = F(v), para toda v e W,*(Q).
Em outras termos, devemos resolver no espaco de Hilbert H = VVO1 2(Q) a equacao
Lu=F, dada F € H".
Fixado o tal que L, é coerciva, estudemos a equagao
(4.4.3) Ly(u,v) =L(u,v)+0 fQ uv dx.

Seja
J:H — H* dado por Ju(v) = fuvda:.
)
Lema. A aplicacao J:H — H* é compacta.

Prova.
o Podemos fatorar J = J; o J5, onde
Jo:H = L2(2) é a inclusao Jo(u) =u
e
Ji: L2(2) — H* é dada por Jy(u)(v) = [ uvdz.
0

¢ Pelo teorema de compacidade de Rellich-Kondrachov, item (a) [vide capitulo
3, se¢iio 3.9 - resultados de compacidade], a inclusdo Jy : W, (Q) < L2(Q)
¢ compacta se n > 2. Se n =2, dado um aberto limitado €2 ¢ R? também a
inclusao Wy ? () = L2(Q) é compacta (cheque, vide Lista 5 de exercicios).
o A aplicagao J; é continua (cheque, é trivial). Logo, J; o J; é compacta#
Pela identidade (4.4.3) e as notagoes L,u(v) = L,(u,v) e Lu(v) = L(u,v), obte-
mos L,u(v) = Lu(v) + oJu(v) e entdao a identidade entre funcionais lineares

(4.4.4) Lu=L,u—-oJu.

Donde segue

Lu=F<~—| Lyu-ocJu=F |
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Apliquemos os trés lemas acima.

Pelos dois primeiros destes trés lemas (i.e., o funcional linear F' é continuo e
a forma L, é coerciva) e pelo coroldrio ao lema de Lax-Milgram [vide capitulo
1, secao 1.8 - o lema de Lax-Milgram e a alternativa de Fredholm, vide também

Lista 5 de Exercicios] temos que
L, :H - H* é bicontinua.
Assim, a equacao L,u—oJu = F é equivalente a
u-0(Ly) ' Ju=(L,)F.
Pelo terceiro e dltimo dos trés lemas acima (i.e., J é compacta), segue que
T=(L,)'J

é compacta.

J& provamos a unicidade da solucao, em H = W, *(Q2), da equagio homogénea
Lu=0
e [notando que Lu = L,(u—oTu)| é clara a equivaléncia
Lu=0<=u-(cT)u=0.
Entao, pela Alternativa de Fredholm (vide secao 1.8), a equagdo ndo homogénea
u—(oT)u=(L,)'F.

tem solugio (tinica) u € Wy*(2). Donde, completando a prova do teorema

existéncia e unicidade para o problema de Dirichlet generalizado, concluimos que

Lu=Fa&
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A seguir, analisamos o comportamento espectral do operador L. Computemos

o adjunto formal de L.

Dadas duas fungoes ¢ : 2 - R e ¢ : {2 - R, utilizemos a notacgao usual para
distribuicoes

(o, ) = fQ ) d.

Dado um operador L, seu adjunto formal é dado pela férmula
(Lu,v) = (u, L*v) .
Computemos L*. Temos

(Lu,v) = / [Z 0i(aij0ju) + Y 9;(biu) + Y c;0pu + du]v dx

- [ [ = > (a(95u) () = Y- budw = Yy udi(cv) + duv] dx
= f [ > udi(ay0w) = Y udi(civ) = Y. ubdw + udv] dw
= / “[ Z 0j(ai;0v) - Z 0i(civ) - Z b;0;v + dv] dx.

Donde segue a férmula para o adjunto formal

L v =Y 0;(a;;0;v) = ¥ 0;(c;v) = X b;0w +dv |,

Entao, segue
L(u,v) == (L*u,v) = - (u, Lv) = = (Lv,u) = L(v,u).

Resunindo encontramos

L(u,v) = L(v,u) |

Supondo ambas u e v no espago T/VO1 ’2(Q), concluimos que L* é também o adunto
de L no espago de Hilbert H.

Pela equagao (4.4.4) temos

L,u=Lu+oJu.
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Trocando L por L, nos argumentos acima encontramos
Lu=F <= Lu+yJu=F

— Lu+(y-0)Ju=F
—=u+(y-0)(Ly) ' Ju=(L,)'F

Como antes, definimos

T=(L,)"J|

Segue
Lu=F < (y- 0)[(7 -o)tu+ Tu] =(Ly)'F

— (y-o)u+Tu=(y-0)"(L,)'F.
— (c-y)u-Tu=(c-v)"(L,)'F.
Ainda mais, o adjunto T+ da aplicacao compacta T é
T+=J (L)

Podemos entao aplicar a Alternativa de Fredholm e obtemos o resultado abaixo.

Teorema (Descrigao Espectral de L). Suponhamos que o operador L satistaz

Y ai; ()& > NE?, para todos x € e € € R™,
(4.4.5)
|A|2 < A2 e A2(|P+ ) + X Yd| < v?,  ambas em ).

Entao, existe um conjunto enumeravel e discreto I' c R tal que dado

v¢l
entao cada um dos problemas de Dirichlet

{ Lou=g+3Y,0:f o { L§U=Q+Ziaif¢

u=¢ em 082, u = em 01,

onde as fungoes g, f1,. .., fn, estao em L*(Q2) e ¢ €e W12(Q), tem solugao tinica.

Ainda mais, dado~y € I', os subespacos das soluc¢oes dos problemas homogéneos

Lau=0 Lu=0
e
u=0 em 0f), u=0 em 0f),
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tem dimensao finita, e nao nula, e o problema

L7U=9+Zaifi

u = em 0S),

é soluvel se e somente se temos
(44.6) [ [(9-(e.9¢) - o+ a)u = ((£,90) = (AT, ¥0) = o (b, 99) ) | do =0,
Q

para toda v satisfazendo
Liv=0

v=0 em 0f,

Ainda mais, se vale a condicao

f[dv — (b, V)] dx <0, para toda 0 < ¢ e CH(R),
0

entao temos
['c (-00,0).

Prova. Esbogo.

o Pela alternativa de Fredholm, existe um conjunto K c R sem pontos de

acumulagao, com a possivel excecao da origem k =0 € R, tal que para cada
y-o¢ K

a equacao
(0= "u-Tu=(0-7)"(Ls)"'F

tem solucao unica. Consideramos entao o conjunto

=+ K.

o Se k=7-0¢€ K, pela alternativa de Fredholm segue que os subespagos
kernel(kI -T) e kernel(kI -T)

tem dimensao finita . Logo, o espaco solugao para as equagoes correspon-

dentes aos operadores L, e L% tem dimensao finita.

o Complete a prova #
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O operador
Gy=(Ly) " :H* — H, onde y¢T,

é o Operador de Green para o problema de Dirichlet correspondente ao ope-
rador L,. Pela Alternativa de Fredholm (basta a enunciada para espacos reais
e normados, vide capitulo 1 - segao 1.8) segue que o operador G, é continuo.

Consequentemente temos as estimativas abaixo.

Corolario. Seja u € W12(Q) satisfazendo

L7U=9+Z@f¢
com vy ¢l
u = em 0f),

Entao, existe uma constante C' dependendo apenas de L, v e ) tal que

[ulwrzy < C(lglz+ X 1 fila + [ 9lwr2@))-

Prova. Exercicio #

Segue do teorema Descrigao espectral de L que o teorema Existéncia e uni-
cidade para o problema de Dirichlet generalizado continua vélido (cheque) se

trocarmos b; por —¢; na ”condicao de negatividade”

f (dw— Zbﬁiw) dr <0 se 0<we W' (Q).

Q
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4.5 Diferenciabilidade das Solucoes Fracas

Analogamente as secoes anteriores, consideremos o operador L dado por

Lu = Z 0;(a;;0;u) + Z 0;(bju) + Z ciOu + du, com ue WH(Q),
ij

e suponhamos L estritamente eliptico. Isto é, existe uma constante A > 0 tal que

Y aij(2)&€5 > NE, para todos z€Q e € € R™

Notagoes. Denotamos C%1(£2), o espaco das fungoes lipschtzianas em 2. Ana-

logamente, denotamos C%1(Q), o espaco das funcées lipschtzianas em Q.

Exercicios. Seja 1 : ) - R de Lipschitz.

(1)

(A condigao de Lipschitz implica diferenciabilidade fraca.) A funcao
1 é absolutamente continua nos segmentos contidos em €2 e paralelos aos
eixos coordenados e, pelo teorema fundamental do calculo para a integral
de Lebesgue, existem as derivadas parciais [i.e., existem q.t.p. em Q] e estas
sao limitadas [i.e., pertencem a L*(2)]. Entao, ¢ é fracamente derivavel.
Assim, 1) é continua e ¢ € W1(Q).

(Quociente de diferengas.) Sejam h € R* e fixemos e o k-ésimo vetor
canonico. Dada u: R" - R, seja
u(x + hey) —u(x)
- .
Consideremos u € L. () e p € CH(Q). Verifique

(a) qu‘hgodx=—f(Ahu)cpdx.

Q

AMu(z) =

Consideremos duas funcgoes reais, u e v. Verifique

(b) A uw)(z) = u(x + hep) AM(x) +v(z) AMu(z).
( A regra do produto com uma fungao de Lipschitz.) Consideremos
ue WhP(Q) e uma fungao de Lipschitz ¢ € C%1(£2). Entao,

Yue Whp(Q) e
V(Yu) =yVu +uvi.

Dica. Vide dicas aos trés exercicios na Lista 6 de Exercicios.
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Teorema (Regularidade). Seja u € W12(Q) uma solugao fraca da equagao
Lu=f em €,

onde L é estritamente eliptico, os coeficientes a;;, b;, onde 1 < 1,5 < n, sao de
Lipschitz (uniformemente) em 2, os coeficientes c1, . .., ¢, e d pertencem a L*°(f)

e a fungao f estd em L?(2). Entao, para todo O cc € temos que u € W22(0) e
[ullwz20) < C(lulwrzy + 1 flz)),
onde
C=C(n\K,d), K-= max{HainCo,l(ﬁ), 10l cou @y il oo HdHoo} e d =d(0,090).
Ainda mais, u satisfaz a equacao
Lu = Zai]—@-(‘?ju + (Z ajaij + bz + Ci) &u + (Z @b, + d) u = f

q.t.p. em .

Prova.

o Funcoes de Lipschitz se estendem continuamente a () e suas derivadas fracas

existem em (2 e sdo limitadas (vide exercicios acima e Lista 6 de Exercicios).

o Como as funcoes a;; e b; sao todas de Lipschitz, pela regra do produto com

uma fung¢ao de Lipschitz (vide exercicio prévio a esta prova) é claro que
Lu = Z aij({)iaju + Z(ﬁjaij + bz + cz)(“)zu + Z(@sz + d)u = f
o Seja v € CL(Q). Pela definicao de solucao fraca temos (omitindo X)

Lu=f< f [—a;;0;u0;p + (0;bi )up + bi(O;u)p + c;0up + dup] dz = f fodx
Q Q

@/aijaju&-godxz/[(bi+ci)aiu+(8,;bz-)u+du—f]g0dx.
Q

)
Por hipotese, temos Lu = f. Segue entao
(4.5.1) f > ai0ud;p = f g dz, para toda p e CHQ),
) )
com

g=2(bi+¢;)0u+ Y (0:b)u+du— fem L2(Q)
lgllz < Bn+ DK |ullwrz) + [ f]2-
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¢ Suponhamos 2|h| < d(supp(@),(?Q). Fixemos ej, o k-ésimo vetor canonico
em R” onde 1 < k < n. Seguindo a notagao apresentada no Exercicio 2

acima, troquemos na férmula (4.5.1) a funcao ¢ pelo quociente de diferencas
Ao
Obtemos entao [por (4.5.1) e por tal exercicio]

ZQfAh(aijaju)aigodx:—ZfﬂaijajuA‘haigpdx

Obtemos também (pelo mesmo exercicio)
AM(a;;0,u)(z) = aij(x + heg) A"Oju(z) + Alray;(2)0;u(x).
Segue entao

Z/aij(x+hek)8jAhu(x)8igp(x) dx=Z/aij(x+h6k)Ah8ju(x)8i<p(x) dx
) Q
= Zf [Ah(aij(?ju) —Ahaijﬁju]aicpdx
Q
:—ng7h¢d$—Z/Ahaijajuai(pdl'
Q Q

=—ng‘h<pdx—f(’g?V<p> de,
Q Q

onde

’g’: (gla v 7’§n) com :(71 = ZAhGijaju.
J

Pelo lema estimativa para o quociente de Newton [vide segao 3.10 - dife-
rengas de quociente] para |h| pequeno o suficiente temos ||A~" ¢ < || Vipll2

cheque). Temos também |A”a;;| < K cheque). |72 <. Logo,
J

> f ai;(z + hey)0;AMu(x) 0,0 () da < f |gA‘h<p +(7, V) |dx
Q Q

(lgl2 +1312) [Vl
<C()K[vels.
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