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1 PROVA

1. Seja p(x) um polinémio de grau 5 e com coeficientes reais. Suponha que os
nimeros —2i e i—v/3 sao duas de suas raizes. Suponha ainda que dividindo-

se p(x) pelo polinémio ¢(z) =z — 5 obtém-se o resto zero e que
p(1) =20(5 +2V/3) .

Compute entao p(-1).



2. Determine elementarmente (i.e., ndo utilize a Férmula de Moivre ou a

Férmula de Euler ou a Forma Polar) as solugoes z € C da equagao

2> = a+1ib, onde a e b sdo reais fixos .

Sugestdo: Determine as partes real e imagindria de z.

Prova. Escrevendo z = x + iy, com x e y em R, encontramos

22 —y?=q
2oy =b = 4da?y?="b2
Assim temos,
42*(2% - a) = b,

2
donde segue, 24 — az? - & = 0. Portanto,

1
o axVa?+b?
r’=s —.
2
Como a—Va?+b? <0 (um cateto tem comprimento inferior ao da hipote-
nusa), seque que a unica possibilidade para x? é
5 a+Va?+b?
i ——.
2
Temos entao,
5 9 —a+Va?+b?
5 .
Definindo sgn(b) = +1 se b >0 e sgn(b) = -1 se b <0 temos

sgn(b) = +1 = zy >0 (igual sinal) e  sgn(b) = -1 = zy < 0 (sinais contrarios).

Assim, as raizes sao

a Va*+b?* | a Va?+?
2 = §+T+zsgn(b) St

Note que se b = 0 entdo, ji que convenientemente definimos sgn(0) = 1,

obtemos

a,sea>0,
a Va? a Va? la|+a . [la]-a Ve
+z=\/ =+ ——+isgn(0)\/ =+ — = +i =

2 2 2 2 2 2

iv-a,sea<0m




3. Considere o polindmio complexo
P(2)=2*-2, z¢C.

Mostre, sem utilizar radiciagao ou Formula de Euler, ou Formula de Moivre,

ou Forma Polar, que existe z € C tal que P(z) = 0.

Sugestdo: Utilize a norma |z|; = |a| + |b|, se z = a + ib, com a e b nimeros
reais. Ainda, siga os passos da demonstracao do Teorema Fundamental da

Algebra apresentada em sala. Separemos a prova em partes.

(a) Mostremos que P(z)P(z) — +o0 se |z]; - +oo.
Pelas propriedades

|2]1|w)y

L <leul <lehlul e [Fh=ldh,  VaweC,

segue que
P(2)P(z) = (2-2)(7-2) = 2222 - 22 - 22° + 4

= 2222 - 2(2+7%) + 4 = 227% - 4Re(2?) + 4

Elh |2]1 >+ o0

4
> 12l 422 + 4> = —42f + 4 ——— +o0.
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(b) Mostremos que a funcéo positiva P(z)P(z), z € C, tem minimo global.
Por (a), existe R >0 tal que P(2)P(z) > P(0)P(0) = 4 se |z|; > R.
Pelo Teorema de Weierstrass a funcdo PP restrita ao disco compacto
(disco na norma |.|;) D(0;R) = {z € C : |z|; < R} assume um valor
minimo em um ponto z € D(0; R). Assim temos,

P0)P(0) < P(z)@ se |2y > R
P(20)P(z0) < P(2)P(2) sel|z1 <R

P(20)P(z) < P(0)P(0), pois 0 € D(0; R).
Concluimos entao que
P(z0)P(20) < P(2)P(z), para todo z € C.

Vide verso.



(c) Mostremos que P(z) = 0.
Pelo item (b), para todo z € C é vélida a desigualdade

P(z+z0)P(z+20) 2 P(20)P(20).
Mas,
P(z+2) = (z+2)* =2 = 22+ 2202 + (20-2) = 2% + 2202 + P(20).

Assim, para todo z € C é valida a desigualdade

[z(z + 22) + P(zo)][z(z + 229) + P(zg)] P(z0)P(z).

v

Donde segue,

2Z(z + 22) (2 + 229) + 2Re[m2(z + 220)] >0, VzeC.
Substituindo z = r(, com r >0 e ( € C, obtemos
r2CC(rC +220) (rC + 220) + 2rRe[M<(rg n 220)] >0, ¥r>0eV(CeC.
Dividindo a inequacao acima por r encontramos
rCC(r¢ +220) (rC + 229) + 2Re[%<(r(+ 2z0)] >0, Vr>0eV(eC.

Fixando ¢ arbitrario em C e computando o limite desta ultima ine-

quacao para r — 0™ obtemos
4Re[m(’zo] >0, VCeC.
Substituindo os valores ¢ = +1 e ( = +7 deduzimos
P(29)z0 =0.

Assim, temos zg =0 ou P(z) = 0.

Porém, a origem w =0 nao é o ponto de minimo de P(z)P(z) pois

POP0) =4 e PLPQA) =1 < 4.

Consequentemente, temos zy # 0.

Finalmente, concluimos que

P(Zo) =0m



4. (a) Sejam X e Y dois subconjuntos nao vazios e arbitrarios em R. Mostre:
sup X +supY =sup(X +Y),

com a convencao sup X = +oo se X nao é majorado superiormente.

Analogamente, supY = +o00 se Y nao é majorado superiormente.

(b) Sejam (z,) e (yn) sequéncias limitadas em R. Mostre que

lim sup(x,, + y,) < limsup z, + limsupy, .

Prova.

(a) Se X é ilimitado superiormente entdao X +Y também o é e temos

sup X =sup(X +Y) = +00 e entao a identidade afirmada é valida.

Suponhamos entao X e Y limitados superiormente.

(i) Dados arbitrarios x € X e y € Y é claro que temos
r+y<supX +supV.
Segue entao que
sup(X +Y) <sup X +supY.
(ii) Fixemos = € X, z qualquer. Entao temos,
y=(x+y)-xz<sup(X +Y) -z, para todo y €Y.

Logo,
supY <sup(X +Y) - .

Donde segue,

rx<sup(X +Y) —supY.

Como x é arbitrario em X obtemos,

sup X <sup(X +Y)-supY.
Concluimos entao,

sup X +supY <sup(X +Y).

Assim, provamos (a).



(b) Sejam,

limsup(x, +y,) = 7 €R,
a €R,
£ eR.

limsup x,,

lim sup ¥,

Por propriedade do limsup, sabemos que existe uma subsequéncia

(Tn, + Yn, ), da sequéncia (x, + y, ), convergindo a 7:

(Tny + Yny,) = 7-

A subsequéncia (z,, ) ¢ uma sequéncia limitada e portanto possui uma
subsequéncia convergente (z,, ), a um ndmero menor ou igual a «
J

[pois v é 0 maior valor de aderéncia de (x,)].

Analogamente, a subsequéncia (ynkj) é uma sequéncia limitada e por-
tanto possui uma subsequéncia convergente (y,, ), a um nimero me-
J1

nor ou igual a 3 [pois § é o maior valor de aderéncia de (y,)].

Ainda, a subsequéncia (:L“nkjl) e a sequéncia convergente (wnk]) con-

vergem ao 1mesmo numero.

Ainda mais, a subsequéncia (xnkjZ + ynk“) da sequéncia convergente

(Tp, + Yn, ) também converge a 7.

Conclusao,
= lim (z + = lim x + lim < a + [}
v l—>+<>o( kg, ynkﬂ'l ) I>too ki l—+o0 ynkﬁ'z 6



d.

(a) Seja f:R —[0,+00) uma fungao continua. Suponha ainda que
lim f(z) = +oo = li{rn f(x) .
Mostre que f assume um valor minimo absoluto; i.e., existe zy € R tal
que
f(xo) < f(z), VzeR .
(b) Seja P(z) = ap + a1z + ... + a,2", um polinémio complexo de grau n.
Mostre que
‘ |lim |P(z)] = +00 .
z|—>+o0
Solucdo.

(a) Como lim f(x) =+o0= lir+n f(z), segue que existe M >0 tal que
f(x)> f(0) se |z|>M .

Pelo Teorema de Weierstrass, f restrita ao intervalo compacto [-M, M |

assume um valor minimo em algum x € [-M, M ]. Isto é,
f(xo) < fx), Vo e[-M,M].
Assim temos,

f0)< f(x), se xe(—o0,-M)U (M, +00)
f(xo) < f(x), sexe[-M,M]
f(x0) < f(0)), pois 0 € [-M,M].

Donde, se |z| > M temos f(z) > f(0) > f(x0).

Concluimos entao,

f(zo) < f(x), VzeR.



6. (a) Enuncie a Desigualdade de Gutzmer-Parseval para polinémios.
(b) Enuncie o Principio do Médulo Méaximo para polinomios.

(c) Mostre que a Desigualdade de Gutzmer-Parseval para polinémios im-

plica o Principio do Médulo Maximo para polindmios.



7. (a) Enuncie o Principio do Médulo Minimo para Polinomios.
(b) Enuncie o Teorema da Aplicagdo Aberta para Polinémios.

(¢) Mostre que o Teorema da Aplicagdo Aberta para Polindmios implica

o Principio do Modulo Minimo para Polinomios.



8. Calcule a soma das séries dadas.

+00

(a) (05) ¥ (&)"

k=0

+00

(b) (10) kgo (4k:+1)1(4k+5)'

(¢) (1.0) S nan, 0<z<1.

n=1

Dica: a série em (c) é uma série de termos positivos.
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+00

9. (a) Suponha que a série complexa Y z, converge absolutamente. Mostre

que também converge absolutamente a série
+00
e
(b) Mostre que converge condicionalmente a série

Zl 7 ]

n=1
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