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Peŕıodo: Verão de 2012

3 LISTA DE EXERCÍCIOS

Para entregar: escolha 8 exerćıcios

1. Suponha que a série
+∞∑ an converge absolutamente. Mostre que também convergem ab-

solutamente as séries

(a) ∑a2n (b) ∑ an

1 + an , se an ≠ −1 ,∀n ∈ N , (c) ∑ a2n

1 + a2n .

2. Mostre que converge condicionalmente a série

+∞∑
n=1

[(−1)n√
n
+ i 1

n2
] .

3. Sejam (ai)I e (bj)J duas famı́lias somáveis (I e J enumeráveis). Mostre

( ∑ai )( ∑ bj ) = ∑aibj .

4. Compute, para ∣z∣ < 1,
1 + 2z + 3z2 + 4z3 + ... .

5. Seja amn = (−1)m+nmn
, com m,n ∈ {1,2, ...}. Mostre que não existe

∑
N×N

amn .

Porém, existem

lim
N→+∞

N∑
m=1

N∑
n=1

amn ,
+∞∑
m=1

+∞∑
n=1

amn e
+∞∑
n=1

+∞∑
m=1

amn .

6. Roteiro para uma prova muito simples e muito fácil de que dadas
+∞∑ an = α e

+∞∑ bn = β,
duas series absolutamente convergentes, então o produto de Cauchy,

+∞∑ cp, com cp =
∑

n+m=p
anbm, satisfaz

+∞∑ cp = αβ.



(a) Suponha an e bn positivos para todo n ∈ N. Sejam sN e tN as N -ésimas somas

parciais das séries
+∞∑ an = α e

+∞∑ bn = β. Verifique:
sN tN = (a0 + ... + aN)(b0 + ... + bN) ≤ c0 + c1 + ... + c2N ≤ s2N t2N .

Conclua que
+∞∑
p=0

cp = αβ (note que cp ≥ 0 , ∀p).
(b) Suponha an, bn ∈ R, para todo n ∈ N. Sejam (pn) e (qn) as respectivas sequências das

partes positivas e negativas de an, n ∈ N, e (Pm) e (Qm) as respectivas sequências

das partes positivas e negativas de bm, m ∈ N. Portanto temos an = pn − qn e

bm = Pm −Qm. Então, desenvolvendo e aplicando (a) obtemos

( +∞∑ an)( +∞∑ bm) = ( +∞∑ pn − +∞∑ qn)( +∞∑ Pm − +∞∑ Qm)

= ( +∞∑ pn)( +∞∑ Pm) − ( +∞∑ pn)( +∞∑ Qm)
−( +∞∑ qn)( +∞∑ Pm) + ( +∞∑ qn)( +∞∑ Qm)

= +∞∑ ( ∑
n+m=p

pnPm) − +∞∑ ( ∑
n+m=p

pnQm)
− +∞∑ ( ∑

n+m=p
qnPm) + +∞∑ ( ∑

n+m=p
qnQm)

= +∞∑ [ ∑
n+m=p

(pnPm − pnQm − qnPm + qnQm)]... .

(c) Desenvolva o caso em que
+∞∑ zn e

+∞∑ wm são séries complexas absolutamente con-

vergentes.

Sugestões:

(1) Utilize as notações zn = an + ibn, com an e bn em R, e wm = cm + idm com cm e

dm em R.

(2) Devido às desigualdades

∣an∣ ≤ ∣zn∣ , ∣bn∣ ≤ ∣zn∣ , ∣cm∣ ≤ ∣wm∣ e ∣dm∣ ≤ ∣wn∣ ,
as séries

+∞∑ an,
+∞∑ bn,

+∞∑ cm e
+∞∑ dm convergem absolutamente.
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(3) Desenvolvendo e aplicando o item (b) escreva

( +∞∑ zn)( +∞∑ wm) = ( +∞∑ an + i +∞∑ bn)( +∞∑ cm + i +∞∑ dm) =

= ( +∞∑ an)( +∞∑ cm) − ( +∞∑ bn)( +∞∑ dm)

+ i( +∞∑ an)( +∞∑ dm) + i( +∞∑ bn)( +∞∑ cm)

= +∞∑ ( ∑
n+m=p

ancm) − +∞∑ ( ∑
n+m=p

bndm) ... .

7. Dado θ ∈ R, verifique a validade das definições de Euler para as funções trigonométricas:

cosθ = eiθ + e−iθ
2

, sen θ = eiθ − e−iθ
2i

.

8. Enuncie e verifique a fórmula de Euler para o seno e o cosseno complexos.

9. Mostre que sen2z + cos2 z = 1, ∀z ∈ C.
Sugestões:

(1 ) Utilize a fórmula de Euler para o seno e o cosseno complexos.

(2 ) Utilize as definições (por séries) das funções seno e cosseno complexas.

10. Verifique a fórmula, onde N é ı́mpar e z,w ∈ C.
(z +w)N = ∑

2n+1+2m=N

[(N
2m
)z2n+1w2m + ( N

2n + 1)z2mw2n+1 ] .

Sugestões: (1) Teste o caso N = 5. (2) Troque a notação N ı́mpar por 2N + 1, se preferir.

11. Verifique a fórmula, para z e w arbitrários em C,

sen z cosw + cos z senw = sen (z +w) .
Sugestão: utilize as definiçoes (por séries) para as funções sen z e cos z e o Exerćıcio 8.
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