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REGRA DA CADEIA

Sejam f e g fungoes diferenciaveis de R em R. Entao, f o g é diferenciavel e

(fog)(x)= f'(g(:c))g’(x), para todo z € R.
Prova. Fixado z em R e definindo y = g(z), temos

L Hw ) - 1)
k

k—0

=['(y).

Tal equacao define uma funcao “erro” F(k) satisfazendo
Fly+k)=fQy)+ F'()k+ E(k)k, com lim E(k) =0 = £(0).

Entao, dado h # 0, definindo k = g(x + h) — g(x) temos

(feg)(z+h)=(feog)(x)=

= f'(9(@)g(z +h) - g(@)]+ E(g(z + h) - g(z))[g(z + h) - g(2)].
Donde,

(fog)(@+h)-(fog)(r)
h

Como g(“h,);g(x) s g'(x) e[g(z+h)-g(x)] Ny (pois g é continua em x, ja
que g é derivavel em ) e a fungdo F é continua na origem, concluimos que

i o9 @+h) ~(fog)(x)

h—0 h

Isto é, (fog) é derivavel em x e (fog)'(x) = f'(g(z))g'(x)m

f(9(2))g (z) +0.9'(x).



TEOREMA DA FUNCAO INVERSA

Seja I um intervalo aberto e f: I - f(I) c R continua e inversivel. Entao,

(a) f é estritamente crescente ou f é estritamente decrescente.

(b) J = f(I) é um intervalo aberto.

(c)
(d)

g=f"1:J— I é continua.

Se f é derivavel em z, com f'(x) #0, entdo g é derivavel em y = f(x) e

o1
9'() f(a(y)

Prova.

(a)

Suponhamos x; < x5 < x3, com f(x1) < f(x2) e f(x2) > f(x3). Sejay tal que
max (f(xl), f(xg)) <y < f(z3). Entao, pelo teorema do valor intermediario
y € f((xl,xQ)) ey € f((azg,xg)) 4. Também a funcao —f é continua e
inversivel e também nao pode ocorrer f(z1) > f(x2) e f(x2) < f(x3). Segue

entao que f é estritamente crescente ou estritamente decrescente.

Pelo teorema do valor intermedidrio, J = f(I) é um intervalo. Por (a), f é

estritamente crescente/decrescente. Logo, J nao pode conter extremidades.

Trocando f por —f, se necessario, podemos supor sem perda de generalidade
que f é estritamente crescente. Consideremos entao y € J e € > 0 suficien-

temente pequeno tal que [g(y) —€,g(y) + €] c I. Existem entao y; e y tais
que g(y1) = g(y) —€ e g(y2) = g(y) +e. Logo, g([y1,42]) = [9(y) — €, 9(y) +¢].

Dado yo = f(0) € y # yo, temos que g(y) - g(yo) = zo se y — yo. Entdo,

lim —g(y) —9() = lim —1 = lim 1 = 1 = I ]
Y=o Y — Yo y=yo LW)-F9W))  zmwo [@)=F(xo)  fr(z0)  f'(g(yo))
9(y)-9g(yo) z—Z0



