
20 Lista de Exerc��cio de MAT5771 (10 semestre 2013)

Esta lista contêm problemas cuja solu�c~ao poder�a ser cobrada em prova. Ela
tamb�em contêm proposi�c~oes e teoremas, alguns enunciados e outros demon-
strados em sala de aula (abreviados aqui por d.s.a). A demonstra�c~ao destes
resultados tamb�em poder�a ser cobrada em prova.
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1 Imers~oes isom�etricas

Problema 1.1. Uma subvariedade RiemannianaM de uma variedade Rieman-
niana ( ~M; h�; �i) �e chamada totalmente geod�esica, se a segunda forma se anula
ao longo de M: Mostre que M �e totalmente geod�esica se e somente se toda
geod�esica de M �e geod�esica de ~M:

Problema 1.2. Seja G um grupo de Lie com m�etrica bi-invariante e H � G

subgrupo fechado. Mostre que H �e subvariedade totalmente geod�esica.

Proposi�c~ao 1.3 (d.s.a). Seja M subvariedade Riemanniana de uma variedade
Riemanniana ( ~M; h�; �i) e denote R, ~R os tensores curvaturas de M e ~M e B o
(1; 2) tensor segunda forma de M . Ent~ao

hR(X;Y )X;Y i � h ~R(X;Y )X;Y i = hB(X;X); B(Y; Y )i � hB(X;Y ); B(X;Y )i

Problema 1.4. Mostre que as curvaturas seccionais de Sn s~ao 1.
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Proposi�c~ao 1.5 (d.s.a). Seja � um campo normal unit�ario a uma subvariedade
Riemanniana M de uma variedade Riemanniana ( ~M; h�; �i) . Seja 	 : V �
R
n ! U � M parametriza�c~ao com U compacto. Considere ' : U ! R tal que

'jM�U = 0. Para U1 compacto com U � U1 de�na F : (��; �)�U1 ! ~M como
F (t; x) := expx(t�) e 	̂ : (��; �) � V ! ~M como 	̂(t; x) := F (t'(x);	(x)):
Escolha � para F ser imers~ao injetora. De�na gti;j := hd	tei; d	

teji onde

	t(x) = 	̂(t; x). Ent~ao:

(a) �nhH;' �i =
d
dt

p
jgt
i;j
jjt=0p

jg0
i;j
j

(b) d
dt
Vol(	t(V ))jt=0 = �n R

U
hH;' �i!

onde H �e o vetor curvatura m�edia e ! �e a forma volume (com orienta�c~ao in-
duzida por 	:)

Proposi�c~ao 1.6. Seja M subvariedade Riemanniana de uma variedade Rie-
manniana ( ~M; h�; �i). Seja feAg um referencial adaptado a M e denote ~!A;B as

1-formas de conex~ao e ~
i;j as 2-formas de curvatura de ~M associadas a feAg.
Ent~ao

(a) d ~!i;j =
P

k ~!i;k^ ~!k;j+
P

� ~!i;�^ ~!�;j� ~
i;j �e a equa�c~ao de Gauss escrita
no referêncial adaptado.

(b) d ~!i;� =
P

k ~!i;k ^ ~!k;� +
P

� ~!i;� ^ ~!�;� � ~
i;� �e a equa�c~ao de Codazzi
escrita no referêncial adaptado.

(c) d ~!�;� =
P

i ~!�;i^~!i;�+
P


 ~!�;
^~!
;�� ~
�;� �e a equa�c~ao de Ricci escrita
no referêncial adaptado.

Concluimos ent~ao que as equa�c~oes de Gauss, Codazzi e Ricci s~ao partes da
equa�c~ao de curvatura:

d ~! = ~! ^ ~! � ~
:

Teorema 1.7 (d.s.a). Seja U � R
n aberto com m�etrica Riemanniana g. Con-

sidere feigni=1 referencial ortonormal (em rela�c~ao a m�etrica g) de�nido em U , !i
as formas duais de feig e !i j as formas de conex~ao Riemannianas da m�etrica
g em rela�c~ao ao referencial feig. Seja A um 2 tensor sim�etrico de�nido por
A(X;Y ) :=

P
i !i n+1(X) 
 !i(Y ). De�na !n+1 i := �!i n+1 e ! a matriz de

1-formas formada por !A;B com A;B variando de 1 a n + 1: Suponha que !

atende formalmente as equa�c~oes de Gauss e Codazzi de uma hipersuperf��cie no
espa�co Euclidiano, i.e., d! = ! ^ !. Ent~ao dado x0 2 U , p0 2 R

n+1 e uma
base ortonormal v1; : : : ; vn+1 2 Tp0R

n+1 existe, para um aberto ~U � U de x0
su�cientemente pequeno, uma �unica imers~ao isom�etrica 	 : ( ~U; g)! (Rn+1; g0)
tal que d	x0ei = vi onde i = 1; : : : ; n. Al�em disto A(X;Y ) = �(d	X; d	Y ),
onde � �e a segunda forma da hipersuperf��cie M := 	( ~U) associada ao vetor N
normal a M com N(p0) = vn+1:

Problema 1.8. Exerc��cio 9 do cap��tulo 8 do livro do Carmo. Dado uma sub-
mers~ao Riemanniana F : M ! B o exerc��cio discute a rela�c~ao entre a conex~ao
Riemanniana de M e a conex~ao Riemanniana de B:
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Problema 1.9. Exerc��cio 10 do cap��tulo 8 do livro do Carmo. Dado uma
submers~ao Riemanniana F : M ! B o exerc��cio discute a rela�c~ao entre a
curvatura de ~M e a curvatura de B:

Problema 1.10. Exerc��cio 12 do cap��tulo 8 do livro do Carmo. O exerc��cio
discute como calcular a curvatura do espa�co projetivo complexo.

Problema 1.11. Seja F : Mn+k ! Bk uma submers~ao Riemanniana. Mostre
que os itens abaixo s~ao equivalentes.

(a) Para todo c 2 B, a conex~ao normal da subvariedade F�1(c) �e 
at.

(b) A distribui�c~ao normal H �e integr�avel. Em particular, as folhas tangentes
a H s~ao totalmente geod�esicas.

Problema 1.12. Considera a a�c~ao isom�etrica � : S1 � S
3 ! S

3 de�nida por
�(�; (z1; z2)) := (�z1; �z2): Mostre que a distribui�c~ao normal H as �orbitas de �
n~ao �e integr�avel.

1.1 Sugest~oes

Problema 1.11
Para provar que (a) implica (b) considere feAg referencial local adaptado

a submers~ao, i.e, ei (i = 1; : : : ; n) �e tangente as pre-imagens e e� (� = n +
1; : : : ; n+ k) �e normal projet�avel. Pelo teorema de Frobenius se [e�; e� ]x 2 Hx

para qualquer �; � > n e para qualquer x ent~ao H ser�a integr�avel, i.e., existe
uma folhea�c~ao f�g cujas folhas s~ao tangentes a distribui�c~ao H. Seja !i �e o dual
de ei: Note que H = \ni=1 ker!i: Assim para mostrar que H �e integr�avel, basta
mostrar que 0 = !i([e�; e� ]) = hre�e� �re�e�; eii para todo i; �; �:

Por outro lado, usando o fato da conex~ao normal ser 
at, i.e., hreie�; e�i = 0
e o fato de e� ser projet�avel temos:

hre�e� ; eii = �he� ;re�eii
= �he� ;reie� + [e�; ei]i
= �he� ;reie�i
= 0

De forma analoga temos hre�e�; eii = 0 e isto prova que 0 = !i([e�; e� ]).
A�m de provar que (b) implica (a) considere uma folha � tangente a dis-

tribui�c~ao H. Seja v 2 Tp� e �(t) := expp(tv). O fato de F ser uma submers~ao
Riemanniana implica que a geod�esica � �e ortogonal a todas as subvariedades
F�1(c) que ela encontra. Em particular �e sempre tangente a H e assim deve
estar contida em �: Em particular note que � tamb�em �e geod�esica de �: Assim
vemos que � �e totalmente geod�esica. Considere feAg referencial adaptado a
submers~ao. Como � �e totalmente geod�esica, temos que:

0 = hre�ei; e�i
= hreie� + [e�; ei]; e�i
= hreie�; e�i

e a �ultima igualdade implica que a conex~ao normal �e 
at.
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Problema 1.12
Seguindo a nota�c~ao introduzida no Problema 1.10 considere N = (1+0i; 1+

0i). Ent~ao iN = (0 + i; 0 + i) �e o vetor tangente a �orbita que passa pelo ponto
N: Considere agora os vetores X = ( 1p

2
+0i;� 1p

2
+0i) e Y = (0+ 1p

2
i; 0� 1p

2
i).

Note que X e Y s~ao ortogonais a N e assim tangentes a esfera. Por outro lado
X e Y s~ao ortogonais a iN e assim ortogonais a �orbita que passa por N: Por
�m note que hX; iY i = �1: Assim Pelo Problema 1.10 temos que K(X;Y ) = 4:
Como K(X;Y ) = 1 segue da f�ormula do Problema 1.9 que [X;Y ]� �e diferente
de zero. Assim a distribui�c~ao normal H n~ao �e integr�avel.
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2 Variedades completas e o teorema de Hadamard

Teorema 2.1 (d.s.a). Seja (M; h�; �i) variedade Riemanniana.

(a) Ent~ao as a�rma�c~oes abaixo s~ao equivalentes

(a.1) Existe p 2M tal que expp : TpM !M est�a bem de�nida.

(a.2) Os limitados fechados de M s~ao compactos.

(a.3) M �e completa como espa�co m�etrico.

(a.4) M �e geodesicamente completa, i.e, expx : TxM ! M est�a bem
de�nida para todo x 2M .

(b) Se M �e completa, i.e., uma das a�rma�c~oes do item (a) �e satisfeita, ent~ao
dado p e q em M existe um segmento de geod�esica minimizante ligando p
a q:

Problema 2.2. Seja (M; h�; �i) variedade Riemanniana homogênea, i.e, para
qualquer x; y 2 M existe uma isometria g 2 Iso(M) tal que g(x) = y: Mostre
que M �e completa.

Problema 2.3. Mostre que Rn, Sn e Hn s~ao variedades Riemannianas comple-
tos.

Problema 2.4. Seja G um grupo de Lie com m�etrica bi-invariante. Mostre que
G �e variedade Riemanniana completa.

Problema 2.5. �E possivel mostrar que a aplica�c~ao exponencial de Lie de
SL(2;R) n~ao �e sobrejetora. Use este fato para concluir que SL(2;R) n~ao admite
m�etrica bi-invariante.

Proposi�c~ao 2.6 (d.s.a). Seja F : M̂ ! M uma isometria local sobrejetora.
Suponha que M̂ �e completa. Ent~ao F �e recobrimento isom�etrico.

Lema 2.7 (d.s.a). Seja M variedade Riemanniana completa com K � 0: Ent~ao
para qualquer p 2M a aplica�c~ao expp : TpM !M �e difeomor�smo local.

Teorema 2.8 (d.s.a). Seja M variedade Riemanniana completa, simplesmente
conexa com K � 0: Ent~ao, para todo p 2 M , expp : TpM ! M �e difeomor�s-
mos.

2.1 Sugest~oes

Problema 2.3: Para mostrar que Hn �e variedade Riemanniana completa, pode-se
mostrar que ele �e homogeneo (vide e.g. Sec 1.E ou Sec. 3.L do livro de Gallot,
Hulin, Lafontaine, ou Teorema 5.2 e Teorema 5.3 Cap 8 do livro do. Carmo).
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3 Isometrias e espa�cos de curvatura constante

Proposi�c~ao 3.1 (d.s.a). Sejam (M; g) e (M̂; g) variedades Riemannianas com-
pletas e A : TpM ! Tp̂M̂ isometria linear. Seja B�(p) bola normal. De�na

F : B�(p)! M̂ como F (x) := expp̂ �A�(expp jB�(0))
�1(x): Para cada x 2 B�(p)

de�na P : TpM ! TxM o transporte paralelo ao longa da �unica geod�esica min-
imizante 
 com 
(0) = p e 
(r) = x e k
0k = 1. De�na 
̂(t) := expp̂(A


0(0))
e P̂ : Tp̂M̂ ! TF (x)M̂ o transporte paralelo ao longo de 
̂ do ponto 
̂(0) a

̂(r) = F (x). Por �m de�na � := PAP�1: Suponha que

g(R(X;Y )Z;W ) = ĝ(R̂(�(X); �(Y )); �(Z); �(W ))

Ent~ao F �e isometria local e dFp = A:

Proposi�c~ao 3.2 (d.s.a). Sejam Fi : (M; g)! (M̂; ĝ), com i = 1; 2 duas isome-
trias locais da variedade Riemanniana conexa M na variedade Riemanniana
M̂: Suponha que existe p 2M tal que F1(p) = F2(p) e d(F1)p = d(F2)p. Ent~ao
F1 = F2:

Teorema 3.3 (d.s.a). Seja (M; g) variedade Riemanniana completa simples-
mente conexa com curvaturas seccionais K constante iguais a c. Ent~ao M

�e isom�etrica a M(c) onde M(c) = H
n se c = �1, M(c) = R

n se c = 0 e
M(c) = S

n se c = 1:

Teorema 3.4 (d.s.a). Seja S superf��cie compacta conecta, orient�avel. Ent~ao:

(a) S admite m�etrica com K = 1 se e somente se g(S) = 0.

(b) S admite m�etrica com K = 0 se e somente se g(S) = 1.

(c) S admite m�etrica com K = �1 se e somente se g(S) > 1.
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4 Varia�c~ao da Energia

Proposi�c~ao 4.1 (d.s.a). Sejam (M; g) variedade Riemanniana completa, p; q 2
M e 
 : [0; a] ! M uma geod�esica minimizante ligando p a q. Ent~ao para
qualquer curva � : [0; a]!M ligando p a q temos E(
) � E(�). A desigualdade
vale se e somente se � for geod�esica minimizante.

Proposi�c~ao 4.2 (d.s.a). Sejam (M; g) variedade Riemanniana completa, � :
[0; a] ! M curva suave por partes, f : (��; �) � [0; a] ! M uma varia�c~ao
de �, Ef (s) a energia da varia�c~ao, i.e., Ef (s) :=

R a
0
g(@f

@t
(s; t); @f

@t
(s; t)) dt e

V (t) := @f
@s
(0; t): Ent~ao

1

2

d

ds
Ef (s) =

kX
i=0

g(
@f

@s
(s; t);

@f

@t
(s; t))jt

�

i+1

t+
i

�
kX
i=0

Z ti+1

ti

g(
@f

@s
(s; t);

r
@t

@f

@t
(s; t))dt

1

2

d

ds
Ef (0) =

kX
j=1

g(V (tj); �
0(t+j )� �0(t�j )) + g(V (a); �0(a))� g(V (0); �0(0))

�
kX
i=0

Z ti+1

ti

g(V (t);
r
dt
�0(t))dt

Proposi�c~ao 4.3 (d.s.a). Seja (M; g) variedade Riemanniana completa. Uma
curva diferenciavel por partes � : [0; a] ! M �e uma geod�esica se e somente se
para toda varia�c~ao pr�opria f de � temos d

dt
Ef (0) = 0:

Proposi�c~ao 4.4 (d.s.a). Sejam (M; g) variedade Riemanniana completa, 
 :
[0; a] ! M geod�esica, f : (��; �) � [0; a] ! M uma varia�c~ao de 
, Ef (s) a

energia da varia�c~ao, i.e., Ef (s) :=
R a
0
g(@f

@t
(s; t); @f

@t
(s; t)) dt e V (t) := @f

@s
(0; t):

Ent~ao

1

2

d2

ds2
Ef (0) = g(

r
@s

@f

@s
(0; a); 
0(a))� g(

r
@s

@f

@s
(0; 0); 
0(0))

+

kX
i=0

g(V (t);
r
dt
V (t))jt

�

i+1

t+
i

�
kX
i=0

Z ti+1

ti

g(V (t);
r2

dt2
V (t)) + g(R(
0(t); V (t))
0(t); V (t)) dt

ou de forma equivalente

1

2

d2

ds2
Ef (0) = g(

r
@s

@f

@s
(0; a); 
0(a))� g(

r
@s

@f

@s
(0; 0); 
0(0))

+ Ia(V; V )

onde Ia �e a forma do ��ndice, i.e.,

Ia(V;W ) :=

Z a

0

g(
r
dt
V (t);

r
dt
W (t))� g(R(
0(t); V (t))
0(t);W (t)) dt
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Problema 4.5 (d.s.a). Enuncie o teorema de Indice de Morse e conclua que
dado uma geod�esica 
 : [0; a]!M minimizante, ent~ao 
(t) n~ao pode ser ponto
conjugado a 
(0) para 0 < t < a:

Teorema 4.6 (d.s.a). Seja (M; g) variedade Riemanniana completa. Suponha
que Ricp(X) � 1

r2
> 0 para todo p 2M e todo X 2 TpM com kXk = 1: Ent~ao:

(a) M �e compacta com diametro menor ou igual a �r:

(b) O recobrimento universal de M �e compacto e assim �1(M) �e �nito.

Problema 4.7. Seja G um grupo de Lie e g sua algebra de Lie. Dados X;Y 2 g

de�nimos a forma de Killing como

�(X;Y ) := tr ad(X) � ad(Y )

onde ad(X)Y := [X;Y ]: O grupo (algebra de Lie) �e chamado semi-simples se
� �e n~ao degenerada. Mostre que se g �e semi-simples e � �e negativa de�nida
ent~ao �� �e metrica bi-invariante. (Dica Pode-se usar (sem demonstrar) que
�(Ad(g)X;Ad(g)Y ) = �(X;Y ):)

Problema 4.8. Seja G um grupo de Lie que admite m�etrica bi-invariante.
Mostre que Ric(X;Y ) = � 1

4�(X;Y ) para X;Y 2 g: Em particular conclua que
Ric n~ao depende da m�etrica bi-invariante.

Problema 4.9. Seja G um grupo de Lie conexo semi-simples. Mostre que G �e
compacto se e somente se a sua forma de Killing �e negativa de�nida.
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