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Resumo— Os algoritmos exatos de Programagdo Dinamica (iteragdo de valor e iteragdo de politica) propostos
nas décadas de 70 e 90 para resolver um MDPIP (Markov Decision Process with Imprecise Probabilities) apresen-
tam desempenho limitado principalmente por adotar uma representagao enumerativa de estados. Recentemente,
foram propostas solugoes aproximadas para MDPIPs com representagao fatorada de estados e uso de estruturas
de dados que permitem célculos eficientes usando Programagdo Dinamica, isto é, solugbes capazes de resolver
problemas com milhares de estados. Além disso, foi proposto um método de programacao multilinear aproximado
para resolver MDPIPs fatorados capaz de, em certas condigoes, superar o desempenho das solugoes baseadas em
Programagao Dinamica. Nesse trabalho, mostramos uma nova solugdo para MDPIPs baseada em programagao

matemadtica: a programagao fatorada e aproximada em dois niveis.

Palavras-chave— Processos Markovianos de Decisao (MDPs), tomada de decisdo seqiiencial, probabilidades

imprecisas

1 Introducao

A tomada de decisao sequencial é uma atividade im-
portante e tem sido estudada nas areas de pesquisa
operacional, planejamento e robotica. Processos
Markovianos de Decisao (MDPs) (Puterman, 1994)
(Bellman, 1957) (Russell and Norvig, 2003) forne-
cem um arcabouc¢o matematico para modelar a to-
mada de decisoes sequencial em dominios estocasti-
cos e tempo discreto. Um MDP modela a interagao
entre um agente e seu ambiente. A cada instante
o agente (robdtico ou de software) faz uma escolha
de agbes (com efeitos probabilisticos) e decide exe-
cutar uma ac¢ado que produzird um estado futuro e
uma recompensa. O objetivo do agente é maximi-
zar a recompensa ganha ao longo de uma sequéncia
de escolhas de agoes. Por exemplo, no dominio do
rob6 entregador de café (Boutilier et al., 1999)(Fi-
gura 1), suponha que o rob6 estd num estado em
que sua locagao é o quarto 2, o Carlos quer as im-
pressoes, o Marcio quer café e a bateria do robo esta
baixa. Nesse instante o robo tem que escolher uma
agao (com efeitos probabilisticos) entre: ir para a
estagao de recarga, ir para a cozinha ou ir para a
impressora. Por exemplo, a agao ir para a impres-
sora tém uma probabilidade de 0.95 de sucesso e
0.05 de falhar. Suponha que o robd escolha execu-
tar a acao ir para a impressora, € como resultado da
aplicacdo da acgao ele falha ao pegar as impressoes
obtendo uma recompensa de -10 unidades. Esse pro-
blema pode ser modelado com um MDP ajudando
o rob6 a decidir qual é a melhor agao a ser esco-
lhida em cada estado. Extensoes conhecidas de um
MDP sao mais adequadas para representar proble-
mas praticos de maior interesse para aplicagoes reais.
Entre elas: (1) um MDP em que estados s@o repre-
sentados por varidveis de estado, chamado de MDP
fatorado, que permite representar o espago de esta-

Fazer recarga?
Ir para a cozinha?
r para a impressora:

Figura 1: Robo entregador de café

dos de maneira mais compacta; (2) um MDP cujas
probabilidades nao sao completamente conhecidas,
chamado de MDPIP (Markov Decision process with
Imprecise Probabilities). Nesse artigo, estamos in-
teressados em mostrar como resolver um MDPIP
fatorado formulado como um problema de progra-
magao matematica de dois niveis.

Na Secao 2 introduzimos os principais concei-
tos relativos a um MDPIP. Na Secao 3 apresenta-
mos a definicao de um MDPIP fatorado e a sua for-
mulagdo usando programacao em dois niveis. Além
disso, avaliamos os possiveis métodos para resolver
esse problema de programacao. Finalmente, nas Se-
¢oes 4 e 5 mostramos um dominio de aplicagao e um
exemplo completo usando um dos métodos avalia-
dos.

2 MDP com Probabilidades Imprecisas

Em geral, as probabilidades que refletem a escolha
da natureza nao sao precisas. Assim, um maior rea-
lismo pode ser dado para os MDPs, permitindo que
eles representem imprecisao na determinagao das
probabilidades de transigao. Dessa forma, podemos



representar crengas incompletas, ambiguas ou cren-
cas conflitantes de especialistas sobre um sistema de
transigoes de estados.

2.1 Definicao de MDPIPs

Os processos markovianos de decisao com proba-
bilidades imprecisas (MDPIP) (White III and El-
deib, 1994) (Satia and Lave Jr, 1973) representam
uma extensao dos MDPs, nos quais existe impreci-
sao nas probabilidades de transigao. As probabilida-
des associadas a cada transicao sao definidas por um
conjunto de inequagoes lineares. Esse conjunto de
probabilidades é chamado de conjunto credal K, que
é definido sobre o espago de estados (Cozman, 2000).
Formalmente, a defini¢do de um MDPIP é descrita
pela tupla M = (T, S, A, R, K), em que:

e T é um conjunto enumerdvel de estdgios (ins-
tantes do processo). Uma decisdo é tomada a
cada estdgio. Assim, podemos fazer uma ana-
logia entre os pontos de decisao de um processo
sequencial com uma representacao de tempo
discreto. Assumimos que o estigio inicial é

t=0.

e S é um conjunto finito de estados. Se o processo
tem conhecimento total do estado atual, entao o
MDP é chamado de totalmente observdvel, caso
contrério, é parcialmente observivel (POMDP).
Neste trabalho, estamos interessados em MDPs
totalmente observaveis.

e A é um conjunto finito de agbes que permitem
que o sistema mude de um estado para outro.
A tomada de decisao significa a escolha de uma
agao, dado que o agente se encontra num deter-
minado estado.

e R:SxA — R é a fungdo de recompensa, sendo
que R(s,a) representa a recompensa obtida pelo
agente, dado que ele estd no estado s € S e exe-
cuta a acdo a € A. Neste trabalho, assumimos
que a funcao de recompensa é estaciondria (isto
é, independe do estagio).

o K,(s'|s) define as transi¢bes markovianas so-
bre S, que sao os conjuntos condicionais cre-
dais validos representados por inequagoes line-
ares para expressar todas as possiveis distribui-
¢Oes de probabilidade P(s'|a, s).

Dadas as caracteristicas de um MDPIP, é possi-
vel definir varios critérios para avaliar uma politica.
Nesse trabalho, estamos interessados em politicas
que levem o agente para a maior recompensa espe-
rada, assumindo que as escolhas da natureza (para
definir as imprecisoes) pretendem minimizar a re-
compensa esperada do agente, isto é, o critério I'-
maxmin. Em (Satia and Lave Jr, 1973) foram mos-
trados varios resultados importantes para MDPIPs
que adotam esse critério, a saber:

e Existe uma politica estaciondria deterministica que
é 6tima.

e A politica é6tima produz uma funcdo valor étima,
representada por V*, que é a tinica solugdo da equa-
¢ao de Bellman dada por:

{R(s,a) +~ ) P(s'|s,a)V*(s)} (1)

s'es

V*(s) =mazr min
a€A PEKqa(s'|s)
Na Equagdo (1) o agente escolhe a agao a que
maximiza o valor de V(s) e a natureza escolhe a
probabilidade que minimiza V' (s). O fator de des-
conto v assume valores entre 0 e 1 e é usado para
dar menos importancia a recompensas futuras.

Definicao 1 (MDPIP - Modelo Conceitual) (Satia
and Lave Jr, 1973)

Um MDPIP modela a interagao entre um agente e
seu ambiente. A cada instante o agente faz uma es-
colha de agoes (com efeitos probabilisticos) e decide
executar uma a¢do que produzird um estado futuro e
uma recompensa que depende também das escolhas
da natureza. O objetivo do agente é mazimizar a
recompensa ganha ao longo de uma sequéncia de es-
colhas de acdes assumindo que a escolha da natureza
minimaiza sua recoOmpensa.

Algoritmos de iteracdo de valor e iteracao de po-
litica (White IIT and Eldeib, 1994) foram propostos
para MDPIPs, que usam a representagao enumera-
tiva de estados. Dada a ineficiéncia dessas solucoes
(a enumeragcao de todos os estados leva a uma explo-
sao combinatéria) foram propostas solugoes fatora-
das e aproximadas para MDPIPs com representacao
fatorada e uso de estruturas de dados que permitem
célculos eficientes usando Programacao Dinamica
(Delgado, Sanner, de Barros and Cozman, 2009),
isto é, resolver problemas com milhares de estados.
Além disso, em (Delgado, de Barros, Cozman and
Shirota, 2009) foi proposto um método de progra-
magao multilinear e aproximado para resolver MD-
PIPs fatorados, que pode superar o desempenho da
solucao baseada em Programacao Dinamica. Nesse
trabalho, mostramos uma outra solugao para MD-
PIPs baseada em programacao matematica: a pro-
gramacao em dois niveis.

2.2  Formulacdao em dois niveis para MDPIPs

A Equagdo (1) pode ser reduzida a um problema de
programacao em dois niveis (Shirota et al., 2007):

i : * 2
min Z V*(s) (2)
Sujeito a V*(s) > R(s,a) +

~ Z P(s'|s,a)V*(s'),¥s € S,a € A.
s'eS
P € argmin Z P(s'|s,a)V*(s").
s'eS
Sujeito a: P(s'|s,a) € Kq(s'|s)
O Problema 2 é um problema de programagao em

dois niveis pois define um problema de minimizacao
dentro de outro problema de minimizacao.



3 Definicao de MDPIP fatorado

Chamamos de MDPIP fatorado um MDP em que
os estados sao descritos usando variaveis de estado
X; para i = 1..n; as transigoes sao representadas por
Redes Credais Dinamicas e as fungoes valor e recom-
pensa também sao fatoradas (Delgado, de Barros,
Cozman and Shirota, 2009).

Funcao transicao de estado fatorada. Uma
Rede Credal Dinamica (Dynamic Credal Network -
DCN) é uma representagdo mais compacta do mo-
delo de transicao de estados para um MDPIP fato-
rado. Uma rede credal generaliza o conceito de rede
bayesiana, permitindo que cada variavel, para cada
configuracao de seus pais, seja associada a um con-
junto de densidades de probabilidade, no lugar de
uma simples densidade, como acontece com as redes
bayesianas (Cozman, 2000).

Num MDPIP fatorado definimos uma rede cre-
dal dinamica para cada agao a, pela tupla 7, =<
G., K, >, sendo G, um grafo ciclico dirigido de
duas camadas, uma camada representando o estado
atual e uma camada representando o préximo estado
(exatamente como nas redes bayesianas dindmicas).
Os nds estao associados a varidveis de estado X; e
K, é uma colegao de conjuntos credais condicionais
K, (X]|s[parents(X])]). Neste caso, temos um con-
junto de distribuicoes conjuntas de probabilidade,
cada uma satisfazendo a seguinte equagao:

P(s'|s,a) = HP(xﬂs[Parents(X;)],a) (3)

Fungao recompensa fatorada. Em MDPIPs fa-
torados, para definir a recompensa de aplicar a agao
a no estado s é usado um conjunto de fungoes de
recompensas locais R; que dependem de um subcon-
junto de varidveis de estado D;(a) C {X1,..., Xn}.
Seja kr a quantidade de subconjuntos de s para os
quais sao definidas fungoes de recompensa local. A
recompensa para um estado s dado que a agao a foi
executada é definida como:

kR
R(s,a) = Z Ri(Di(a),a) € R (4)

3.1 Fungdes base e func¢do valor aproximada

A funcao valor é aproximada por uma combinacao
linear de fungoes base hq, ..., hg, ou seja:

k
V(s) = wshy(s)
j=1

Uma condigao necessaria para a realizacao de
célculos eficientes (Koller and Parr, 1999), e que
serd considerada nesse trabalho, é que o escopo de
cada h; esteja restrito a algum subconjunto de varia-
veis de estado C; C {X7q, ..., X, }. Sendo que C; nao

estd necessariamente relacionado com D;. Note que
se permitimos que as fungoes base tenham dominios
de tamanho ilimitado, poderiamos cair no extremo
de usar todas as variaveis de estado, o que estaria
em contradigao com o objetivo de ter uma represen-
tagdo compacta (Patruscu, 2004).

Conhecendo o conjunto H de fungoes base, o
objetivo agora passa a ser calcular o conjunto de
pesos w de modo a obter uma boa aproximacgao da
funcao valor 6tima. Para permitir que os cédlculos se-
jam feitos mais eficientemente, algumas suposicoes
devem ser estabelecidas (Guestrin, 2003): i) cada
fungao base depende de algumas (poucas) varidveis
de estado; ii) no modelo de transicao, as varidveis do
préximo estado dependem de algumas (poucas) va-
ridveis da camada do estado atual; iii) as recompen-
sas locais dependem de algumas (poucas) varidveis
de estado e iv) o ntimero de agoes é pequeno.

Apesar dessas suposicoes parecerem, a principio
muito restritivas, existem muitos problemas praticos
que podem ser modelados fazendo-se essas suposi-
¢oes (Guestrin, 2003).

3.2 Programagao em dois niveis para MDPIP fa-
torado

Usando a funcgao valor fatorada como foi proposta na
Segao 3.1 e substituindo-a no problema da Equacao
(2) temos:

k
mwin : ZZwihi(s) (5)

s

k
Sujeito a Zwihi(s) > R(s,a) +
i=1
k
Y Z P(SI‘S,CL) Zwlhl(sl)v
s'eS i=1
Vs e S,a € A.
k
P € argmin Z P(s'|s,a) Zwihi(sl).
s'eS i=1
Sugjeito a: P(s'|s,a) € Kq(s'|s)
Em que:

P(s'|s,a) = H P(x}|s[Parents(X])],a)

Note que o problema resultante possui as seguintes
caracteristicas:

CA1l:
CA2:
CA3:
CA4: As restri¢oes do segundo nivel sdo lineares.
CA5:

A funcdo objetivo do primeiro nivel é linear.
As restri¢oes do primeiro nivel sdo nao-lineares.

A funcéo objetivo do segundo nivel é ndo-linear.

E um problema de programacio em dois niveis (Bi-
level Probabilistic Program - BLPP) geral.

CAG6: As restrigdes do primeiro nivel contém varidveis do
segundo nivel (que correspondem as probabilida-

des).



BACKPROJECTION_g;' (hi, Pa)
1 /* Definigao do escopo de Backproj :
2 T4(C') = Uxrcor Parentsa (X))

J
3 para cada atribuicioy € I',(C') faga
4

gf(y) = Zc/ec/ Hle;EC’ Pa(C/[le'”y)h’i(C/)

Figura 2: Algoritmo BACKPROJECTION_g{.

3.8 Operagdo Backprojection

Uma das operagoes que pode ser executada eficien-
temente explorando a estrutura do MDP fatorado
é um pré-célculo chamado de backprojection, reali-
zado em (Guestrin, 2003) para MDPS, e que pode
ser aplicado na resolucao de MDPIPs fatorados.

Sendo as restricoes do problema associado ao
MDPIP fatorado da forma:

Zwll >Rsa+72P |sa2w11 ,

s’eS
VsES,aeA

com P(s'|s,a) € Kq(s'|s). Essas restri¢oes podem
ser reescritas da seguinte maneira:

3w
sz i
Zwi(vg?(S) -

Zwlcz ) < —R(s,a)

s'eS

) > R(s,a —&—’wazgl (s).

i=1

hi(s)) < —R(s,a)

Em que:

P(s|s,a) € Kq(s'|s)
P(s'|s,a) = H P(x}|s[Parents(X])],a)

= Z P(s'|s,a)h;(s")

s’eS
¢i(s) = vgi'(s) — hi(s)

Ainda que as probabilidades sejam varidveis, a
operagao backprojection que explora a estrutura de
MDPs fatorados (Guestrin, 2003) pode ser utili-
zada para MDPIPs fatorados, uma vez que a tnica
diferenga é que num MDPIP consideramos P(s'|s, a)
como uma varidvel que pertence a K,(s’|s). A par-
tir de g podemos calcular também c{. O algoritmo
BACKPROJECTION_g¢ da Figura (2), permite calcu-
lar g¢ em que a funcao base h; tem escopo C e 0 mo-
delo de transicao da acao a é P,. Pode-se mostrar
que se h; tem escopo restrito a C, entao a operagao
backprojection tem escopo restrito aos pais de C’
na rede bayesiana dinamica da agao a (Koller and
Parr, 1999) (passo 2 do algoritmo da Figura 2). O
calculo de g¢ ¢ feito para todas as configuracoes y
possiveis das varidveis do subconjunto I', (C’) (passo

>Rsa+WZwZZP "Is,a)hi(s")

3). No passo 4, j toma os valores do indice das va-
ridveis de estado que pertencem ao escopo de h;,
sendo que cada ¢’ é uma configuragio das varidveis
de estado que pertencem ao escopo de h;.

3.4 Como resolver o programa de dois niveis?

E importante notar que podemos usar a opera-
¢ao backprojection para calcular as restrigoes do
primeiro nivel e a fungao objetivo do segundo ni-
vel do Problema (5). A maioria dos algoritmos
para BLPP tenta resolver programas em dois ni-
veis somente para BLPP linear, BLPP quadratico
ou BLPP linear-quadrético (o que nao se aplica para
nosso problema devido a CA5), por exemplo, o algo-
ritmo K-th Best (Bialas and Karwan, 1978). Outros
algoritmos resolvem BLPP gerais cujas restrigoes do
primeiro nivel nao contém varidveis do segundo nivel
(o que néo se aplica devido a CA6), por exemplo: o
algoritmo branch-and-bound (Bard, 1988), o algo-
ritmo de regides de confianga (Colson et al., 2005)
e o algoritmo de restauracdo inexata (Andreani
et al.,, 2007) . Outros resolvem BLPP gerais sem
restrigdes no primeiro nivel (o que néo se aplica de-
vido a CA2), por exemplo, o método de méxima
descida (Savard and Gauvin, 1994), em que a di-
recao maxima de descida é a solucdo de um BLPP
quadratico. Em suma, todos esses algoritmos nao
podem ser usados para resolver o BLPP associado
ao MDPIP fatorado, devido as caracteristicas CA2,
CA5 e CA6 de nosso problema.

Um método que pode ser usado para resol-
ver esse problema em dois niveis é a reformula-
¢ao usando as condigoes de Karush-Kuhn-Tucher
(KKT) (Bard and Falk, 1982). Esse método trans-

forma o problema em dois niveis:

min : F(z,y) (7)

z,y

st Glx,y) <0
y € argming f(z,y')
st.:g(z,y’) <0

no seguinte problema nao-linear novo, substi-
tuindo o problema do segundo nivel por suas con-
digoes KKT (Bard and Falk, 1982):

min : F(z,y) (8)
T,Y,\

st Gz,y) <0
g9(z,y) <0
Ai>0,1=1,....,my
Aigi(z,y) =0, i=1,...,mq
VyL(z,y,A) =0

— F) + Y Agiey)

=1

where L(z,y,\)



Depois disso, o novo problema néao-linear (Pro-
blema (8)) pode ser resolvido usando um solver nao-
linear. No Problema (8) L é a funcdo de Lagrange
associada ao problema do segundo nivel, i.e., o0 mé-
todo cria um multiplicador de Lagrange \; para cada
restricao do problema do segundo nivel. Uma cara-
teristica dessa reformulagao é que existem mais va-
ridveis no novo problema: A; i = 1,...,mo (em que
mg é o0 nimero de restrigoes no segundo nivel). Uma
outra carateristica dessa reformulagao é que cresce o
ntmero de restrigoes: o nimero de restrigoes no novo
problema nao-linear relacionado ao MDPIP fatorado
é |S|*| A|4+3*me+VarProb, em que VarProb é o ni-
mero de varidveis de probabilidade no segundo nivel.
Além disso, para fazer a reformulacdo é necessario
calcular as derivadas parciais para cada varidvel do
segundo nivel.

Uma carateristica importante do método KKT
é que o novo problema de programagao nao-linear
nao é sempre equivalente ao problema de programa-
c¢ao em dois niveis; é equivalente somente quando
o problema do segundo nivel do programa em dois
niveis é convexo e regular (Bard and Falk, 1982).

Em particular, um MDPIP fatorado formulado
como um problema de programacao em dois niveis
é equivalente ao novo problema nao-linear, usando
esse método, se as fungoes base tem escopo restrito
a uma variavel de estado, conforme demostrado a
seguir.

Proposicao 1 (Equivaléncia do problema de dois
niveis com o problema nao-linear apds a transfor-
macdo KKT para problemas com funcdes base com
escopo restrito a uma varidvel de estado).

Para provar essa afirmagdo, se analisarmos o
Problema (5), podemos ver que: i) as restrigées no
sequndo nivel sao inequacoes lineares que expressam
todas as possiveis distribui¢oes de probabilidade (se-
gundo a defini¢ao de K,(s'|s)) e ii) a fung¢ao objetivo
do sequndo nivel, quando as fungdes base tem escopo
restrito a uma varidvel de estado, € linear nas varid-
veis de probabilidade. Assim, neste caso, o sequndo
nivel € convexo e reqular e portanto aplicando a re-
formulacdo usando as condigoes KKT obtemos um
problema equivalente. Depois desta transformacao,
podemos usar um solver ndao-linear para obter w e p.
Ainda assim, existem varios dominios que podem ser
modelados usando fungoes base com escopo restrito
a uma varidvel de estado.

4 Modelando um MDPIP fatorado para o
exemplo do Administrador de Sistemas.

Nesta secao descrevemos o dominio do Administra-
dor de Sistemas (Guestrin, 2003) modelado como
um MDPIP fatorado, isto é, descrevemos um con-
junto de Redes Credais Dindmicas, a funcao recom-
pensa fatorada e a funcao valor aproximada.

“o—a

Figura 3: Configuracao ciclica do dominio do Admi-
nistrador de Sistemas

Exemplo 1 Administrador de Sistemas (Guestrin,
2003). Considere o problema de otimizar o compor-
tamento de um administrador de uma rede contendo
n computadores, cada um conectado a um subcon-
junto de computadores. Vdarias topologias podem ser
definidas desta maneira. Por exemplo, numa rede
simples podemos conectar as mdquinas de maneira
ciclica, em que a mdquina v estd conectada a md-
quina i+1 ei—1. Cada mdquina influenciando uma
tnica mdquina (Figura 3). Nesta rede, apenas um
dos computadores € o servidor. Cada mdquina estd
associada a uma varidvel bindria X;, representando
se ela estd funcionando ou nao. Em cada passo do
tempo o administrador recebe um pagamento (recom-
pensa) por cada mdquina que estiver funcionando.
Dado que o servidor é o computador mais impor-
tante na rede, € dada uma recompensa maior se ele
estiver funcionando. O trabalho do administrador
do sistema € decidir qual das mdquinas reinicializar.
Assim, existem n+1 possiveis ag¢oes em cada passo
do tempo: reinicializar uma das n mdquinas ou nao
reinicializar nenhuma (esta dltima serd chamada de
ap). Apds executar a ag¢ao reinicializar a mdquina i,
que chamaremos de a;, a probabilidade da mdquina
i estar funcionando no prorimo passo no tempo €
alta. Em cada passo cada computador tem uma pro-
babilidade baira de deirar de funcionar, que cresce
dramaticamente se seus vizinhos nao estdo funcio-
nando. As mdquinas podem comegar a funcionar
espontaneamente com uma pequena probabilidade.

Rede Credal Dinamica para o exemplo do Ad-
ministrador. O grafo de transicao da rede credal
dinamica para a agdo ag é mostrado na Figura 4.
Nesta configuragéo os pais de X/ sdo X; e X;_1. As
probabilidades de transicao para a agao a;,j # ¢
sa0:

PX;=1X;=1,X;_1=1,a;) > 0,9
P(X]=0/X;=1,X;,_1=1,a;) < 0,1
P(X;=1|X;=1,X,-1=0,a;) = 0,667
P(X;=0|X;=1,X,-1=0,a;) = 0,333
P(X;=1|X; =0,X;-1 =0,a;) = 0,01
P(X]=0/X;=0,X;,_1=0,a;) = 0,99
P(X]=1X;=0,X;,-1 =1,a;) = 0,01

P(X!=0|X;=0,X;, 1 =1,a;) = 0,99
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Figura 4: Grafo de transi¢ao do rede credal dinamica
da configuragéo ciclica do problema do Administra-
dor de Sistemas para a acao ag.

O grafo de transicao da rede credal dinamica para
a acao a; ¢ igual ao grafo da Figura 4 exceto que a
variavel X; nao depende de nenhuma outra variavel
e:

P(X]=1|X;,X;—1,a;) = 0,95 (9)

Observe que existe imprecisao na determinagao das
seguintes probabilidades P(X; = 1|X; = 1,X,_1 =
1,a;) e P(X/=0|X; =1,X;_1 = 1,a;) para j # i.

Funcgao recompensa fatorada. A funcao recom-
pensa é decomposta em n recompensas locais, uma
para cada méaquina e igual para todas as agoes, Ry,
Ry, Rs,...,R,. Cada maquina contribui com 1 para
a recompensa, exceto o servidor que contribui com
2:

e Ri(X; = 1) =1e R(X; = 0) =0 para i =
1,2,...,n sendo que a maquina ¢ ndo é o servidor.

o Ri(X;i=1)=2e Ri(X; =0) =0 se a maquina i é
o serv1dor

Funcgao valor aproximada. Para esse exemplo,
definimos a funcdo base constante hg = 1 e as de-
mais fungbes base h; como: h;(X; = 1) = 1 e
hi(X; = 0) = 0. Neste exemplo simplificado, h;
tem seu escopo restrito a uma tunica variavel Xj.

5 Resolvendo uma instiancia do domino do
Administrador com 2 computadores

Considere uma instancia do dominio do Administra-
dor de Sistemas em configuracao ciclica com 2 com-
putadores M1 e M2 modelada com uma rede credal
dindmica. Sendo M1 o servidor. Existem 3 agoes
neste modelo ag, a; e as. Atribuindo uma varidvel
para cada imprecisao nas probabilidades, temos:

P(X1=1X1=1,X2 =1,a0) =
P(X {_0|X1=1X2=1a0)—
P(X,=1X2=1,X1 =1,a0) =
P(X,=0/X2=1,X1 =1,a0) = P4
P(X,=1X2=1,X1 = 1,a1) = Ps
P(X,=0/X2=1,X; =1,a1) = Ps
P(X{=1X1 =1,X2 =1,a2) = P;
P(X{ =0|X; =1,X2 =1,a2) = Ps

Os conjuntos condicionais credais estao definidos pe-
las seguintes equacgoes lineares:

P > 0,9
P, < 0,1
Pi+P2 = 1
P > 0,9
Py < 0,1
P3+P4 = 1
Ps > 0,9
Ps < 0,1
Ps+P6 = 1
P; > 0,9
Py < 0,1
P;+P8 = 1

a

5.1 Calculo de g} e cf

3

A backprojection da base constante hg é mostrada
na Equacao (10).

ZPG(S’\s)hO (10)
= Z P,(s'|s)1

= 1

Vamos calcular a backprojection das fungoes
base h;. Para o mnosso exemplo, sabemos que
cada fungdo h; tem escopo restrito a X/. Dado
que cada fungdo h; tem escopo restrito a C' =
{X!}, a backprojection tem escopo restrito a
Parentsq(X]) : To(C') = {X,;-1,X;}. Aplicando
o algoritmo BACKPROJECTION_g temos:

1. Definimos o escopo de Backproj como I',(C’) =
{Xio1, Xi}

2. Para cada atribuicao y € T',(C’) calculamos:

gy) = > Il P(dIXIy)hale) (11)

c’eC’j|X;eC’

= Y [Pz, zi)hi(ar)

z! i|a)
i i

= PE(XZ{ = 1|x¢,1,m¢)1 + Pa(Xz{ = 0|m,',1,xi)0
= Pa(XZI = 1|$i_1,$¢)

Temos 4 atribuigoes possiveis para I',(C') =
{zi—1,2;}. A seguir, mostramos todas as tabelas
com os valores g. Aproveitamos também para cal-
cular ¢, para i = 0 ¢§ = —0,05 (para a agao ag,
veja os dados nas Tabelas 1 e 2).

Para a agao ai, veja as Tabelas 3 e 4.

Para a agao aq, veja as Tabelas 5 e 6.



Xo | Xu | g |

P 0,95*P;-1

0,01 | 0,95%0,01-0= 0,0095
0,667 | 0,95%0,667-1=-0,36635
0,01 0,95*0,01-0= 0,0095

SO = =
O = O

Tabela 1: Calculo de ¢7° ec(®

X1 | Xo | g% | &°

Ps | 095 P51

0,01 0,95*0,01-0= 0,0095
0,667 | 0,95*0,667-1=-0,36635
0,01 | 0,95%0,01-0= 0,0095

SO ==
O = O =

Tabela 2: Calculo de ¢5° e ¢3°

Xo | Xu | g7 | et

0,95 * 0,95 -1 = -0,0975
0,95 * 0,95 -0 = 0,9025
0,95 * 0,95 -1 = -0,0975
0,95 * 0,95 -0 = 0,9025

SO = =
o = O =

Tabela 3: Calculo de g7* e cf*

X1 | Xo | got | &'

Ps 0,95*Ps-1

0,01 0,95*0,01-0= 0,0095
0,667 | 0,95%0,667-1=-0,36635
0,01 0,95*0,01-0= 0,0095

O = O

OO = =

Tabela 4: Calculo de g5* e 5

Xo | X1 | g |

Py 0,95*Pr-1

0,01 | 0,95%0,01-0= 0,0095
0,667 | 0,95%0,667-1=-0,36635
0,01 0,95*0,01-0= 0,0095

SO = =
O = O =

Tabela 5: Calculo de g7? e c}?

X1 X2 g;Q C;2

0,95 * 0,95 -1 = -0,0975
0,95 * 0,95 -0 = 0,9025
0,95 * 0,95 -1 = -0,0975
0,95 * 0,95 -0 = 0,9025

(=

S O ==

Tabela 6: Calculo de g52 e ¢5?

5.2  Resolvendo o MDPIP como wm programa de
dois niveis

Usando os valores g¢ e ¢ pré-calculados podemos
explicitar as restrigdes do Problema (5) como segue:

minimize obj: 4*w0 + 2*wl + 2*w2;

ri: -0.05%w0 + (0.95%P1 -1)* wl + (0.95%P3-1)*w2<=-3;

r2: -0.05%w0 - 0.36635*wl + 0.0095%w2 <= -2;
r3: -0.05%xw0 + 0.0095*wl - 0.36635*w2 <= -1;
r4: -0.05%w0 + 0.0095%wl + 0.0095%w2 <= 0;
r5: -0.05%w0 - 0.0975%wl + (0.95%P5-1)*w2 <= -3;
r6: -0.05%w0 - 0.0975%wl + 0.0095%w2 <= -2;
r7: -0.05%w0 + 0.9025%wl - 0.36635*w2 <= -1;

r8: -0.05%w0 + 0.9025*wl + 0.0095%w2 <= 0;

r9: -0.05%w0 + (0.95%xP7-1)*wl- 0.0975%w2 <= -3;
r10: -0.05*%w0 - 0.36635%wl + 0.9025%w2 <= -2;
ril: -0.05%w0 + 0.0095*%wl - 0.0975%w2 <= -1;
r12: -0.05*%w0 + 0.0095*wl + 0.9025*%w2 <= 0;

P1,P3 argmin wO+P1*wl1+P3*w2
ri3: 0.9 - P1 <=0;
ri4: P1 -1 <= 0;
ri5: 0.9 - P3 <=0;
ri6: P3 -1 <= 0;

P5 argmin wO0+0.95%w1+P5*xw2
ri7: 0.9 - P5 <=0;
rl8: P5 -1 <= 0;

P7 argmin wO+P7*w1+0.95%w2
rl19: 0.9 - P7 <=0;
r20: P7 -1 <= 0;

Podemos agora resolver o problema em dois ni-
veis aplicando o método de reformulagao utilizando
as condigoes KKT mostrado na Segao 5.2. O pro-
grama em dois niveis, neste caso, é equivalente ao
problema nao-linear descrito a seguir:

maximize obj: -4%w0 - 2kwl - 2%w2;

rl: -0.05%w0 + (0.95%P1 -1)* wl + (0.95%P3-1)*w2<=-3;

r2: -0.05%w0 - 0.36635*wl + 0.0095*%w2 <= -2;

r3: -0.05%w0 + 0.0095%wl - 0.36635*w2 <= -1;

r4: -0.05%w0 + 0.0095%wl + 0.0095*w2 <= 0;

r5: -0.05%w0 - 0.0975%wl + (0.95%P5-1)*w2 <= -3;
r6: -0.05%w0 - 0.0975%wl + 0.0095*w2 <= -2;

r7: -0.05%w0 + 0.9025%wl - 0.36635*w2 <= -1;

r8: -0.05%w0 + 0.9025%wl + 0.0095*w2 <= 0;

r9: -0.05%w0 + (0.95%P7-1)*wi- 0.0975%w2 <= -3;

r10: -0.05*%w0 - 0.36635*wl + 0.9025*%w2 <= -2;

ril: -0.05%w0 + 0.0095%wl - 0.0975*%w2 <= -1;

r12: -0.05*%w0 + 0.0095*wl + 0.9025%w2 <= 0;

r13: 0.9 - P1 <=0;

ri4: P1 -1 <=

ri5: 0.9 -

ri6: P3 -1

ri7: 0.9 -

r18: P5 -1 <= 0;
1

(=}

ri9: 0.9
r20: P7 -
r21: L1>=0;
r22: L2>=0
r23: L3>=0;

r24: L4>=0;

r25: L5>=0;

r26: L6>=0;

r27: L7>=0;

r28: L8>=0;

r29: L1x(0.9 - P1) =0;
r30: L2x(P1 -1) = 0;
r31: L3*(0.9 - P3) =0;
r32: L4*x(P3 -1) = 0;
r33: L5%(0.9 - P5) =0;
r34: L6x(P5 -1) = 0;
r35: L7*(0.9 - P7) =0;
r36: L8*(P7 -1) = 0;
r37: wi - L1 + L2 =
r38: w2 - L3 + L4
r39: w2 - L6 + L6
r40: wil - L7 + L8

>

>

>

O O OO

>

As restrigoes 37, 38, 39 e 40 sdo as derivadas
parciais referentes a Py, P3, Ps e P;. Note que o
problema reformulado tem 8 varidveis a mais e tem
|S] * |A| + 3 % mo+ VarProb=4*3+3%8+4=40 res-
trigoes. Usando o solver nao-linear Minos (Murtagh



and Saunders, 1998), obtemos o seguinte resultado:

Valor da fungdo objetivo 211.460492
w0 50.91467320213732
wl 2.3445074109184922
w2 1.5563921884729717

Finalmente, dados os valores w; e o conjunto
de fungoes base, podemos construir a fungao valor e
extrair a politica 6tima aproximada.

6 Conclusao

O problema de tomada de decisao sequencial, em
que as probabilidades de transicao nao sao comple-
tamente conhecidas, pode ser modelado por um Pro-
cesso Markoviano de Decisao com Probabilidades
Imprecisas (MDPIP). Por muito tempo, nao foram
propostas solugoes eficientes para esse problema, isto
é, solugoes capazes de resolver problemas grandes
modelados como MDPIPs. Em trabalhos anterio-
res foram propostas solugoes fatoradas aproximadas
baseadas em: (i) programacao dindmica (Delgado,
Sanner, de Barros and Cozman, 2009) e (ii) progra-
macao multilinear (Delgado, de Barros, Cozman and
Shirota, 2009). Os resultados mostraram que a so-
lucdo baseada em programacao matemédtica (multi-
linear) pode, em certas condigoes, ser mais eficiente
em tempo que as solugoes baseadas em programa-
¢ao dinamica, enquanto essas podem apresentar um
menor erro na aproximagao da funcao valor.

Nesse trabalho, propomos uma nova solugao ba-
seada em programacao matematica: a solugao base-
ada em uma formulagao de MDPIPs como progra-
macao em dois niveis. Primeiro, definimos um MD-
PIP geral como um programa de dois niveis. Em
seguida, mostramos como transform&-lo num pro-
grama fatorado e aproximado por fungoes base. Fi-
nalmente, descrevemos um algoritmo e resolvemos
uma instancia de problema no dominio de exemplo
do Administrador de Sistemas. Em trabalhos futu-
ros pretendemos comparar o desempenho da solucao
aplicando a transformagao KKT com a solugao mul-
tilinear proposta em trabalhos anteriores (Delgado,
de Barros, Cozman and Shirota, 2009).
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