3% Lista de Exercicios de Anéis e Corpos - MAT0264

1 parte: Polynomios

1. Mostre que:
(a) 22 + z + 1 é irredutivel em Zy[z];
(b) 2% + 1 ¢é irredutivel em Z;[z];
(c) x* — 9 é irredutivel em Zg; [x];
(d) 2® — 9 é redutivel em Zy;[z].

2. Seja f € Q[z], f # 0. Mostre que f é divisivel pelo quadrado de um polinémio se e s6 se

mdc(f, f') # 1.

3. (a) Mostre que se p é um primo, entao o polinomio f(x) = 2" —p é irredutivel sobre Q, Vn > 1.
(b) Mostre que o polinomio f(z) =1+ x + ... + 2P, (p primo), é irredutivel sobre Q.

4. (a) Decomponha f(z) = z* + 4 em fatores irredutiveis de Zs[z].

(b) Faca o mesmo para f(z) = 2® + 2z + 3 em Zs|x].

(c) f(z) = 2* + 6z + 12 é irredutivel em Q[z]? E em R[z]? E em C[z]?
(d) Repita o item (c) para g(z) = z* + 8z — 2.

5. Verificar se cada um dos polindémios abaixo é irredutivel em Q[z]:
(a) 2x —8r? +1

(b) 2* +3z+5

(¢) 32t + 22 4+ 4a® + 5z + 1

(d) 10:1811 + 623 +6

(e) 2° — 3n*z 4+ n*, onde n € Z

(f) 22* + 42* — 2

(g) 2* — 1522 + 10z — 84

(h) 2t + 423 + 622 + 22 + 1

6. Mostre que f(z) = x* + 2% + 2 + 1 nao é irredutivel sobre F' para qualquer corpo F.

7. Mostrar que existe nimero infinito de inteiros a tais que f(z) = 27 + 1522 — 30z + a seja
irredutivel em Q.

2 parte: Extensao de corpos

1. (a) Prove que o conjunto dos automorfismos de um corpo E é um grupo com respeito a
composic¢ao. (Denotado por Aut E).

(b) Seja F' C E e defina G o subgrupo de todos os automorfismos 7 : £ — E tais que
7(a) = a para todo a € F. Mostre que Gz é um subgrupo de Aut £. (Chamado grupo de Galois
de E sobre F).

2. Seja F' uma extensao algébrica de R. Mostre que F' =R ou F' = C.

3. Calcule [E : F] e encontre uma base de E como F-espago vetorial, nos seguintes casos.
Determine também v € E tal que £ = F(u).

(2) E=Q(v2), F=Q
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(c) E=Q(V2,v3,V18), F=Q
(d)E:@(\RVE,\/g, F=Q
(e)E:@(w7%7324>7 F=Q
(f)E:Q(\/E,\/E), F:Q( 3)

(g) E =Q(v2,vV6+10), F=Q(V3+5)
(h) E =Q(v2,u), F=Q, onde u®+ 6u+2=0.

4. Mostre que o € C é algébrico sobre Q, deterr{ﬂnando irr(a, Q), nos seguintes casos:



(a) a=1++2 (b) a=+vV5+V7 (c)a=1+1
(d) « 1+ (e) a =2+ V4 (f) a =
(8) a=V2+i

5. Decida se os elementos a € C abaixo so algébricos ou transcendentes sobre F. No caso dos
algébricos, calcule grau(irr(a, F)).

Il
:

(a) a=1i, F=Q (b)a=1+1i, F=R
(c)a=+m, F=Q (d)a=+/r, F=R
(e) a = \/7_T7 F:Q(ﬂ-) (f) 0427-‘-27 F:Q(ﬂ-g)

6. Mostre que se o € C é transcendente sobre Q entao /o é transcendente sobre Q.

7. (a) Sejam F D F uma extensao e a, € E. Suponha que « é transcendente sobre F' mas
algébrico sobre F'(3). Mostre que 3 é algébrico sobre F'(«).

(b) Seja £ D F uma extensao e seja o € E transcendente sobre F'. Mostre que todo elemento
B € F(a) é transcendente sobre F.
8. Considere o polinomio f(z) = z* — 222 + 9 € Q[x].

(a) Mostre que f é irredutivel sobre Q.

(b) Verifique que f se fatora sobre Q(i) da seguinte maneira:

f(z) = (2 + 2ix — 3)(2® — 2ix — 3).

(c) Mostre que i + /2 € Q(i,1/2) é uma raiz de f. Calcule [Q(,v/2) : Q].
9. Seja e € C, € =1. Calcule [Q(e) : Q.

10. Sejam E D F uma extensao e a € F algébrico sobre F' de grau impar. Prove que «
algébrico sobre F' de grau fmpar e que F(a) = F(a?).
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11. Seja F' um corpo e seja K uma extensao de F'. Sejam «, § € K elementos algébricos sobre F'
com [F(a): F]=ne[F(B): F] =m. Mostre que se mde(m,n) =1, entdao [F(«, 3) : F] = mn.
12. Considere o seguinte polinémio f(z) = z* — 62% + 9z + 3 € Q[z].

(a) Mostre que f é irredutivel sobre Q.

(b) Seja u € C uma raiz de f. Calcule [Q(u) : Q]. Expresse cada um dos seguintes elementos
de Q(u) como combinagao linear de 1, u e u? sobre Q: u®, 3u® —u*+2, (u+1)71, (u* —6u+8)~L.

13. Em cada um dos itens abaixo, decida se f € F[x] é irredutivel sobre F:

(a) f(z) = a* +3, F = Q(v5);

(b) f(z) =2°+8r—2, F = QV2.
14. Seja F' um corpo e seja E' uma extensao de F' tal que [E : F| = p, onde p é um nimero primo.
Mostre que E = F(«), para qualquer o € E'\ F.

15. Seja E uma extensao de um corpo finito F', |F| = ¢q. Seja a € E algébrico sobre F de grau
n. Quantos elementos tem o corpo F'(a)?

16. Dé exemplo de um corpo com 9 elementos.

17. (a) Mostre que existe p(x) € Zs[z], de grau 3, irredutivel sobre Zs.
(b) Use (a) para provar que existe um corpo F' com 27 elementos. Qual a caracteristica de F'7

18. Seja F' um corpo finito de caracteristica p. Mostre que todo elemento de F' algébrico sobre
2L, C F.



19. (a) Mostre que se F' é um corpo finito entao existem n € Z, n > 1, e p um primo positivo
tais que |F| = p™.
(b) Dados n € Z,n > 1 e p um primo positivo, existe um corpo finito F' com p" elementos?

20. (a) Prove que para todo corpo finito F', existe um polinémio de grau 2 com coeficientes em
I que é irredutivel sobre F.
(b) Mostre que dados um natural n, e um primo natural p existe um corpo com p** elementos.

3 parte: Construgoes com régua e compasso
1. Prove que o pentagono regular é construtivel.
2. Prove que o poligono regular de 9 lados nao é construtivel.

3. Prove que um poligono regular de n lados é construtivel se e somente se o ponto P =
(cos 2% sin 2T ) ¢ construtivel.

4. O poligono regular de 15 lados é construtivel?

5. Mostre que se os poligonos regulares de m e de n lados sao construtiveis e mde(m,n) = 1,

entao o poligono regular de mn lados é construtivel.

Sugestao: Escreva 2X = a2 + b2™ com a,b € Z e calcule cos
mn m n

2
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6. Prove que é possivel trissectar o angulo de 72°.



