2 Lista de Exercicios de Anéis e Corpos - MAT0264

1¢ parte: Homomorfismos de anéis

1. Sejam R e S anéis comutativos com unidade. Se ¢ ¢ um homomorfismo de R sobre S e se
caracteristica de R é nao nula, prove que a caracteristica de S divide caracteristica de R.

2. Sejam M e N ideais de um anel R.
a) Mostre que N é ideal de M + N
b) Mostre que M N N é ideal de M.
¢) Mostre que (M + N)/N é isomorfo a M /(M N N).

3. Sejam Dy = {a +2bi|a,b € Z} C C e Dy = {a+ by/2 + c/4|a,b € Z} C R. Mostrar que D,
e Dy sao dominios de integridade e descrever os corpos de fracoes.

2% parte: Anéis de Polindmios

1. Encontre o mdc e o mmec dos seguintes polinomios, sobre o corpo Q:
(a) flx)=2®—62°+2+4 e g(x)=2"—6z+1
b) f(z)=224+1 e gz) =2+ 23+ 2 +1

2. Mostre que:
(a) 2% +x + 1 é irredutivel em Z[x];
(b) 2% + 1 é irredutivel em Z;[z];
(c) 23 — 9 é irredutivel em Zs [x];
(d) 2* — 9 é redutivel em Zy;[z].

3. a) Mostre que 2% + 1 é irredutivel em Z;[z] e prove diretamente que Zj[z]/(z* + 1) é um
corpo, com 121 elementos.

b) Mostre que z* + = + 4 é irredutivel sobre Z;; e prove diretamente que Zi;[z]/(z* + x + 4)
¢ um corpo com 121 elementos.

c) Os corpos Zy[x]/{x* + 1) e Zi1[z]/(z* + x +4) sdo isomorfos? Justifique.
4. Mostre que R[z]|/(z* + 1) ~ C.

5. Seja f € Q[z], f # 0. Mostre que f é divisivel pelo quadrado de um polindémio se e 86 se
wde(f, ) # 1.

6. Se f € Z,[z] é irredutivel sobre Z,, (p primo), de grau n. Mostre que Z,[z]|/(f) é um corpo
com p" elementos.

7. (a) Mostre que se p é um primo, entao o polinémio f(x) = 2" —p é irredutivel sobre Q, Vn > 1.
(b) Mostre que o polindémio f(z) =1+ + ... + 2P~ (p primo), é irredutivel sobre Q.

8. Prove que se D é um anel de integridade, entdo D[z] é também um anel de integridade.

9. (a) Seja D um anel de integridade. Descreva os inversiveis de D]x].
(b) Encontre os inversiveis de Z[z]| e de Z[z].

10. Considere f(z) = 2°+32°+42* -3z +2 e g(z) = 2?4+ 22— 3, em Z;[z]. Encontre q,r € Z;|x]
tais que f =g-q+ 7, comr =0 ou g(r) < 2.



11. (a) Decomponha f(z) = z* + 4 em fatores irredutiveis de Zs[z].
(b) Faga o mesmo para f(x) = 2 + 2x + 3 em Zs[z].
(c) f(z) = 2% + 62 + 12 é irredutivel em Q[z]? E em R[z]? E em C[z]?
(d) Repita o item (c) para g(z) = 2% + 8z — 2.

12. Seja F' um corpo. Prove que todo ideal primo de F[z] é maximal.

13. Verifique se o conjunto J é ideal de R:
(a) J={f€Qlz] / f(V5) =0}, R=Qa];
(b) J={f €Qlz] / f(V3) >0}, R=0Qlzl;
() J={f€Qlz] / (+1)f | (*+1)(2* —2)}, R=Qla;
(d) J=A{f €Zsfa] / (z+1) | (= + 1)f}, R =Zsla].
Nos casos afirmativos, encontre g € R, monico, tal que J = (g).

14. Verifique se as afirmagcoes abaixo sao verdadeiras ou falsas, justifique ou dé contra-exemplo.
a) Se R é um anel com divisores de zero, entao R[x] é um anel com divisores de zero.
b) Se E C F sao corpos e f € E[z] entao o conjunto J = {a € F' | f(a) =0} é um ideal de F'.

c) Se E C F sao corpos e a € F entao o conjunto J = {f € F[z| | f(o) = 0} é um ideal de

d) Se F' é um corpo, os inversiveis de F'[z]| sdo os elementos nao nulos de F.
e) Um polinémio de grau n com coeficientes em F' pode ter mais que n raizes, em algum corpo
E que contenha F'.
15. Mostre que sobre qualquer corpo existem infinitos polinémios irredutiveis.

16. Seja f € R[z], grau(f) = 2. Prove que f(x) = az?®+ bx + ¢ é irredutivel sobre R se e somente
se A = b? — 4ac < 0.

17. Determine todos os polindmios irredutiveis de grau 2 em zes[z|. Determine todos os polinomios
irredutiveis de grau 3 em zes[z]

18. Decomponha em produtos de polinomios irredutiveis os polinémios f € F|x] abaixo sobre os
corpos indicados.

a) f=2*-52>+6, F=Q; F=R, F=C; b) f=a"+23+2"1, F=17Zs.

3 parte: Dominios Euclidianos, dominios de ideais principais e dominios fatoriais
1. Mostre que todo corpo é um dominio euclidiano.

2. Mostre que quaisquer dois méximos divisores comuns de dois elementos nao nulos em um
dominio de integridade sao associados.

3. Seja R um dominio de integridade.
a). Mostre que todo elemento primo de R é irredutivel.
b). Mostre que em um DIP vale a reciproca do item anterior.
c). Prove que 2 + /=5 é irredutivel porém nao ¢ primo.
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4. Seja R um dominio de integridade.

(a) Defina um minimo miltiplo comum de dois elementos de R.

(b) Mostre que em um dominio de ideais principais todo par de elementos a, b tem um minimo
multiplo comum.

5. Se R um dominio de ideais principais e sejam a, b, ¢ € R. Mostre que a). a e b sdo relativamente
primos se e somente se (a) + (b) = R; b). se a e b sdo relativamente primos e a divide be, entao a
divide ¢; ¢). se a e ¢ s@o relativamente primos e b e ¢ sao relativamente primos, entdo ab e ¢ s@o
relativamente primos.

6. Determine o maximo divisor comum em Z[i], entre os seguintes elementos:
i)a=3+4 e [=4-3i
i) a=114+7 e p[f=18—1

7. Considere Z[x] o anel de polinémios com coeficientes inteiros.
(a) Z[x] é um dominio de fatoriza¢ao tnica?
(b) Mostre que I ={a+zf(x) | a € 2Z, f € Z]z|} é um ideal de Z[z].
(c) Z[z] é um dominio de ideais principais?
(d) Z[z] é um dominio euclidiano?

8. Demonstrar que uma condicao necessaria e suficiente para que o elemento a num dominio
euclidiano seja uma unidade é que d(a) = d(1).

9. Verifique se as fungoes abaixo sao valorizacoes euclidianas para os anéis R indicados:
(a) v(n) =n? Vn#0, R=1Z;
(b) v(f) = grau(f), Vf #0, R = Z[a);
(c) v(f) = |anl, se f(z) = anz™ + ... + a1 + a9 com a,, # 0, R = Z[z].

10. Verifique se os elementos « abaixo sao irredutiveis nos dominios D indicados. Nos casos em
que couber, decomponha « como produto de irredutiveis:
(a) a=14 em D =7.
(b) a =22 —10 em D = Z[z].
(c) a=2x—10 em D = Z[z].
(
(
(

a=4+3i em D =Z[].
11. Mostre que 3, 7, 1 4+ 24/—5 nao sao primos em Z[v/—5].

12. Mostre que um dominio de ideais principais todo ideal distinto do anel todo esta contido num
ideal maximal.

13. Seja R. um dominio fatorial. Mostre que para quaisquer a,b € R, existe um maximo divisor
comum de a e b.

14. Seja R um dominio euclidiano e seja v : R\ {0}toN uma funcao que satisfaz as condig¢oes na
definicao de dominio euclidiano.

a). Sejam a, b sdo associados ambos # 0, entao v(a) = v(b).

b). Se v(a) = v(b) e a|b implicam que a e b sdo associados.

¢). Mostre que v(1) < wv(a), para todo a € R, a # 0.

d). Seja u € R, u # 0. Mostre que u ¢ inversivel se e somente se v(u) = v(1).



