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SULLA DETERMINALIONE HEI Pﬂﬂfifﬂﬂﬁl DI UKA CURMA LOGISTICH

NOTA I — Interpolaznone di una logistica dato I'asintoto inferiore (nulio)
e tre ordinate equidistanti (Metodo a).

Si tratta di determinare i parametri della curva logistica con asintoto
mfenore nullo, note le ordmate in tre punti equidistanti (che indiche-

TEMO Y, Y ¥2)-

Sistema d’equazioni: da y () = Z—E:%TI 8i ricava:
__C
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Abbiamo cosi determinato e—¢, ossia a. Determiniamo ora C.
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E finalmente

4= 1

Yo

-Perché y(t) sia reale occorre e basta che £ gia reale e positivo, e
dev’essere quindi ¥, ¥, (y2 yl) (¥1—¥y,) > 0. Dev’essere cioé y, comprese
fra y, e y, (andamento monotono) se ¥, e ¥, hanno lo stesso segno, come
avviene certamente nel caso pratico che ci interesssa, ove le ¥ sono essen-
zialmente positive. Se invece Y, € Y, avessero segno opposto, y, dovrebbe
essere non compreso fra di essi.

Supposta la logistica reale, sono da distinguere due casi: se 4 =0, &

Ade=* +1>=1 (qualunque sia t)
e y(t)=0C (asint(;t(‘) superiore).
Se invece 4 <0, Ade=*4+1=0pert=_1 = % log | 4| e y(¢) ha
un polo per ¢{—»t,:

lim

t"—>tg

y () =

Per avere il primo caso (potremo dire: una logistica limitata) occorre
e basta che sia

A=—?—1>~0, ossla — =1
o essendo
Y1(1—e—9) ¥y (1 —°)
C 1
Joyo"_y e—’ Yo— Y1 e—°>

Sostituendo ad e¢—= il suo valore e semplificando si ha

Yo Y2 [Y:— Uo y2] > 0;

88 Y, e ¥, hanno segni contrari la logistica non pud non essere illimitata,
e dobbiamo supporre quindi y, y, > 0, e in tal caso Y1 Y2 Y5 devono avere
Io stesso segno, e la condizione perché la logistica risulti limitata é allora

Y>> Yo ¥e 191>V o Y2 -

Perche la logistica sia limitata y, y, y, devono avere lo stesso segno
e ¥, deve superare in valore assoluto la media geometrica di y, e y,.
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NOTA II. — Interpolazione di una logistica date quattro ordinate
equidistenti (Metodo b).

Si tratta di determinare i parametri della curva logistica di ¢oi non e
noto D’asintoto inferiore, note le ordinate in quattro punti equidistanti
(che indicheremo ¥, ¥, ¥: ¥s) . Sia

C

y=K+1ydee

Indichiamo per brevita e — ¢ = a; avremo

Yo=K + 1-(:4
he=K+ 1
3/2=K+#M
B K+

Eliminando K:

v of 1 1
h—Y%=YT374a 154

| _of_ L 1
Y= =Y \T X 4a® 1+ 4a

Y SN SR )
Bs—h=Y\114a" 1+4a

Eliminando C:
1 ——c——
Y2—7U 1 . 1
14 Aa® 14 Aa
_ (1+A4)—(1+4a) ‘1'-’-}-'Aa’_i_"1+Aa2
T (14 4dea)— (14 4a’) 1+4  a 1+A4A°
Posto =¥ _ g
‘ Ya2—U
1 14 Aa®
e 152 %
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Analogamente
.v1- 1.
Yo — s =_1~}-Aa.z 14+4a 1 1+Aa’.
Ys—Ys 1 1 a1+ Aa
14 4a® 1+ Aa?
Posto Y27 _ n
Ys—Ya
S 1+ Aa® N
a 14+ A4 A
1+ Aa?® 14 4a* |
Dalle T—T-_T_aM 1+Aa =aN

si tratta di ricavare a ed A.

Cominciamo col ricavare A:

14+ da®=aM (1 + A)
A(a*—aM) =aM —1
aM—1

1+ Aa®=aN (1 + Aa)
A (a®*—a®N) =aN —1

aN —1

=a,(a—M)=.az(a———N)

Otteniamo un’unica equazione in a

aM—1 aN—1
a(a— M) a%*(a—N)

0ssia
a*@M—1) (a—N)—a(@N—1)(a—M4)=0
o anche (essendo a == o) ‘
a(aM—1)(a—N)—(aN—1)(a—M)=0
Ma*—(1+MN+N)a*+(Q+MN+ N)a— M =0.

L’equazione ammette ovviamente la radice a =1, che possiame
senz’altro escludere (altrimenti si avrebbe y (t) = costante). Si ha allora,
dividendo per (a — 1)

a®—1 a*—a

HGTE UMD

=M(@+a+1)—(Q+M N+ Na=Ma*—(1+MN+N—Ma+ M
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e quindi (M =Fo) .

a,_1+M1~;1»—Ma+1=0

oo [QEDQEI ],

Le radici di quest’equazione (reciproca) sono:

=i \/————1
2

ove c=1ENA+Y) ,_ %-9 Y2 — Yo —2.
M Ys=—Y: Y1—Y

In base alle due radici si ottengono due sistemi di parametri:

=-——-+\/"—1"‘6 @ ag=-}—=3_’°’ (ae=—a;)

a,
Al ay (al"'—.M) Az Al
-C], = - i Yi— Yo 1 021: — Cl
1+ a,A4, 1+ 4,
K, =y, Gy K,= K, + C;
{ 1+Al ‘ “

ma & da osservare che i due sistemi di parametrx determinano la med.e
sima, equazione, Infatti:

Cg - Cl
i K +1+A — agt Kl‘+_01 1+ 1 Gg‘
| (14 ) —1 »
—Ktc— 2 K +—O
= 4&17 1 = a3 *
__]_-__ a,t. 1+A e-“‘.
1+ 5o HAie

L’equazione & quindi pienamente e univocamente determinata.
Occorre perd, per il caso che ci interessa, che y (t) sia funzione reals,
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e per ci0 occorre e basta che siano reali e positive le radici a, e a, del-
’equazione

a*—ac+1=0

e dev’essere cioé >4, c>0"
ossia c>2 (1)
il che significa Ys— N Y2TYo -

Ys— Y2 Y2—Y%o

Sotto altra forma, se indichiamo con % e v gli incrementi della popo-
lazione nel primo e nel terzo intervallo, e con w quello dell’intervallo
centrale (2):

U=Y1—Yo, W=Y2s— Y1, V=Ys—Y,
si ha la condizione (v +w) (v +w)>4ur . seur >0,
(v +w) (v + w)<4ur seur < 0,
ossia w4t (u+r)w—3uww=0 (> seur >0, < seur < 0).
Perche la w?+-(u+v) w — 3 ur = 0, considerata come equazione in 1,

2
abbia radici reali e distinte, occorre e basta che sia (u _;_ v) + 3uv >0, cio

che avviene sempre se ur > 0, e che nel caso contrario avviene se e soltanto
se uno dei due numeri « e v & in valore assoluto pit di (7 4 /48) = 13,02
volte maggiore dell’altro. ' :

Il caso in cui non esistono due radici reali e distinte va senz’altro
escluso, non potendo allora verificarsi la nostra condizione; supponiamo
quindi che esistano, e siano W, e W,. Esse poi hanno segno contrario
se uv > 0; se invece ¢ uv < 0 hanno lo stesso segno, e precisamente il segno
del minore, in valore assoluto, fra i due numeri » e » (che, rammentiamo,
¢ oltre 13 volte minore dell’altro); nel primo caso, percheé la logistica sia
reale, w deve risultare esterno all’intervallo W, W,, nel secondo interno.

Queste le condizioni perché la logistica sia reale; ma interessa ancora
distinguere se e limitata o illimituta ; per questa nuova ricerca dobbiamo
studiare ’andamento di una logistica reale e vedere il significato dei due
diversi sistemi di parametri che la determinano.

(1) Abbiamo scritto > e non = perché, se ¢=2, a; =a, =1, e risulterebbe
y = costante: non si avrebbe cioé nessuna funzione del tipo cercato.
(2) Si osservi che, mediante 4, v, w, si pud esprimere

(u V+ w) (v+ w) : u w
c = s —2,M=‘J,N=:‘—.
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: C
Dalla y(t)=K+ m
lLim _ YK a>0
scende t—> — Y= jK+C a0
lim ) = K+4+C a>0
t->o YT |EK a0

Scegliere 'uno o I'altro dei due sistemi di parametri significa sem-
plicemente riferirsi all’asintoto inferiore o superiore. Stabilendo che K
debba rappresentare P’asintoto per ¢ —» — o0, si deve scegliere ¢ > 0 e
quindi ¢—* <1, ossia quella delle due radici (reciproche) a, e a, che
¢ < 1. Cio supporremo sempre in seguito tacitamente stabilito, cosicchd
sia a > 0.

B allora e—< funzione decrescente, e di conseguenza ¥ (t) funzione
crescente o decrescente a seconda che 4 e C hanno segni uguali o contrari.
Se A > 0 la logistica & limitata, e passa sempre crescendo (se C > 0;
se C < 0 sempre decrescendo) da K a K -+ C al variare ditda — oo a + 0.
Se 4 < 0, la logistica ¢ illimitata, e ha precisamente un polo per t —> , =
-—:—la— log |4 |; se C<C0,y varia, sempre crescendo, da K a + o e da — oo
a K -+ Cal variare di t da —o at; e dat, a +o0; se 0 >0 decresce al
contrario da K a —oc e da 4+ o a K + C. Ne segue che I'incremento
Y () —y(f,) di ¥ in un intervallo ¢,, %, ({,>>1,) ha il segno di AC se
nell’intervallo non esiste un polo (e cioé sempre quando la logistica &
limitata, e, se & illimitata, quando il polo & esterno all’intervallo) e ha
segno contrario nel caso opposto.

Consideriamo ora i tre incrementi %, v, w, supponendo naturalmente
che sodisfino le restrizioni trovate affinché la logistica risulti reale. O essi
hanno lo stesso segno, o uno ha segno contrario degli altri due. In questo
secondo caso la logistica & illimitata, ha un polo nell’intervallo corrispon-
dente all’incremento di segno contrario agli altri, & crescente o decrescente
a seconda che sono due gli incremanti positivi o quelli negativi. Nel primo
caso la logistica o & limitata, o & illimitata ma ha il polo esterno al periodo
considerato (da quella parte ove si ha 'incremento maggiore), e in ogni
caso & crescente o decrescente a seconda del segno, positivo o negativo,
degli incrementi.

Distinguiamo i vari casi. Se » e » hanno segno contrario (uv <0),
e uno di questi due numeri & in valore assoluto pilt di (7 4 \/ ¢3) volte
maggiore dell’altro (altrimenti per nessun valore di w nessuna logistica reale
esiste), w dev’essere compreso fra — 3 (u+v) & 5 \/ (4 +0)* F12 uz,
€ ha quindi il segno del minore, in valore assoluto, fra i due numeri u e .
Ne consegue che la logistica & illimitata, ha il polo nel primo intervallo

2 — Annali di Statistica - Serle VI, Vol. X.
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o nel terzo, e precisamente in quello che ha I'incremento maggiore in
valore assoluto (e cio® nel primo se |u|>|v|, nel terzo se (v|>|u|),
& crescente o decrescente a seconda che & positivo o negativo il minore
in valore assoluto dei due incrementi u e v.

Se % e v hanno lo stesso segno (uv > 0), w dev’essere o maggiore di

Wi=3 V(wFo)+12ue—3 (u+7),

0 minore di

W,;———:— V (w+o2 +12u —5 (u+ ).

Ricordiamo che le due radici hanno ora segni contrari, tali due condizioni
corrispondono a due casi distinti. L'ipotesi che da a w il segno contrario
a quelli di % e v di luogo a una logistica illimitata col polo nell’intervallo
centrale (il secondo); quella che d& a w lo stesso segno di # e v, a una logi-
stica o limitata o col polo esterno al periodo considerato (primo, secondo
e terzo intervallo). In ogni caso poi la logistica & crescente o decreseente
a seconda che % e v sono positivi o negativi.

Non rimane ormai che a distinguere quando la logistica & limitata,
e quando non lo ¢, ma ha il polo esterno al periodo considerato, casi questi -
corrispondenti entrambi, come 8’8 visto, all’ipotesi che %, », w abbiano
lo stesso segno e w sia, in valore assoluto, maggiore di

Wo—-—\/(u» v)’-{-l"uv—-—;“-l-t’l |

(indichiamo cioé con W, il valore assoluto di quella fra le radici W, e W,

che ha lo stesso segno di u e v).
Perché la logistica sia limitata sappiamo essere necessario e sufficente

che Tisulti A > 0; essendo A = (M — a,)/(a, — M), cid equivale a dire
che M dev’essere compreso fra le radici a, e a,, ossia che a* —ac + 1
risulta negativo per a = M. Sostituendo:

M—QQ+MN+N—MU)+1=(U—DN) (M +1)<0,
ossia M <N, ww<w, lw|>W=\uv (1)
Questa condizione implica la precedente, essendo sempre
W=\ uw=W,.

Pongasi infatti H =3 |w+v|, e si ricordi che H = W, per note
proprieta delle med.le Si ha allora ovviamente 2 HW = 2W?
(H+Wy=H+2HW+W=H'4+3W, W=\/H'+3W*—H =W,
c. v. d. Il segno = vale poi soltanto per u =v (e allora W = |u | =|v]),
oltre che per il caso, da escludersi, uv = 0.

(1) Se |w| =4/us la logistica degenera in un'esponenziale.
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La logistica risulta quindi, riassumendo :

T limiteta !w|>ﬁ; l[mm
8 w dello stesso - ,,.
ostorno ‘ prima § segno di n e v : _ ]ul>lv’
 elperiodo, g 7 Vet rzw—g|uto|<|w]|< fu = &
conside- & - X
elo| rato [ dopo| £ . [o|>|«] E :
-1% ® :
¢ A ° 1
D § oo s .8 ai —
FECPEE | | wnioawes | [el> T emermes ] B
g
| nelprme | £ Hul> (7 vEB)|o] , o
el e §§ — w tre — - W+ o) % 5 /(u+0)* + 1200
imaginaria in ogni altro caso e clod¢:

w qualunque, se :

1 S e
u e v stesso segno, w tra —T(“+”)i‘,—]/(u+v)'+12ur;
% e v segno opposto e:
rapporto del magglore al minore tra lul e |v“ <7+V’4—s;

~ w non compreso tra — —;— (u+v) V’(u + v)* + 12 uvp nel caso opposto

Si vedrebbe poi fa-
cilmente che, rappresen-
tando cartesianamente
i sistemi di parametri u,
v, w, i diversi casi cor-
rispondono alle regioni
in cui lo spazio & diviso
dai due coni (col vertice
nell’origine) d’equazione

W —ur =
e
w4 (u+v) w — 3uvr=0
e dai due piani u = 0,
= 0. La figura qui- a
fianco ne da la sezione

col piano ¥ +v=2.1 di-

versi tratteggi corrispon-
dono alle diverse ipotesi,
come appare dal con-
fronto colla precedente
tabella, a fianco della
quale sono riprodotti.

u=0 V=0

(1:1:0)

(-0sr. 25, -1
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