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REITOR: Prof. Dr. Marco Antonio Zago

INSTITUTO DE MATEM ÁTICA E ESTAT ÍSTICA
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Introduç ão

O contéudo desta apostila correspondeàs notas de aulas (preparadas a partir

dos textos da bibliografia) de parte do curso de “Cálculo Avançado”, pertencente

ao programa de ṕos-graduaç̃ao do IME-USP, ministrado pela primeira autora em

1993. Este material foi usado pela primeira vez no “XVII Cursos de Verão”, em

1998, na disciplina “Ćalculo Diferencial Geoḿetrico noRn”. O objetivo destas

notasé servir como um roteiro para o estudo do Cálculo Diferencial e apresentar

diversas aplicaç̃oes, sobretudo nos exercı́cios propostos ao final do texto.

Neste texto assumiremos que o leitor esteja familiarizado com a Análise na

Reta. Em particular que emR são equivalentes as propriedades do supremo, do

ı́nfimo, dos intervalos (fechados e limitados) encaixantes e que toda sequência de

Cauchy converge.

As observaç̃oes de professores, alunos e monitores da disciplina correspon-

dente, em v́arios Cursos de Verão do IME-USP, permitiram que editássemos a

primeira vers̃ao com algumas melhorias e várias correç̃oes. A eles, o nosso agra-

decimento.

Este trabalho foi parcialmente financiado pela FAPESP e CAPES.

São Paulo, dezembro de 2015.
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CAṔıTULO 1

Topologia doRn

Consideraremos, em geral, o espaçoRn com a ḿetrica induzida pelo produto

internox.y=
n

∑
i=1

xiyi , ondex= (x1, . . . ,xn),y= (y1, . . . ,yn) ∈ Rn. Assim,

‖x‖=√
x.x=

√
∑n

i=1x2
i e d(x,y) = ‖x−y‖.

A bola abertade centrop e raior > 0 é o conjunto

Br(p) = {x∈ Rn : d(x, p)< r}

e abola fechadade centrop e raior > 0 é

Br(p) = {x∈ Rn : d(x, p)≤ r}.

Deixamos ao leitor verificar que

‖x−y‖1 =
n

∑
i=1

|xi −yi | e ‖x−y‖∞ = sup{|xi −yi | : i = 1, . . . ,n}

tamb́em s̃ao ḿetricas emRn mas que ñao se originam de produto interno pois não

obedecem a regra do paralelogramo:‖x− y‖2+ ‖x+ y‖2 = 2(‖x‖2+ ‖y‖2), para

todosx,y∈Rn. Além disso, as três ḿetricas s̃ao equivalentes, istóe, dada uma bola

numa das ḿetricas, existe uma bola de mesmo centro, de outra métrica, contida na

primeira.

Temos as seguintes definições:

DEFINIÇÃO. Um subconjuntoA ⊂ Rn é abertose, para todop ∈ A, existir

r > 0 tal queBr(p)⊂ A. Um subconjuntoF ⊂ Rn é fechadose seu complementar,

Fc, for aberto.

DEFINIÇÃO. DadoD ⊂ Rn, dizemos que um pontop∈ Rn é

1. ponto interioraD se existirr > 0 de modo queBr(p)⊂ D;

2. ponto de fronteiradeD se, para todor > 0,Br(p)∩D 6= /0 eBr(p)∩Dc 6= /0;

3. ponto de acumulaç̃ao deD se, para todor > 0, existirx∈ D∩Br(p), com

x 6= p;

4. ponto de ader̂enciadeD se, para todor > 0, existirx∈ D∩Br(p).

9



10 1. TOPOLOGIA DORn

Denotamos os conjuntos dos pontos interiores, de fronteira, de acumulação e de

ader̂encia deD, respectivamente por
◦
D, ∂D, D′ eD.

EXEMPLO 1.1. Somente usando as definições de aberto e fechado, podemos

garantir que

1. o conjunto vazio eRn são abertos e fechados;

2. o intervalo[0,1[⊂ R nãoé aberto nem fechado;

3. o intervalo[0,∞[⊂ R é fechado;

4. o conjunto{p1, p2, . . . , pk} ⊂ Rn é fechado;

5. para todor > 0, Br(p) é aberto eBr(p) é fechado;

6. para todo subconjuntoD ⊂ Rn,
◦
D é aberto e∂D é fechado;

7. o conjunto{1
n : n∈ N∗} ⊂ R nãoé aberto nem fechado;

8. o conjunto{0,1, 1
2, . . . ,

1
n, . . .} ⊂ R é fechado;

9. seQ denota o conjunto dos números racionais entãoQn ⊂Rn nãoé aberto

nem fechado;

10. seA⊂Rn×Rm é aberto ent̃aoπm(A)⊂Rm é aberto, ondeπm é a projeç̃ao

πm(x,y) = y, deRn×Rm emRm;

11. seA⊂ Rm eB⊂ Rn são abertos entãoA×B⊂ Rm×Rn é aberto;

12. seF1 ⊂ Rm eF2 ⊂ Rn são fechados, então,F1×F2 ⊂ Rm×Rn é fechado.

PROPOSIÇ̃AO 1.2. Temos:

(a) Se(Ai)i∈I são abertos deRn ent̃ao os conjuntos
⋃

i∈I

Ai e
⋂

finita
Ai são

abertos deRn.

(b) Se(Fi)i∈I são fechados deRn ent̃ao os conjuntos
⋂

i∈I

Fi e
⋃

finita
Fi são

fechados deRn.

DEMONSTRAÇÃO. (a) Usa somente a definição de aberto.

(b) Usa que(
⋂

Fi)
c =

⋃
Fc

i e (
⋃

Fi)
c =

⋂
Fc

i . �

EXEMPLO 1.3. Observe que interseção infinita de abertos não é necessaria-

mente um aberto, nem união infinita de fechadośe necessariamente um fechado,

já que
⋂∞

n=1

]
−1

n,
1
n

[
= {0} não é aberto e

⋃∞
n=1

[
−1+ 1

n,1− 1
n

]
=]− 1,1[ não é

fechado.

Algumas caracterizações de ponto de acumulação s̃ao dadas pela

PROPOSIÇ̃AO 1.4. Sejam D⊂ Rn e p∈ Rn. S̃ao equivalentes:

(a) p é ponto de acumulação de D;

(b) para todo r> 0, Br(p) cont́em uma infinidade de pontos de D;
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(c) existe uma sequência xn de elementos de D, todos distintos de p, que

converge para p.

DEMONSTRAÇÃO. Exerćıcio. �

O seguinte resultado caracteriza os conjuntos fechados deRn.

PROPOSIÇ̃AO 1.5. Seja F⊂ Rn. S̃ao equivalentes:

(a) F é fechado;

(b) F cont́em todos os seus pontos de acumulação;

(c) F cont́em todos os seus pontos de fronteira;

(d) se xn é uma seqûencia em F que converge para p então p∈ F.

DEMONSTRAÇÃO. Exerćıcio. �

APLICAÇÃO. SeD é um subconjunto deRn, ent̃ao,D′ eD são fechados.

DEFINIÇÃO. Um subconjuntoK ⊂Rn écompactose qualquer cobertura deK

por abertos admitir uma subcobertura finita, istoé, se, para toda faḿılia (Aα)α∈I

de abertos deRn comK ⊂ ⋃
α∈I Aα , existiremα1, . . . ,αs tais queK est́a contido

emAα1 ∪ . . .∪Aαs.

EXEMPLO 1.6. Usando apenas a definição acima, podemos concluir que

1. o intervalo[0,1[⊂ R nãoé compacto;

2. o intervalo[0,∞[ nãoé compacto;

3. o conjunto{1, 1
2, . . . ,

1
n, . . .} nãoé compacto;

4. o conjunto{0,1, 1
2, . . . ,

1
n, . . .} é compacto;

5. qualquer conjunto finito{p1, p2, . . . , pm} ⊂ Rn é compacto.

TEOREMA 1.7 (Heine Borel).Dados a e b ńumeros reais, com a< b, o inter-

valo [a,b]⊂ R é compacto.

DEMONSTRAÇÃO. Dada uma cobertura(Aα)α∈I de[a,b] por abertos, seja

S= {x∈ [a,b] : [a,x] é coberto por um ńumero finito de abertosAα}.

Temos queS é ñao vazio, j́a quea∈ S, eS é limitado superiormente porb. Assim,

existe o supremo deS, supS, ea≤ supS≤ b. Mostremos que supS= b. Sejaα tal

que supS∈Aα . Consideremosx∈Aα ∩Sey∈Aα tais que[x,y]⊂Aα e supS< y.

Sejamα1 . . . ,αn tais que[a,x]⊂
n⋃

i=1

Aαi . Como[a,y]⊂Aα1 ∪ . . .∪Aαn ∪Aα ey>

supS, devemos ter supS= b e, mais ainda,b∈ S. Portanto,[a,b] é compacto. �
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LEMA 1.8. Sejam K⊂ Rn compacto, p∈ Rm e (Aα)α∈I uma cobertura de

{p}×K por abertos deRm×Rn. Ent̃ao existe um aberto A(p) ⊂ Rm, com p∈
A(p), tal que A(p)×K é coberto por um ńumero finito dosAα .

DEMONSTRAÇÃO. Para cada ponto(p,x) em {p} × K, existemα tal que

(p,x) ∈ Aα e um abertoCx×Dx tais quep∈Cx ⊂ Rm, x∈ Dx ⊂ Rn eCx×Dx ⊂
Aα . Como(Dx)x∈K é cobertura por abertos deK, existemx1, . . . ,xs ∈ K tais que

{p}×K ⊂Cx1 ×Dx1 ∪ . . .∪Cxs ×Dxs. Basta tomarA(p) =
⋂s

i=1Cxi . �

PROPOSIÇ̃AO 1.9. Temos as seguintes propriedades:

1. Se K1 ⊂ Rn e K2 ⊂ Rm são compactos então o conjunto K1×K2 ⊂ Rn+m

é compacto.

2. Se Ki ⊂ Rni são compactos, para i= 1, . . . , l, ent̃ao
l

∏
i=1

Ki ⊂ Rn1+···+nl é

compacto.

3. O conjunto
n

∏
i=1

[ai ,bi ]⊂ Rn é compacto.

DEMONSTRAÇÃO. Basta demonstrar a parte 1. Dada uma cobertura(Aα),

por abertos, deK1×K2, para cadap∈ K1, existe um abertoA(p) ⊂ Rn, p∈ A(p)

tal queA(p)×K2 é coberto por um ńumero finito deAα . TemosK1 ⊂
⋃

p∈K1

A(p);

comoK1 é compacto, existemA(p1), . . . ,A(ps) tais queK1 est́a contido emA(p1)∪
. . .∪A(ps). Dessa maneira, obtemos

K1×K2 ⊂
s⋃

i=1

(A(pi)×K2)⊂
⋃

finita
Aα .

Portanto,K1×K2 é compacto. �

LEMA 1.10. Todo fechado contido em um compactoé compacto.

DEMONSTRAÇÃO. SejamF fechado eK compacto, comF ⊂ K. Se(Aα)

é uma cobertura por abertos deF , ent̃ao K ⊂ (
⋃

α Aα)∪Fc e, portanto, existem

α1, . . . ,αs tais queK ⊂ Aα1 ∪ . . .∪Aαs ∪Fc. Assim,F ⊂ Aα1 ∪ . . .∪Aαs. �

PROPOSIÇ̃AO 1.11. Se D⊂ Rn é um conjunto fechado e limitado então D é

compacto.

DEMONSTRAÇÃO. TemosD⊂
n

∏
i=1

[ai ,bi ], poisD é limitado. O resultado segue

do lema anterior e da parte (3) da Proposição 1.9. �
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OBSERVAÇÃO 1.12. Nem sempre fechado e limitadoé compacto. Por exem-

plo,Rn com a ḿetrica

d(x,y) =

{
1, se x 6= y;

0, se x= y.

De fato,Rn = B2(0) é limitado eé fechado. Aĺem disso, observando queRn =⋃

p∈Rn

{p}=
⋃

p∈Rn

B1(p), vemos que a cobertura
(
B1(p)

)
p∈Rn deRn não admite sub-

cobertura finita.

PROPOSIÇ̃AO 1.13. Se K⊂ Rn é compacto então K é fechado e limitado.

DEMONSTRAÇÃO. Temos queK ⊂
∞⋃

n=1

Bn(0) = Rn. ComoK é compacto,

existemn1, . . . ,ns tais queK ⊂ Bn1(0)∪ . . .∪Bns(0)⊂ Bmax{n1,...,ns}(0). Assim,K é

limitado. Mostremos queK é fechado. Dadop∈ Kc, para cadax∈ K, sejarx > 0

tal queBrx(x)∩Brx(p) = /0. Portanto,K ⊂
⋃

x∈K

Brx(x). Logo, existemx1, . . . ,xs ∈ K

tais queK ⊂ Brx1
(x1)∪ . . .∪Brxs

(xs) eBmin{rx1,...,rxs}(p)⊂ Kc. �

COROLÁRIO 1.14. Se K⊂R é um conjunto compacto e não vazio ent̃aosupK

e inf K pertencem a K.

DEMONSTRAÇÃO. Deixada a cargo do leitor. �

OBSERVAÇÃO 1.15. Para um subconjuntoK não vazio deRn (com a ḿetrica

usual) s̃ao equivalentes:

(i) K é fechado e limitado;

(ii) K é compacto;

(iii) Todo subconjunto infinito deK tem ponto de acumulação emK;

(iv) Toda seqûencia deK admite subseqûencia convergente emK.

Para completar a demonstração, veja [4].

DEFINIÇÃO. DadoE ⊂ Rn, dizemos queA⊂ E é aberto de EseA= A ∩E,

para algum abertoA deRn e F ⊂ E é fechado de EseF = F ∩E, para algum

fechadoF deRn.

DEFINIÇÃO. Um conjuntoE ⊂ Rn é conexose ñao existirem abertosA e

B deRn tais queA ∩E e B ∩E sejam disjuntos, ñao vazios eE ⊂ A ∪B ou,

equivalentemente, se não existirem abertosA eB deE tais queA∩B= /0,A 6= /0 6=B

eE = A∪B.

EXEMPLO 1.16. 1. /0 e{p} ⊂ Rn são conexos;
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2. {p1, p2, . . . , ps} ⊂ Rn nãoé conexo, ses> 1.

TEOREMA 1.17. Os conexos ñao vazios da reta s̃ao os intervalos.

DEMONSTRAÇÃO. SejaE um subconjunto ñao vazio deR. SeE não é um

intervalo ent̃ao existem pontosx,y ∈ E e c 6∈ E tais quex < c < y. Os conjuntos

abertosA =]−∞,c[ e B =]c,+∞[ mostram queE nãoé conexo. Portanto, todo

conexoé um intervalo. Mostremos agora que todo intervaloI é conexo. J́a vimos

queI = {p} é conexo. Suponha que o intervaloI não seja conexo. Então existem

abertosA ,B ⊂ R tais queA ∩ I e B∩ I são disjuntos, ñao vazios eI ⊂ A ∪B.

Sejamx∈ A ∩ I e y∈ B∩ I . Podemos considerar quex< y. Ent̃aoS= [x,y]∩A

é ñao vazio e limitado superiormente pory. Sejac = supS∈ [x,y] ⊂ I . Temos

x< c< y, c 6∈ A ec 6∈ B (justifique), o quée uma contradiç̃ao. LogoI é conexo.

�



CAṔıTULO 2

Funções cont́ınuas

Consideraremos funções f definidas emD ⊂ Rn com valores emRk.

DEFINIÇÃO. Dadop∈ Rn, ponto de acumulação deD, escrevemos

lim
x→p

f (x) = c∈ Rk

se, para todoε > 0, existirδ > 0 tal que, para todox∈D∩(Bδ (p)−{p}), tivermos

f (x) ∈ Bε(c); ou equivalentemente se, para todoε > 0, existirδ > 0 tal que, para

todox∈ D, 0< ‖x− p‖< δ tivermos‖ f (x)−c‖< ε.

DEFINIÇÃO. Dizemos quef é cont́ınua em p∈ D se, para todoε > 0, existir

δ > 0 tal que, para todox∈ Bδ (p)∩D, tivermos f (x) ∈ Bε( f (p)).

OBSERVAÇÃO 2.1. 1. Sep é ponto isolado deD (isto é, p∈ D mas ñao

é ponto de acumulação deD), ent̃ao f é cont́ınua emp;

2. Quandop∈ D é ponto de acumulação deD, ent̃ao

f é cont́ınua emp se, e somente se, lim
x→p

f (x) = f (p).

EXEMPLO 2.2. 1. A projeç̃ao π : Rn → R dada porπ(x) = xi , em que

x= (x1, . . . ,xn), é cont́ınua, pois dadoε > 0, como

‖π(x)−π(p)‖= |xi − pi | ≤
√

n

∑
i=1

(xi − pi)
2 = ‖x− p‖ ,

basta escolherδ = ε.

2. Toda funç̃ao f : Rn → Rk lipschitziana (istóe, existe uma constanteM tal

que, para todox,y∈ Rn,‖ f (x)− f (y)‖ ≤ M‖x−y‖) é cont́ınua.

3. A funç̃ao f : Rn →R dada porf (x) = ‖x‖ é cont́ınua, pois vale a desigual-

dade
∣∣∣‖x‖−‖y‖

∣∣∣≤ ‖x−y‖ (Exerćıcio 1 da lista).

4. Toda funç̃ao linearL : Rn → Rk é cont́ınua: de fato, sejaA = (ai j ) a

matriz deL em relaç̃ao a base canônica e sejamai = (ai1, . . . ,ain), para

15



16 2. FUNÇ̃OES CONT́INUAS

i = 1, . . . ,k.

L(x) =




a1
...

ak


x=




a1.x
...

ak.x


 .

Portanto, segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz (Exercı́cio 1 da lista)

que

‖L(x)‖=
√

k

∑
i=1

(ai ·x)2 ≤
√

k

∑
i=1

‖ai‖2‖x‖2 =
√

∑
i, j

a2
i j‖x‖ .

Escrevendo‖L‖=
√

∑
i, j

a2
i j , temos

‖L(x)‖ ≤ ‖L‖‖x‖ . (1)

Assim, ‖L(x)− L(p)‖ = ‖L(x− p)‖ ≤ ‖L‖‖x− p‖ e, portanto,L é lips-

chitziana. Observe que também temos o seguinte fato:

‖L(x)‖ ≤ ‖L‖1‖x‖ , (2)

em que‖L‖1 = sup{‖L(x)‖ : ‖x‖ ≤ 1} < ∞. De fato, segue de (1) que

o conjunto{‖L(x)‖ : ‖x‖ ≤ 1} é limitado superiormente; parax = 0, (2)

é verdadeira e sex 6= 0,

∥∥∥∥L

(
x

‖x‖

)∥∥∥∥ ≤ ‖L‖1. Logo resulta que‖L(x)‖ ≤
‖L‖1‖x‖, para todox∈ Rn.

PROPOSIÇ̃AO 2.3. Dados f: D ⊂ Rn → Rk e p= (p1, p2, . . . , pn) ∈ D, temos

1. A funç̃ao f = ( f1, . . . , fk) é cont́ınua em p se e somente se, para todo i, fi

é cont́ınua em p.

2. Se f é cont́ınua em p ent̃ao, para todo i∈ {1,2, . . . ,n}, a funç̃ao de

uma varíavel f(p1, . . . , pi−1, t, pi+1, . . . , pn) é cont́ınua em t= pi (porém a

rećıproca ñao é verdadeira).

3. Se p∈ D é ponto de acumulação de D ent̃ao f é cont́ınua em p se, e

somente se, para toda sequência xn de elementos de D que converge para

p, tivermos que f(xn) converge para f(p).

4. Se fé cont́ınua em p, ent̃ao f é localmente limitada nesse ponto.

5. Se k= 1 e f é cont́ınua em p com f(p) 6= 0, ent̃ao, localmente em p, f tem

o mesmo sinal de f(p).

6. Se D⊂ Rn f→ B⊂ Rk g→ Rm, com f cont́ınua em p∈ D e g cont́ınua em

f (p) ∈ B ent̃ao g◦ f é cont́ınua em p.
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7. Se f, g: D ⊂Rn →Rk são cont́ınuas em p∈ D ent̃ao f+g, λ f e f ·g s̃ao

cont́ınuas em p e se k= 1 e g(p) 6= 0 ent̃ao
f
g

é cont́ınua em p.

DEMONSTRAÇÃO. Faça como exercı́cio. Para provar 7, use 6. �

EXERCÍCIO. Enuncie e demonstre propriedades análogas para limites, obser-

vando que para a correspondente a 6.é necesśario colocar como hiṕotese, aĺem da

exist̂encia dos limites limx→p f (x) = c e limy→cg(y), queg não seja constante em

Br(c)∩B, para algumr > 0.

EXEMPLO 2.4. 1. Contra-exemplo para a recı́proca da propriedade 2:

f (x,y) =





2xy2

x2+y4 , se(x,y) 6= (0,0);

0, caso contŕario.

Temos quef (x,0) ≡ 0 é cont́ınua emx = 0 e f (0,y) ≡ 0 é cont́ınua em

y= 0. Poŕem f nãoé cont́ınua em(0,0), pois f (y2,y)=1, sey 6= 0. Obser-

vemos quef restrita a qualquer reta passando por(0,0) é cont́ınua nesse

ponto pois seγ(t) = tv, comv= (v1,v2) 6= (0,0), ent̃ao

f (γ(t)) =
2tv1v2

2

v2
1+ t2v4

2

;

logo,

lim
t→0

f (γ(t)) = 0= f (0,0) .

2. A funç̃ao f (x,y) =

{
1, sey= x2 6= 0;

0, caso contŕario
nãoé cont́ınua em(0,0) (e em

nenhum ponto da curvaγ(t) = (t, t2)), mas, restrita a qualquer reta que

passa por(0,0), é cont́ınua nesse ponto.

3. Toda funç̃ao linearL : Rn → Rk é cont́ınua (outra demonstração):

Temos queL(x) = (L1(x), . . . ,Lk(x)), em que cada

Li(x) = ai1x1+ . . .+ainxn =
(

ai1 . . . ain

)



x1
...

xn




é cont́ınua pelas propriedades, pois projeçãoé cont́ınua.

4. A funç̃ao f (x,y) =

{
e

1
−1+x2+y2 , x2+y2 < 1;

0, caso contŕario
é cont́ınua. Em particu-

lar, nos pontos(x,y) comx2+y2 = 1.
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De fato, as funç̃oesϕ : R→ R e r : R2 → R definidas por

ϕ(r) =

{
e

1
r2−1 , se 0≤ r < 1;

0, ser ≥ 1,

r(x,y) =
√

x2+y2

são cont́ınuas ef = ϕ ◦ r.

5. A curvaγ : [0,2π[→ R2, γ(t) = (cost,sent) é cont́ınua, injetora, mas sua

inversaγ−1 não é cont́ınua em(1,0) pois, para a sequência t2n =
1
2n

,

t2n+1 = 2π− 1
2n+1

, temos queγ(tn) = (costn,sentn) converge para(1,0),

masγ−1(costn,sentn) = tn não converge.

6. A funç̃ao dada porf (x,y)= (x2−y2,2xy) é injetora e contı́nua no conjunto

{(x,y) : y≥ 0}\{(x,0) : x≤ 0}, masf−1 nãoé cont́ınua em(p,0), p> 0.

DEFINIÇÃO. A imagem inversado conjuntoA pela funç̃ao f , denotada por

f−1(A), é o conjunto{x∈ D : f (x) ∈ A}.

PROPOSIÇ̃AO 2.5. Uma funç̃ao f : D ⊂ Rn → Rk é cont́ınua em D se, e so-

mente se, para todo A⊂ Rk aberto, o conjunto f−1(A) é aberto de D, istóe, se

existeA ⊂ Rn aberto tal que f−1(A) = A ∩D.

DEMONSTRAÇÃO. Suponhamos quef seja cont́ınua. DadoA⊂Rn aberto, se

A∩ f (D) = /0, ent̃ao f−1(A) = /0 é aberto; caso contrário, dadop ∈ f−1(A) seja

Bε( f (p))⊂ A e, pela continuidade def em p, existeδ > 0 tal que

f (D∩Bδ (p))⊂ Bε( f (p))⊂ A.

Basta considerarA =
⋃

p∈ f−1(A)

Bδ (p) (verifique). Reciprocamente, dadosp ∈ D e

ε > 0, sejaA aberto doRn tal que f−1(Bε( f (p)) = A ∩D. Dessa maneira, existe

δ > 0 de modo queBδ (p)⊂ A e f (Bδ (p)∩D)⊂ Bε( f (p)). �

COROLÁRIO 2.6. Uma funç̃ao f : D⊂Rn →Rk é cont́ınua em D se, e somente

se, para todo F⊂ Rk fechado, existeF fechado deRn tal que f−1(F) = F ∩D.

DEMONSTRAÇÃO. Se f é cont́ınua, pela proposiç̃ao anterior, imagem inversa

de qualquer aberto deRk é aberto deD. DadoF ⊂ Rk fechado, temos queF = Ac

comA⊂ Rk aberto. Assim, existeA aberto deRn tal que

f−1(F) = f−1(Ac) = D\ f−1(A) = D\ (A ∩D) = D∩A
c = D∩F .
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Reciprocamente, se imagem inversa de fechado deRk é fechado deD, dadoA⊂Rk

aberto,A= Fc comF ⊂ Rk fechado, existeF fechado deRn tal que

f−1(A) = f−1(Fc) = D\ f−1(F) = D\ (F ∩D) = D\F
c = D∩A .

Pela proposiç̃ao anterior,f é cont́ınua. �

PROPOSIÇ̃AO 2.7 (Teorema do Valor Intermediário). Se E⊂Rn é um conjunto

conexo e f: E → Rk é cont́ınua ent̃ao f(E) é conexo.

DEMONSTRAÇÃO. Suponhamos quef (E) não seja conexo. Logo, existem

abertosA eB deRk tais queA∩ f (E), B∩ f (E) são ñao vazios, disjuntos ef (E)⊂
A∪B. SejamA e B abertos deRn tais quef−1(A) = A ∩E e f−1(B) = B∩E.

Temos queA ∩E eB∩E são ñao vazios, disjuntos eE ⊂A ∪B, o que contradiz

a hiṕotese de queE é conexo. Portanto,f (E) é conexo. �

COROLÁRIO 2.8. Se f: E ⊂ Rn → R é cont́ınua em E conexo e f(x1) < y<

f (x2) ent̃ao existex̄∈ E tal que f(x̄) = y.

EXEMPLO 2.9. 1. Dadosp,q ∈ Rn, o segmento de retapq⊂ Rn é co-

nexo. De fato, temos que a funçãoγ(t) = p+ t(q− p) é cont́ınua, o inter-

valo [0,1] é conexo epq= γ([0,1]).
2. Rn é conexo. De fato, suponha queRn não seja conexo. Então existem

abertosA ,B não vazios, disjuntos tais queRn = A ∪B. Sejamp∈ A ,

q ∈ B e γ(t) = p+ t(q− p), t ∈ R. Temos queA = {t ∈ R : γ(t) ∈ A }
e B= {t ∈ R : γ(t) ∈ B} são abertos disjuntos não vazios eR = A∪B, o

queé uma contradiç̃ao, poisR é conexo.

3. SeE ⊂ Rn é aberto e fechado então E = /0 ou E = Rn. De fato, seja

/0 6= E ⊂ Rn aberto e fechado. Vamos mostrar queE = Rn. TemosRn =

E∪(Rn\E) união de abertos disjuntos. ComoRn é conexo eE 6= /0, resulta

queRn\E = /0, ou seja,E = Rn.

4. SeI ⊂ R é um intervalo eγ : I → Rn é cont́ınua ent̃ao Imγ é conexo.

5. Consideremosγ : ]0,∞[→R2 definida porγ(x) =
(

x,sen
1
x

)
. SejamE1 =

{(0,y) : − 1 < y < 1} e E2 = Imγ. O conjuntoE = E1 ∪E2 é conexo.

De fato, suponhamos que existamA e B abertos disjuntos deE tais que

E = A ∪B. ComoE1 é conexo,E1 est́a contido em um dos abertos, por

exemploE1 ⊂A . ComoE2∩A 6= /0 eE2 é conexo, temosE2 ⊂A . Logo,

E ⊂ A .

6. Sejamf : Rn → R e γ : [a,b]→ Rn cont́ınuas ey entre f (γ(a)) e f (γ(b)).
Ent̃ao existet entrea eb tal quey= f (γ(t)).
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7. Se f : I ⊂ R→ R é cont́ınua e injetora num intervaloI ent̃ao f é estrita-

mente mońotona ef−1 é cont́ınua no intervaloJ = f (I).

8. Dadaf : D ⊂ Rn → R cont́ınua, temos:

(i) {x∈ D : f (x) = c}= f−1({c}) é fechado deD;

(ii) {x∈ D : f (x)≤ c}= f−1(]−∞,c]) é fechado deD;

(iii) {x∈ D : f (x) 6= c}= f−1(]−∞,c[∪]c,∞[) é aberto deD.

9. O conjuntoSn−1 = {x∈ Rn : ‖x‖= 1} é fechado deRn.

10. O conjunto{A∈Mn(R) : detA 6= 0} é aberto deMn(R)∼=Rn2
e o conjunto

{A∈ Mn(R) : detA= 0} é fechado deMn(R).

11. SeFi ⊂ R são fechados então
n

∏
i=1

Fi é fechado deRn. De fato, conside-

rando as projeç̃oesπi(x1, . . . ,xn) = xi , parai = 1, . . . ,n, temos que
n

∏
i=1

Fi =

n⋂

i=1

π−1
i (Fi).

12. Se f : [a,b] ⊂ R → R é cont́ınua ent̃ao o gŕafico de f é fechado deR2.

De fato, a funç̃ao H : [a,b]×R → R definida porH(x,y) = y− f (x) é

cont́ınua e, aĺem disso, graff = {(x, f (x)) : x∈ [a,b]}=H−1(0) é fechado

de[a,b]×R. Como[a,b]×R é fechado deR2, segue que o gráfico def é

fechado deR2.

DEFINIÇÃO. Um conjuntoE ⊂ Rn é conexo por caminhosse, para quaisquer

p,q∈ E, existirγ : [a,b]→ E cont́ınua tal queγ(a) = p e γ(b) = q.

TEOREMA 2.10. Seja/0 6= E ⊂ Rn.

1. Se Eé conexo por caminhos então E é conexo;

2. Se Eé aberto conexo então E é conexo por caminhos.

DEMONSTRAÇÃO. 1. Suponhamos que existam abertosA eB tais que

A ∩E e B ∩E sejam ñao vazios, disjuntos eE ⊂ A ∪B. Sejamp ∈
A ∩E e q ∈ B ∩E. Existe uma funç̃ao cont́ınua γ : [a,b] → E tal que

γ(a) = p eγ(b) = q. Portanto,A ∩γ([a,b]) eB∩γ([a,b]) são ñao vazios,

disjuntos eγ([a,b]) ⊂ A ∪B, o queé uma contradiç̃ao, poisγ([a,b]) é

conexo.

2. Fixemosx0 ∈ E e sejaSo conjunto de todos os pontosx∈ E tal que existe

um caminho contı́nuoγ : [a,b]→ E comγ(a) = x0 e γ(b) = x. Temos que

S 6= /0, poisx0 ∈ S. Mostremos queSeE\Ssão abertos. ComoE é conexo

eS 6= /0, isto implicaŕa queE\S= /0 e, portanto,S= E. Dadox∈ S, existe

δ > 0 tal queBδ (x)⊂ E. Para todoy∈ Bδ (x), yx∪ γ([a,b])⊂ E. AssimS
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é aberto. Dadox∈ E \S, existeδ > 0 tal queBδ (x) ⊂ E. Nenhum ponto

de Bδ (x) pode ser ligado ax0 por um caminho contı́nuo contido emE,

caso contŕario, x tamb́em poderia. LogoBδ (x) ⊂ E \S. Portanto,E \S é

aberto. �

OBSERVAÇÃO 2.11. 1. Contra-exemplo para a recı́proca de (1): O con-

juntoE do Exemplo 5 acimáe conexo, mas ñaoé conexo por caminhos.

2. QuandoE é aberto vale tamb́em:E é conexo se, e somente se,E é conexo

por poligonais.

3. O conjuntoE= {(x,y)∈R2 : 0< y< x2}∪{(0,0)} é conexo por caminhos

mas ñaoé conexo por poligonais.

PROPOSIÇ̃AO 2.12. Se f: K ⊂ Rn → Rk é cont́ınua em K compacto então

f (K) é compacto.

DEMONSTRAÇÃO. Dada uma cobertura(Aα) de f (K) por abertos, existem

abertosAα deRn tais quef−1(Aα) = Aα ∩K. Portanto,(Aα) é uma cobertura de

K por abertos. Logo,K ⊂ Aα1 ∪ . . .∪Aαs e f (K)⊂ Aα1 ∪ . . .∪Aαs. �

PROPOSIÇ̃AO 2.13 (Teorema de Weierstrass).Se f: K ⊂ Rn → R é cont́ınua

e K é um compacto ñao vazio ent̃ao f assume ḿaximo e ḿınimo.

DEMONSTRAÇÃO. Temos quef (K) é fechado e limitado, logo,é limitado in-

feriormente e superiormente. Portanto, existem supf (K) e inf f (K) e, comof (K)

é fechado, supf (K) e inf f (K) pertencem af (K). �

EXEMPLO 2.14. 1. A funç̃ao f : ]0,1] → R definida por f (x) =
1
x

não

assume ḿaximo.

2. A funç̃ao f : [1,∞[→ R dada porf (x) =
1
x

não assume ḿınimo.

3. SeL : Rn →Rk é linear e injetora, então existec> 0 tal que‖L(x)‖≥ c‖x‖.

Você pode justificar usando que na esferaSn−1 = {x ∈ Rk : ‖x‖ = 1} a

função ‖L(x)‖ assume valor ḿınimo ‖L(x0)‖ = c e quec > 0 pois L é

injetora.

PROPOSIÇ̃AO 2.15. Se f: K ⊂Rn →Rk é cont́ınua e injetora em K compacto

ent̃ao a inversa f−1 : f (K)→ Rn é cont́ınua.

DEMONSTRAÇÃO. Basta mostrar que, para todo conjunto fechadoF deRn,

( f−1)−1(F) é fechado def (K). Temos que( f−1)−1(F) = f (K ∩F) é compacto,

poisK∩F é compacto. Logo,( f−1)−1(F) é fechado. �

OBSERVAÇÃO 2.16. 1. Uma funç̃ao f real cont́ınua e injetora num in-

tervaloI tem inversa contı́nua no intervaloJ = f (I). Justifique.
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2. As funç̃oesγ(t) = (cost,sent) em [0,2π[ e f (x,y) = (x2 − y2,2xy) em

D = R×R+ \{(x,0) : x≤ 0} são cont́ınuas e injetoras mas suas inversas

não s̃ao cont́ınuas. Justifique.

DEFINIÇÃO. Uma funç̃ao f : D⊂Rn →Rk éuniformemente contı́nuase, para

todoε > 0, existirδ > 0 tal que, para todox,y∈D, ‖x−y‖< δ ⇒‖ f (x)− f (y)‖<
ε.

DEFINIÇÃO. Dados um pontop∈Rn e um conjuntoD ⊂Rn, adistânciade p

aD, denotada por d(p,D), é oı́nfimo do conjunto{d(p,x) : x∈ D}.

OBSERVAÇÃO 2.17. 1. SeD ⊂ Rn e p∈ D ent̃ao d(p,D) = 0.

2. SeF ⊂ Rn é fechado e d(p,F) = 0 ent̃ao p∈ F .

3. SeD ⊂ Rn ent̃ao f : Rn → R dada porf (x) = d(x,D) é uniformemente

cont́ınua. De fato, quaisquer que sejamx,y∈ Rn, temos, para todoz∈ D,

d(x,z)≤ d(x,y)+d(y,z), dáı segue que d(x,D)≤ d(x,z)≤ d(x,y)+d(y,z)

e d(x,D)−d(x,y)≤ d(y,z). Portanto, d(x,D)−d(x,y)≤ d(y,D) e, assim,

−d(x,y) ≤ d(y,D)−d(x,D). Trocandox por y temos d(y,D)−d(x,D) ≤
d(x,y).

LEMA 2.18. Dados K compacto e A aberto com K⊂ A⊂ Rn, existeε > 0 de

modo que K⊂
⋃

x∈K

Bε(x)⊂ A.

DEMONSTRAÇÃO. Seja f : K → R definida porf (x) = d(x,Ac). Temos que

f é cont́ınua emK. Portanto, f assume ḿınimo em um pontop de K e, aĺem

disso, f (p) > 0, poisAc é fechado ep 6∈ Ac. Tomandoε =
f (p)

2
, obtemosK ⊂

⋃

x∈K

Bε(x)⊂ A. �

OBSERVAÇÃO 2.19. No lema anterior, seK não for compacto, o resultado não

vale. Por exemplo:{(x,0) : −1 < x < 1} ⊂ B1((0,0)) e {(x, 1
x) : x > 0} ⊂ A =

{(x,y) : x,y> 0}.

PROPOSIÇ̃AO 2.20. Se f: K ⊂Rn →Rk é cont́ınua e Ké compacto então f é

uniformemente contı́nua em K.

DEMONSTRAÇÃO. SejaH : K×K → R a funç̃ao definida por

H(x,y) = ‖ f (x)− f (y)‖ .

Dadoε > 0 considereS= {(x,y) ∈ K ×K : H(x,y) < ε} queé aberto deK ×K

poisH é cont́ınua eS= H−1(]−∞,ε [). Assim, existe um abertoA deRn×Rn tal

queS=A ∩(K×K). O conjunto∆ = {(x,x) : x∈K}⊂A ∩(K×K) é compacto.
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Pelo Lema 2.18, existeδ > 0 tal que∆ ⊂
⋃

x∈K

Bδ ((x,x))⊂ A . Dadosx,y∈ K com

‖x−y‖< δ , temos‖(x,x)−(y,x)‖< δ . Dessa maneira, obtemos(y,x)∈Bδ (x,x)⊂
A e, portanto,H(y,x) = ‖ f (y)− f (x)‖< ε. �

EXEMPLO 2.21. 1. Sef : D ⊂Rn →Rk é lipschitziana então f é unifor-

memente contı́nua.

2. A funç̃ao f (x) =
√

x é uniformemente contı́nua emR+. De fato,

(a) f é lipschitziana em[1,∞[, pois

|
√

x−√
y|=

∣∣∣∣
x−y√
x+

√
y

∣∣∣∣≤
1
2
|x−y|;

(b) f é uniformemente contı́nua em[0,1] poisé cont́ınua num compacto.

Observe quef nãoé lipschitziana em[0,1], pois ñao existeM > 0 tal

que

|
√

x−
√

0|=
√

x≤ M|x−0|,

uma vez que lim
x→0+

√
x

|x| = ∞;

(c) como f é uniformemente contı́nua em[1,∞[ e em[0,1], temos que

f é uniformemente contı́nua em[0,∞[. De fato, para 0< x < 1 < y

temos

| f (x)− f (y)| ≤ | f (x)− f (1)|+ | f (1)− f (y)|.

3. A funç̃ao f (x) = x2 é uniformemente contı́nua em[0,a].

4. A funç̃ao f (x) = x2 nãoé uniformemente contı́nua em[0,∞[ pois existem

ε0 > 0 e seqûenciasxn,yn ∈ [0,∞] tais que|xn − yn| <
1
n

, mas| f (xn)−

f (yn)| ≥ ε0. De fato, tomandoxn = n e yn = n+
1
2n

, temos|xn− yn| =
1
2n

→ 0 e

| f (xn)− f (yn)|=
∣∣∣∣n2−

(
n2+1+

1
4n2

)∣∣∣∣=
∣∣∣∣−1− 1

4n2

∣∣∣∣> 1.

5. A funç̃ao f (x) =
1
x

não é uniformemente contı́nua em]0,1] pois, para

xn =
1
n

eyn =
1
2n

, temos|xn−yn|=
1
2n

e

| f (xn)− f (yn)|= |n−2n|= n≥ 1.

6. A funç̃ao f (x) =
1
x

é uniformemente contı́nua em[1,∞[, poisé lipschitzi-

ana. De fato, ∣∣∣∣
1
x
− 1

y

∣∣∣∣=
|x−y|
|x||y| ≤ |x−y|.
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DEFINIÇÃO. Dados f : D ⊂ Rn → R localmente limitada emp ∈ D e δ > 0

suficientemente pequeno, sejam

M( f , p,δ )=sup{ f (x) : x∈ D∩Bδ (p)}

m( f , p,δ )= inf{ f (x) : x∈ D∩Bδ (p)}
Como 0≤ M( f , p,δ )−m( f , p,δ ) decresce quandoδ diminui, definimos

o( f , p) = lim
δ→0

{M( f , p,δ )−m( f , p,δ )}= inf
δ>0

{M( f , p,δ )−m( f , p,δ )},

aoscilaç̃aode f em p.

PROPOSIÇ̃AO 2.22. Seja f: D ⊂ Rn → R localmente limitada em p∈ D.

Então f é cont́ınua em p se, e somente se, o( f , p) = 0.

DEMONSTRAÇÃO. Suponha quef seja cont́ınua emp. Ent̃ao, dadoε > 0,

existeδ > 0 tal que, para todox ∈ D∩Bδ (p), tem-sef (p)− ε
4 < f (x) < f (p)+

ε
4. Logo, f (p)− ε

4 < M( f , p,δ ) ≤ f (p)+ ε
4 e f (p)− ε

4 ≤ m( f , p,δ ) < f (p)+ ε
4.

Isto implica que−ε < M( f , p,δ )−m( f , p,δ ) < ε e, consequentemente, temos

0≤ M( f , p,δ )−m( f , p,δ )< ε. ComoM( f , p,δ )−m( f , p,δ ) decresce quandoδ
diminui, ent̃ao 0≤ o( f , p)< ε. Reciprocamente, seo( f , p) = 0 ent̃ao, dadoε > 0,

existeδ > 0 de modo quex∈ Bδ (p)∩D implica

−ε < m( f , p,δ )−M( f , p,δ )≤ f (x)− f (p)≤ M( f , p,δ )−m( f , p,δ )< ε .

�

PROPOSIÇ̃AO 2.23. Sejam F⊂ Rn um fechado e f: F → R limitada. Ent̃ao,

para cadaε > 0, o conjunto S= {x∈ F : o( f ,x)≥ ε} é fechado.

DEMONSTRAÇÃO. Sejaxn ∈Suma seqûencia tal quexn → p. Queremos mos-

trar quep∈ S. Temos quep∈ F , poisF é fechado exn ∈ F . Dadoδ > 0, existem

xn0 emBδ (p) e Bδ ′(xn0)⊂ Bδ (p). TemosM( f , p,δ )≥ M( f ,xn0,δ ′), m( f , p,δ )≤
m( f ,xn0,δ ′) e

M( f , p,δ )−m( f , p,δ )≥ M( f ,xn0,δ
′)−m( f ,xn0,δ

′)≥ o( f ,xn0)≥ ε .

Logo,o( f , p)≥ ε. �



CAṔıTULO 3

Funções diferencíaveis

Como se estuda no primeiro curso de cálculo diferencial, uma função f : R→
R éderiváveloudiferencíavelem p∈ R se existira∈ R tal que

lim
x→p

f (x)− f (p)
x− p

= a,

ou, equivalentemente, se existira∈ R tal que

lim
x→p

f (x)− f (p)−a(x− p)
|x− p| = 0,

ou, ainda, se existirL : R→ R linear tal que

lim
x→p

f (x)− f (p)−L(x− p)
|x− p| = 0.

Al ém disso,f é cont́ınua emp se f for derivável nesse ponto.

Ao tentar uma definiç̃ao de diferenciabilidade paraf : Rn → Rn em um ponto

p ∈ Rn, espera-se que, quando restritaàs retas passando porp, a funç̃ao seja de-

rivável. Verifica-se, porém, que essa condição ñao garante a continuidade da fun-

ção. (Veja a definiç̃ao de derivada direcional e os exemplos dados nas páginas 29

e 30.) A boa definiç̃ao de diferenciabilidade será obtida generalizando a terceira

caracterizaç̃ao de derivabilidade dada acima. Com ela, teremos garantidas a conti-

nuidade e a existência das derivadas direcionais.

DEFINIÇÃO. SejamA ⊂ Rn um aberto ef : A → Rk. Dizemos quef é dife-

renciávelem p∈ A se existirL ∈ L(Rn,Rk) tal que

lim
x→p

f (x)− f (p)−L(x− p)
‖x− p‖ = 0, ou lim

h→0

f (p+h)− f (p)−L(h)
‖h‖ = 0,

ou f (x) = f (p)+L(x− p)+ r(x), parax suficientemente próximo dep, com

lim
x→p

r(x)
‖x− p‖ = 0.

Daqui em diante, salvo menção expĺıcita em contŕario, consideraremosf : A⊂
Rn → Rk, A aberto deRn e p∈ A.

25
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Quandof é deriv́avel emp, existe um plano passando por(p, f (p)) dado por

z= f (p)+L(x− p), tal que

lim
x→p

f (x)−z(x)
‖x− p‖ = 0,

istoé,z= z(x) é uma aproximaç̃ao de ordem 1 def , localmente emp. Para garantir

a unicidade desse plano, temos a seguinte

PROPOSIÇ̃AO 3.1. Se fé diferencíavel em p ent̃ao existe umáunica aplicaç̃ao

linear L: Rn →Rk que verifica a definiç̃ao de diferenciabilidade em p. Nesse caso,

L seŕa chamada dediferencialde f em p.

DEMONSTRAÇÃO. Suponha que existamL1,L2 ∈ L(Rn,Rk) tais que

f (p+h)− f (p)−Li(h)
‖h‖ → 0, quandoh→ 0.

Assim,
L1(h)−L2(h)

‖h‖ = (L1−L2)

(
h
‖h‖

)
→ 0, quandoh→ 0. Parah= tei , t > 0

eei vetor da base canônica deRn (1≤ i ≤ n),

(L1−L2)

(
tei

‖tei‖

)
= (L1−L2)

(
ei

‖ei‖

)
= (L1−L2)(ei)→ 0,

quandot → 0+. Como(L1−L2)(ei) é uma constante,(L1−L2)(ei) = 0, para todo

i. MasL1−L2 é linear. Portanto,L1 = L2. �

NOTAÇÃO: L = d f(p) = D f (p) = f ′(p). Em geral, indicaremos porf ′(p) a

matriz deL na base can̂onica.

Quandof é deriv́avel emp, fica bem definido oplano tangenteao gŕafico de

f em(p, f (p)), dado porz= f (p)+d f(p)(x− p).

EXEMPLO 3.2. 1. A funç̃ao f : Rn → Rk dada porf (x) = L(x)+c, L ∈
L(Rn,Rk) e c ∈ Rk constante,́e diferencíavel comd f(p) = L, para todo

p∈ Rn. De fato,

f (x)− f (p)−L(x− p)
‖x− p‖ =

L(x)+c−L(p)−c−L(x)+L(p)
‖x− p‖ = 0.

2. A projeç̃ao π : Rm+n → Rn definida porπ(x,y) = x é linear. Portanto,́e

diferencíavel e

dπ(x0,y0) = π, para todo(x0,y0).
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3. A funç̃ao f : Rm×Rm → Rm dada porf (x,y) = x+y é linear. Portanto,́e

diferencíavel ed f(x0,y0) = f . Observe qued f(x0,y0) : Rm×Rm → Rm é

dada por

d f(x0,y0)(h,k) = f (h,k) = h+k.

4. Se f : Rn → Rk satisfaz‖ f (x)‖ ≤ ‖x‖2 ent̃ao f (0) = 0 e f é diferencíavel

em 0 comd f(0) = L = 0.

Verificaç̃ao:

0≤
∥∥∥∥

f (x)− f (0)−L(x−0)
‖x−0‖

∥∥∥∥=
∥∥∥∥

f (x)
‖x‖

∥∥∥∥=
‖ f (x)‖
‖x‖ ≤ ‖x‖2

‖x‖ = ‖x‖→ 0,

quandox→ 0.

5. A funç̃ao f : R2 → R dada porf (x,y) =
√
|xy| é diferencíavel em(0,0)?

Soluç̃ao: Vamos procurarL : R2 → R, da formaL(x,y) = ax+by, tal que

f (h,k)− f (0,0)−ah−bk
‖(h,k)‖ → 0, quando(h,k)→ (0,0).

Temos
√
|hk|−ah−bk√

h2+k2
=





− bk
|k| seh= 0 ⇒ b= 0

− ah
|h| sek= 0 ⇒ a= 0

Assim, a candidatàad f(0,0) éL = 0. Poŕem

f (h,k)− f (0,0)−0h−0k√
h2+k2

=

√
|hk|√

h2+k2

h=k
=

|h|
|h|

√
2
=

1√
2
.

Portanto,f nãoé diferencíavel em(0,0).

6. A funç̃ao f (x,y) =
√

x2+y2 é diferencíavel em(0,0)?

Vejamos se existema,b constantes reais tais que

lim
(h,k)→(0,0)

√
h2+k2−ah−bk√

h2+k2
= 0.

Fazendok= 0 eh→ 0+,

lim
h→0+

|h|−ah
|h| = lim

h→0+
1− ah

|h| = 1−a.

Assim, deveŕıamos tera= 1. Por outro lado, fazendok= 0 eh→ 0−,

lim
h→0−

|h|−ah
|h| = lim

h→0−
1− ah

|h| = 1+a,

e deveŕıamos tera=−1. Logo, f nãoé diferencíavel no ponto(0,0).
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7. Se f (x,y) = g(x), comg: R→ R derivável emx0 ent̃ao f é diferencíavel

em(x0,y).

Justificativa: Devemos procurar constantesa eb tais que

f (x0+h,y+k)− f (x0,y)−ah−bk√
h2+k2

=
g(x0+h)−g(x0)−ah−bk√

h2+k2
→ 0,

quando(h,k)→ (0,0). Como

g(x0+h)−g(x0)−ah−bk√
h2+k2

=





g(x0+h)−g(x0)−ah
|h| (k= 0)

−bk
|k| (h= 0)

devemos tera = g′(x0) e b = 0. Logo, a candidatàa d f(x0,y)(h,k) é

g′(x0)h+0k= g′(x0)h. A verificaç̃ao fica como exercı́cio.

PROPOSIÇ̃AO 3.3. Se f é diferencíavel em p ent̃ao f é cont́ınua em p.

DEMONSTRAÇÃO. ExisteL : Rn → Rk linear tal que

f (x) = f (p)+L(x− p)+ r(x), com lim
x→p

r(x)
‖x− p‖ = 0.

Assim, parax 6= p, f (x)− f (p) = L(x− p)+
r(x)

‖x− p‖‖x− p‖ → 0, quandox →
p. �

CONTRA-EXEMPLO PARA A REĆIPROCA. A função f (x,y) =
√

x2+y2 é

cont́ınua em(0,0) ∈ R2 e ñaoé diferencíavel nesse ponto.

APLICAÇÃO.

A função f (x) =

{
x

‖x‖ , sex 6= 0;

0, sex= 0
nãoé diferencíavel emx= 0∈ Rn, pois ñao

é cont́ınua emx= 0∈ Rn.

PROPOSIÇ̃AO 3.4. Uma funç̃ao f = ( f1, . . . , fk) é diferencíavel em p se, e so-

mente se, para todo i, fi é diferencíavel em p. Neste caso,

d f(p) = (d f1(p),d f2(p), . . . ,d fk(p)).

DEMONSTRAÇÃO. Temos quef é diferencíavel emp se, e somente se, existe

L : Rn → Rk linear,L = (L1, . . . ,Lk), tal que lim
x→p

f (x)− f (p)−L(x− p)
‖x− p‖ = 0. Isto,

por sua vez,́e equivalente a lim
x→p

fi(x)− fi(p)−Li(x− p)
‖x− p‖ = 0, para todoi = 1, . . .k.

Assim, f é diferencíavel emp se, e somente se,fi é diferencíavel emp, com

d fi(p) = Li , para todoi = 1, . . .k. �
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APLICAÇÃO. SeF(x) = ( f (x),g(x)), com f : Rn → Rk e g: Rn → Rm dife-

rencíaveis emp, ent̃aoF é diferencíavel emp.

De fato, temos queF(x) = ( f1(x), . . . , fk(x),g1(x), . . . ,gm(x)) é diferencíavel em

p, pois suas componentes são diferencíaveis emp. Além disso,

dF(p) = (d f1(p), . . . ,d fk(p),dg1(p), . . . ,dgm(p)),

isto é,dF(p) = (d f(p),dg(p)). Matricialmente,

F ′(p) =




f ′1(p)

f ′2(p)
...

g′1(p)
...




=




f ′(p)

· · · · · · · · ·
g′(p)



.

DEFINIÇÃO. Dadov∈Rn, aderivada direcional de f em p na direção de vé

∂ f
∂v

(p) = lim
t→0

f (p+ tv)− f (p)
t

, se esta existir.

A derivada parcialde f em p em relaç̃ao axi é

Dxi f (p) = Di f (p) =
∂ f
∂xi

(p) =
∂ f
∂ei

(p), se este existir.

OBSERVAÇÃO 3.5. 1. Pode existir
∂ f
∂v

(p), para todov, e f não ser dife-

rencíavel emp (e nem mesmo contı́nua emp). Por exemplo,

(a) A funç̃ao f (x,y) =

{
1, sey= x2 6= 0;

0, caso contŕario
não é cont́ınua em(0,0)

mas existe
∂ f
∂v

(0,0) = 0, para todov.

(b) A função f (x,y) =





2xy2

x2+y4 , se(x,y) 6= (0,0);

0, caso contŕario
não é cont́ınua

em(0,0) mas, para qualquerv= (h,k), existe
∂ f
∂v

(0,0):

∂ f
∂v

(0,0) = lim
t→0

f (tv)− f (0)
t

= lim
t→0

2t3hk2

t3(h2+ t2k4)
=

= lim
t→0

2hk2

h2+ t2k4 =

{
2k2

h , seh 6= 0;

0, caso contŕario.

2. Sev= 0 ent̃ao existe
∂ f
∂v

(p) = lim
t→0

f (p)− f (p)
t

= lim
t→0

0= 0.
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3. Existe
∂ f
∂v

(p) se, e somente se, existe
∂ f

∂ (−v)
(p). Neste caso, temos

∂ f
∂v

(p) =− ∂ f
∂ (−v)

(p).

De fato,

∂ f
∂ (−v)

(p) = lim
t→0

f (p− tv)− f (p)
t

=− lim
t→0

f (p+(−tv))− f (p)
−t

(s=−t)
=

=− lim
s→0

f (p+sv)− f (p)
s

=−∂ f
∂v

(p).

4. Em geral, seλ 6= 0, existe
∂ f
∂v

(p) se, e somente se, existe
∂ f

∂ (λv)
(p) e,

nesse caso,
∂ f

∂ (λv)
(p) = λ

∂ f
∂v

(p).

PROPOSIÇ̃AO 3.6. Se f é diferencíavel em p∈ A ent̃ao, para todo v∈ Rn,

existe
∂ f
∂v

(p) = d f(p)(v).

DEMONSTRAÇÃO. Se f é diferencíavel emp, temos

f (p+ tv)− f (p)
t

=
d f(p)(tv)+ r(tv)

t
, em que lim

h→0

r(h)
‖h‖ = 0.

Assim, sev 6= 0 et 6= 0,

f (p+ tv)− f (p)
t

= d f(p)(v)+
r(tv)

t
= d f(p)(v)+

r(tv)
‖tv‖

‖tv‖
t

.

Como
r(tv)
‖tv‖ → 0, quandot → 0 e

‖tv‖
t

é limitado, resulta que

lim
t→0

f (p+ tv)− f (p)
t

= d f(p)(v).

E sev= 0? �

OBSERVAÇÃO 3.7. 1. Sef : A⊂Rn →R é diferencíavel emp∈A ent̃ao

f ′(p) =

(
∂ f
∂x1

(p) · · · ∂ f
∂xn

(p)

)
e

∂ f
∂v

(p) = ∇ f (p).v,

em que∇ f (p) =

(
∂ f
∂x1

(p), . . . ,
∂ f
∂xn

(p)

)
.
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2. Se f : A⊂ Rn → Rk é diferencíavel emp∈ A ent̃ao

f ′(p) =




∇ f1(p)
...

∇ fk(p)


=




∂ f1
∂x1

(p) · · · ∂ f1
∂xn

(p)

...
...

∂ fk
∂x1

(p) · · · ∂ fk
∂xn

(p)




e
∂ f
∂v

(p) = (∇ f1(p).v, . . . ,∇ fk(p).v).

3. Seγ : ]a,b[→ Rn é diferencíavel emt0 ∈]a,b[ ent̃ao

γ ′(t0) =




γ ′1(t0)
...

γ ′n(t0)


 .

APLICAÇÕES.

1. A funç̃ao f (x,y) =





x√
x2+y2

, se(x,y) 6= (0,0);

0, caso contŕario
nãoé diferencíavel

em(0,0), pois ñaoé cont́ınua em(0,0).

2. A funç̃ao f (x,y) =





x2
√

x2+y2
, se(x,y) 6= (0,0);

0, caso contŕario

nãoé diferencíavel

em(0,0), pois ñao existe
∂ f
∂x

(0,0).

3. A funç̃ao f (x,y) = |x|+ |y| nãoé diferencíavel em(0,0), pois ñao existe

∂ f
∂x

(0,0) = lim
x→0

f (x,0)− f (0,0)
x−0

= lim
x→0

|x|
x
.

4. A funç̃ao f (x,y) =





xy√
x2+y2

, se(x,y) 6= (0,0);

0, caso contŕario
é diferencíavel em

(0,0)?

Soluç̃ao: Temos quef é cont́ınua em(0,0), pois lim
(x,y)→(0,0)

xy√
x2+y2

=

0= f (0,0), já que x√
x2+y2

é limitada e lim
(x,y)→(0,0)

y= 0. Atrav́es da conti-

nuidade, ñao podemos decidir sobre a diferenciabilidade. Como

∂ f
∂x

(0,0) = lim
x→0

f (x,0)− f (0,0)
x−0

= lim
x→0

0
x
= lim

x→0
0= 0=

∂ f
∂y

(0,0),

a candidatàa f ′(0,0) é f ′(0,0) =
(

0 0
)

, ou seja,d f(0,0)(h,k) = 0.
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Verificaç̃ao:

f (h,k)− f (0,0)−0h−0k√
h2+k2

=
hk

h2+k2

(h=k)
=

1
2
6→ 0.

Portanto,f nãoé diferencíavel em(0,0).

5. A funç̃ao f (x,y) =





xy2
√

x4+y4
, se(x,y) 6= (0,0);

0, caso contŕario

nãoé diferencíavel

em(0,0) pois, parav= (h,k) 6= (0,0), temos

∂ f
∂v

(0,0) = lim
t→0

f (th, tk)
t

= lim
t→0

t3hk2

t3
√

h4+k4
=

hk2
√

h4+k4
,

que ñaoé linear emv= (h,k).

6. A funç̃ao f : Rn×Rn → R dada porf (x,y) = x.y é diferencíavel?

Soluç̃ao: Procuremos a candidataà d f(x0,y0), determinando as derivadas

direcionais def . Como

f ((x0,y0)+ t(h,k))− f (x0,y0)

t
=

f (x0+ th,y0+ tk)− f (x0,y0)

t
=

=
th.y0+ tx0.k+ t2h.k

t
= h.y0+x0.k+ th.k→ h.y0+x0.k,

quandot → 0, segue que existe
∂ f

∂ (h,k)
(x0,y0) = x0.k+h.y0. Portanto, a

candidatàad f(x0,y0) : Rn×Rn → R é

d f(x0,y0)(h,k) = x0.k+h.y0.

Verificaç̃ao: Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

0≤
∣∣∣∣

f (x0+h,y0+k)− f (x0,y0)−x0.k−h.y0

‖(h,k)‖

∣∣∣∣=

=
|h.k|√

‖h‖2+‖k‖2
≤ ‖h‖‖k‖√

‖h‖2+‖k‖2
→ 0, quando(h,k)→ (0,0),

pois
‖h‖√

‖h‖2+‖k‖2
≤ 1 e‖k‖→ 0. Portanto,f é diferencíavel.

7. A funç̃ao f (x,y) =





x2y√
x2+y2

; se(x,y) 6= (0,0);

0 caso contŕario

é diferencíavel em

(0,0), pois
∂ f
∂x

(0,0) = 0=
∂ f
∂y

(0,0) e
f (h,k)√
h2+k2

=
h2k

h2+k2 → 0, quando

(h,k)→ (0,0). Neste caso,

d f(0,0)(h,k) = 0h+0k e f ′(0,0) =
(

0 0
)
.
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8. DadoA ⊂ Rn aberto, sef : A → R tem derivadas parciais emp extremo

local de f , ent̃ao∇ f (p) = 0. De fato, parat real suficientemente pequeno,

considereϕ(t) = f (p+ tei). Temos queϕ ′(0) =
∂ f
∂ei

(p) =
∂ f
∂xi

(p) = 0,

para todoi, poisϕ assume extremo local emt = 0.

9. Sejam f ,g: A ⊂ Rn → Rk diferencíaveis no abertoA. Ent̃ao a funç̃ao

F(x,y) = ( f (x),g(y)) é diferencíavel emA×A⊂ R2n.

Justificativa:

Seja a candidatàaF ′(x0,y0) =




f ′(x0)
... 0

· · · · · · ... · · · · · ·
0

... g′(y0)


 .

Verificaç̃ao: Temos

( f (x0+h),g(y0+k))− ( f (x0),g(y0))− ( f ′(x0)h,g′(y0)k)
‖(h,k)‖ =

=

(
f (x0+h)− f (x0)− f ′(x0)h

‖(h,k)‖ ,
g(y0+k)−g(y0)−g′(y0)k

‖(h,k)‖

)

e
f (x0+h)− f (x0)− f ′(x0)h

‖(h,k)‖ =

=





f (x0+h)− f (x0)− f ′(x0)h
‖h‖

‖h‖
‖(h,k)‖ , seh 6= 0;

0, seh= 0

que tende a 0∈ Rk quando(h,k)→ (0,0). Analogamente,

g(y0+k)−g(y0)−g′(y0)k
‖(h,k)‖ → 0, quando(h,k)→ (0,0).

PROPOSIÇ̃AO 3.8 (Regra da Cadeia).Sejam A⊂Rn, B⊂Rk abertos, f: A→
B diferencíavel em p∈ A e g: B→ Rm diferencíavel em f(p) ∈ B. Ent̃ao g◦ f é

diferencíavel em p∈ A e d(g◦ f )(p) = dg( f (p))◦d f(p).

DEMONSTRAÇÃO. Seja∆ f = f (p+ h)− f (p). Comog é diferencíavel em

f (p) e f é diferencíavel emp, temos, parah suficientemente próximo de 0,

(g◦ f )(p+h)− (g◦ f )(p) = dg( f (p))(∆ f )+ r(∆ f )

(
com lim

k→0

r(k)
‖k‖ = 0

)
=

= dg( f (p))(d f(p)(h)+s(h))+ r(∆ f )

(
com lim

h→0

s(h)
‖h‖ = 0

)
=

= dg( f (p))d f(p))h+dg( f (p))(s(h))+ r(∆ f ).
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Assim, basta mostrar que

0= lim
h→0

dg( f (p))(s(h))+ r(∆ f )
‖h‖ = lim

h→0

(
dg( f (p))

(
s(h)
‖h‖

)
+

r(∆ f )
‖h‖

)
.

Como lim
h→0

s(h)
‖h‖ = 0, śo falta provar que lim

h→0

r(∆ f )
‖h‖ = 0. De lim

k→0

r(k)
‖k‖ = 0 e da

continuidade def emp, segue que, dadoε > 0, existemδ1,δ2> 0 tais que‖r(k)‖<
ε‖k‖, se 0< ‖k‖< δ1 e‖∆ f‖< δ1, se‖h‖< δ2. Logo,

‖r(∆ f )‖ ≤ ε‖d f(p)(h)+ r(h)‖ ≤ ε(‖d f(p)‖ · ‖h‖+‖r(h)‖)

e
‖r(∆ f )‖
‖h‖ ≤ ε

(
‖d f(p)‖+ ‖r(h)‖

‖h‖

)
, se 0< ‖h‖< δ2.

Diminuindoδ2, se necesśario, podemos garantir que
‖r(h)‖
‖h‖ < 1, se 0< ‖h‖< δ2

e, portanto,
‖r(∆ f )‖
‖h‖ < ε(‖d f(p)‖+1). �

APLICAÇÕES.

1. Temos que
d
dt

f (x(t),y(t)) =
∂ f
∂x

x′+
∂ f
∂y

y′ = ∇ f (γ(t)).γ ′(t), desde que as

funções f : R2 → R e γ : R→ R2 sejam diferencíaveis.

De fato, temos

t
γ7−→ (x(t),y(t))

(x,y)
f7−→ f (x,y)

Pela Regra da Cadeia,f ◦ γ é deriv́avel ed( f ◦ γ)(t) = d f(γ(t))dγ(t), ou

seja,

( f ◦ γ)′(t) = f ′(γ(t))γ ′(t) =
(

∂ f
∂x

∂ f
∂y

)

γ(t)

(
x′(t)

y′(t)

)
= ∇ f (γ(t)).γ ′(t).

2. Temos que

d
dt

f (x1(t),x2(t), . . . ,xn(t)) =
n

∑
i=1

∂ f
∂xi

(γ(t))x′i(t) = ∇ f (γ(t)).γ ′(t)

se as funç̃oes f : Rn → R e γ : R → Rn, γ(t) = (x1(t), . . . ,xn(t)), forem

diferencíaveis.

3. Se f : R2 → R e σ(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) são diferencíaveis ent̃ao

∂
∂u

f (x(u,v),y(u,v)) =
∂ f
∂x

∂x
∂u

+
∂ f
∂y

∂y
∂u

e

∂
∂v

f (x(u,v),y(u,v)) =
∂ f
∂x

∂x
∂v

+
∂ f
∂y

∂y
∂v

.
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De fato,

(u,v)
σ7−→ (x(u,v),y(u,v))

(x,y)
f7−→ f (x,y)

Pela Regra da Cadeia,f ◦σ é diferencíavel e

( f ◦σ)′(u,v)= f ′(σ(u,v))σ ′(u,v)=

(
∂ f
∂x

∂ f
∂y

)

σ(u,v)




∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v




(u,v)

=

=

(
∂ f
∂x

∂x
∂u

+
∂ f
∂y

∂y
∂u

∂ f
∂x

∂x
∂v

+
∂ f
∂y

∂y
∂v

)

(u,v)
=

=

(
∂ f (x(u,v),y(u,v))

∂u
∂ f (x(u,v),y(u,v))

∂v

)
.

4. Se f : Rm → R, g: Rn → Rm são diferencíaveis ent̃ao, para cadai =

1, . . . ,n,

Di( f ◦g)(p) =
m

∑
j=1

D j f (g(p))Dig j(p).

5. DadoA⊂ Rn aberto, sef : A→ Rm é diferencíavel emp e γ : ]− δ ,δ [→
A⊂ Rn é deriv́avel em 0, comγ ′(0) = v e γ(0) = p, ent̃ao

∂ f
∂v

(p) =
d
dt
( f ◦ γ)(t)

∣∣∣∣
t=0

.

De fato,
d
dt
( f ◦ γ)(t)

∣∣∣∣
t=0

RC
= d f(γ(0))(γ ′(0)) = d f(p)(v)

(Prop 3.6)
=

∂ f
∂v

(p).

Observe que, quandof nãoé diferencíavel emp,

(a) podem existir
∂ f
∂v

(p),
d
dt
( f ◦ γ)(t)

∣∣∣∣
t=0

e serem diferentes; por exem-

plo, para

f (x,y) =

{
(x,y), sey= x2;

(0,0) caso contŕario.

temos
∂ f
∂e1

(0,0) = (0,0) e, tomando a curvaγ(t) = (t, t2),
d
dt
( f ◦

γ)
∣∣∣∣
t=0

= (1,0);

(b) pode existir
∂ f
∂v

(p) e ñao existir
d
dt
( f ◦ γ)(t)

∣∣∣∣
t=0

. Por exemplo, para

f (x,y) =





2xy2

x2+y4 , se(x,y) 6= (0,0);

0, caso contŕario.

sep= 0, v= e2 e γ(t) = (t2, t).
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6. Sejau = u(x, t) tal queu = f (x,y,z), y = h(x, t), z= g(x,y, t) são dife-

rencíaveis. Temos queu(x, t) é diferencíavel. De fato, como

u(x, t)= f (x,h(x, t),g(x,h(x, t), t)),

temos queu(x, t)= f ◦G◦F(x, t):

(x, t)
F7−→ (x,h(x, t), t)

(x,y, t)
G7−→ (x,y,g(x,y, t))

(x,y,z)
f7−→ f (x,y,z)

Pela Regra da Cadeia,u é diferencíavel, poisF,G e f são diferencíaveis e

u′(x, t) =

(
∂u
∂x

∂u
∂ t

)
, em que

∂u
∂x

=
∂ f
∂x

+
∂ f
∂y

∂h
∂x

+
∂ f
∂z

(
∂g
∂x

+
∂g
∂y

∂h
∂x

)
e

∂u
∂ t

=
∂ f
∂y

∂h
∂ t

+
∂ f
∂z

(
∂g
∂y

∂h
∂ t

+
∂g
∂ t

)
.

7. A funç̃ao f : Rn→R dada porf (x)= x.x= ‖x‖2 é diferencíavel ed f(x0)(h)=

2x0.h. De fato, comof = F ◦G,

x∈ Rn G7−→ (x,x) ∈ Rn×Rn

(x,y)
F7−→ x.y

G é linear, portanto, diferenciável eF é diferencíavel ent̃ao, pela Regra da

Cadeia,f = F ◦G é diferencíavel ed f(x0) = dF(G(x0))dG(x0). Assim,

d f(x0)(h) = dF(x0,x0)(h,k) = x0.h+x0.h= 2x0.h.

PROPOSIÇ̃AO 3.9. Sejam A⊂Rn aberto,λ ∈R e f,g: A→Rk diferencíaveis.

Então:

1. f +g é diferencíavel e d( f +g)(x) = d f(x)+dg(x);

2. λ f é diferencíavel e d(λ f )(x) = λd f(x);

3. f.g é diferencíavel e d( f .g)(x) = f (x).dg(x)+g(x).d f(x);

4. Se k= 1 e f(x) 6= 0 ent̃ao
1
f

é diferencíavel em x e

d

(
1
f

)
(x) =− 1

f (x)2d f(x).

DEMONSTRAÇÃO. 1.
x

F7−→ ( f (x),g(x))

(u,v)
G7−→ u+v
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Como F e G são diferencíaveis, ent̃ao G◦ F(x) = f (x) + g(x) é dife-

rencíavel e

d(G◦F)(x) = dG(F(x))◦dF(x)) = G◦ (d f(x),dg(x)) = d f(x)+dg(x).

2.
x

f7−→ f (x)

u
G7−→ λu

ComoG e f são diferencíaveis, ent̃aoG◦ f (x) = λ f (x) é diferencíavel em

x ed(G◦ f )(x) = G◦d f(x) = λd f(x).

3.
x

F7−→ ( f (x),g(x))

(u,v)
G7−→ u.v

Como G e F são diferencíaveis, ent̃ao (G ◦ F)(x) = f (x).g(x) é dife-

rencíavel emx e

d(G◦F)(x) = dG(F(x))◦dF(x) = DG(F(x))◦ (d f(x),dg(x)).

Logo,

d(G◦F)(x)(h) = dG( f (x),g(x))(d f(x)(h),dg(x)(h)) =

= f (x).dg(x)(h)+g(x).d f(x)(h).

4.
x

f7−→ f (x) ∈ R∗

t ∈ R∗ h7−→ 1
t

Comoh e f são diferencíaveis, ent̃ao(h◦ f )(x) =
1

f (x)
é diferencíavel e

d(h◦ f )(x) = dh( f (x))◦d f(x) =− 1
f (x)2d f(x).

�

DEFINIÇÃO. Uma funç̃ao f : D ⊂Rn →Rm é declasse C1 em p∈ D se existe

uma vizinhança abertaV(p) de p (conjunto aberto que contém p) contida emD,

em que existem todas as
∂ fi
∂x j

e s̃ao cont́ınuas emp.

OBSERVAÇÃO 3.10. Considerando o espaçoMm×n(R) com qualquer uma das

normas‖A‖=
(

∑
i, j

a2
i j

) 1
2

ou‖A‖1 = sup{‖A(x)‖ : ‖x‖ ≤ 1}, temos quef ∈C1 em

p se, e somente se, a funçãox∈V(p) 7→
(

∂ fi
∂x j

(x)

)
∈ Mm×n(R) é cont́ınua emp.

Justifique.
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Usaremos o

TVM DA RETA. Se f : [a,b] → R é cont́ınua eé deriv́avel em]a,b[ ent̃ao

existex∈]a,b[ tal que f ′(x) =
f (b)− f (a)

b−a
.

para demonstrar a

PROPOSIÇ̃AO 3.11. Dado A⊂ Rn aberto, se f: A → Rm é de classe C1 em

p∈ A ent̃ao f é diferencíavel em p.

DEMONSTRAÇÃO. Basta provar param = 1. Indicaremos a demonstração

paran= 2. Basta observar que existemx entrex0 e x0+h e y entrey0 e y0+k tais

que

f (x0+h,y0+k)− f (x0,y0)− ∂ f
∂x (x0,y0)h− ∂ f

∂y(x0,y0)k√
h2+k2

=

=
f (x0+h,y0+k)−f (x0,y0+k)+f (x0,y0+k)−f (x0,y0)−fx(x0,y0)h−fy(x0,y0)k√

h2+k2
=

(TVM)
=

fx(x,y0+k)h+ fy(x0,y)k− fx(x0,y0)h− fy(x0,y0)k√
h2+k2

=

=
(

fx(x,y0+k)− fx(x0,y0)
) h√

h2+k2
+
(

fy(x0,y)− fy(x0,y0)
) k√

h2+k2
.

�

EXEMPLO 3.12. 1. Contra-exemplo para a recı́proca da Proposição 3.11:

f (x) =

{
x2sen1

x , sex 6= 0;

0, sex= 0.

Temos quef ′(0) = lim
s→0

x2sen1
x

x
= 0 e f ′(x) = 2xsen

1
x
− cos

1
x

, sex 6=
0. Observemos quef ′ não é cont́ınua no pontox = 0, já que ñao existe

lim
x→0

(
2xsen

1
x
− cos

1
x

)
, pois lim

x→0
2xsen

1
x
= 0, mas ñao existe lim

x→0
cos

1
x(

basta tomar as sequênciasxk =
1

2kπ
e yk =

1
(2k+1)π

2

.

)
. Assim, f é

diferencíavel em 0, mas ñaoé de classeC1 em 0.

2. Consideremosf (x,y)=





(x2+y2)sen
1√

x2+y2
, se(x,y) 6= (0,0);

0, sex= y= 0.

Vejamos quef é diferencíavel em(0,0):

∂ f
∂x

(0,0) = lim
x→0

x2sen 1
|x|

x
= 0=

∂ f
∂y

(0,0).
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Candidatàad f(0,0)(h,k) =
(

0 0
)(h

k

)
= 0h+0k.

Verificaç̃ao:

f (h,k)√
h2+k2

=
(h2+k2)√

h2+k2
sen

1√
h2+k2

=
√

h2+k2sen
1√

h2+k2
→ 0,

quando(h,k)→ (0,0). Poŕem, f nãoé de classeC1 em(0,0); de fato, te-

mos que
∂ f
∂x

(x,y)= 2xsen
1√

x2+y2
− x√

x2+y2
cos

1√
x2+y2

, se(x,y) 6=

(0,0) e
∂ f
∂x

(0,0) = 0. Assim,
∂ f
∂x

nãoé cont́ınua em(0,0) pois

∂ f
∂x

(x,0) = 2xsen
1
|x| −

x
|x| cos

1
|x|

e, parak∈ N,
∂ f
∂x

(
1

2kπ
,0

)
=−1.

3. A funç̃ao f (x,y) =





2xy2

x2+y4 , se(x,y) 6= (0,0);

0, sex= y= 0
não é diferencíavel

em(0,0). E nos outros pontos? Nos outros pontos,f ∈C1, pois

∂ f
∂x

(x,y) =
(x2+y4)2y2−4x2y2

(x2+y4)2 e
∂ f
∂y

(x,y) =
(x2+y4)4xy−8xy5

(x2+y4)2

são cont́ınuas em(x,y) 6= (0,0).

DEFINIÇÃO. Uma funç̃ao f : D ⊂Rm→Rn éde classe C2 em p∈ D se existe

uma vizinhança aberta dep, V(p) ⊂ D, na qual existem
∂ 2 fi

∂x j∂xk
e s̃ao cont́ınuas

em p, para todoi, j,k.

EXEMPLO 3.13. 1. f (x,y) =
√

x4+y4 é de classeC1 emR2 e o maior

aberto em quef é de classeC2 éR2\{0}. Verifique.

2. f (x,y) =





xy
x2−y2

x2+y2 , se(x,y) 6= (0,0);

0, sex= 0= y.

Verifique que
∂ 2 f

∂x∂y
(0,0) = 1 6= ∂ 2 f

∂y∂x
(0,0) =−1 e conclua, pelo teorema

abaixo, quef nãoé de classeC2 em(0,0).

TEOREMA 3.14 (Teorema de Schwarz).Seja f: A⊂Rn →R em A aberto. Se,

para algum(i, j) existem
∂ 2 f

∂xi∂x j
,

∂ 2 f
∂x j∂xi

e s̃ao cont́ınuas em A então
∂ 2 f

∂xi∂x j
=

∂ 2 f
∂x j∂xi

em A.
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DEMONSTRAÇÃO. Indicaremos paran= 2.

∂ 2 f
∂y∂x

(x0,y0) = lim
k→0

∂ f
∂x (x0,y0+k)− ∂ f

∂x (x0,y0)

k

= lim
k→0

lim
h→0

f (x0+h,y0+k)− f (x0,y0+k)
h

− f (x0+h,y0)− f (x0,y0)

h
k

=

= lim
k→0

(
lim
h→0

f (x0+h,y0+k)− f (x0,y0+k)− f (x0+h,y0)+ f (x0,y0)

hk

)
=

= lim
k→0

lim
h→0

ϕ(y0+k)−ϕ(y0)

hk
(em queϕ(t) = f (x0+h, t)− f (x0, t)) =

TVM
= lim

k→0
lim
h→0

ϕ ′(t)
h

(t entrey0 ey0+k) =

= lim
k→0

lim
h→0

∂ f
∂y (x0+h, t)− ∂ f

∂y(x0, t)

h
=

= lim
k→0

lim
h→0

∂ 2 f
∂x∂y

(x, t) (x entrex0 ex0+h).

Como
∂ 2 f

∂x∂y
é cont́ınua em(x0,y0), dadoε > 0, existeδ > 0 tal que, para todo

(x,y) ∈ Bδ (x0,y0)⊂ A, tem-se

∣∣∣∣
∂ 2 f

∂x∂y
(x,y)− ∂ 2 f

∂x∂y
(x0,y0)

∣∣∣∣<
ε
2

. Logo, para(h,k)

suficientemente pequeno e(x, t) obtido acima,

∣∣∣∣
∂ 2 f

∂x∂y
(x, t)− ∂ 2 f

∂x∂y
(x0,y0)

∣∣∣∣ <
ε
2

.

Do que vimos, existe lim
h→0

fxy(x, t) e, portanto,

∣∣∣∣limh→0
fxy(x, t)− fxy(x0,y0)

∣∣∣∣< ε, para

todo k suficientemente pequeno. Isso significa que lim
k→0

lim
h→0

fxy(x, t) = fxy(x0,y0).

�

PROPOSIÇ̃AO 3.15 (Teorema do Valor Ḿedio). Sejam A⊂Rn aberto, f: A→
Rm diferencíavel epq⊂ A. Ent̃ao existem ci ∈ pq tais que

f (q)− f (p) =




∇ f1(c1)
...

∇ fm(cm)


(q− p).

DEMONSTRAÇÃO. Sejaγ : [0,1]→ Rn dada por

γ(t) = p+ t(q− p) = tq+(1− t)p.
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Temos f (γ(t)) = ( f1(γ(t)), . . . , fm(γ(t))). Consideremosϕi = fi ◦ γ : [0,1] → R.

Pelo Teorema do Valor Ḿedio da reta, existe um pontoti ∈]0,1[ de modo que

ϕi(1)−ϕi(0) = ϕ ′
i (ti)(1−0), isto é,

fi(q)− fi(p) = ∇ fi(γ(ti))γ ′(ti) = ∇ fi(γ(ti))(q− p).

Sejaci = γ(ti); assim,

f (q)− f (p) =
(

∇ f1(c1)(q− p), . . . ,∇ fm(cm)(q− p)
)
=




∇ f1(c1)
...

∇ fm(cm)


(q− p).

�

OBSERVAÇÃO 3.16. Ñao se pode garantir quec1 = c2 = · · ·= cm, como mostra

o exemploγ(t) = (cost,sent), t ∈ R, paraq= 0 e p= 2π.

COROLÁRIO 3.17. Dado A⊂Rn aberto convexo, se f: A→Rm é diferencíavel

e existe uma constante M tal que

∣∣∣∣
∂ fi
∂x j

(x)

∣∣∣∣ ≤ M em A, para todo i, j, então

‖ f (x)− f (y)‖ ≤ M
√

mn‖x−y‖, para todo x,y∈ A.

DEMONSTRAÇÃO. ComoA é convexo, dadosx,y∈ A, temos quexy⊂ A. As-

sim,

‖ f (x)− f (y)‖ (TVM)
=

∥∥∥∥∥∥∥∥




∇ f1(c1)
...

∇ fm(cm)


(x−y)

∥∥∥∥∥∥∥∥
≤

≤

√√√√∑
i, j

(
∂ fi
∂x j

(ci)

)2

‖x−y‖ ≤
√

M2mn‖x−y‖.

�

COROLÁRIO 3.18. Dado A⊂ Rn aberto, se f: A→ Rm é de classe C1 ent̃ao

f é localmente lipschitziana.

DEMONSTRAÇÃO. Dadop∈ A, existeBr(p) ⊂ A. Como
∂ fi
∂x j

são cont́ınuas

emBr(p), existeM > 0 tal que

∣∣∣∣
∂ fi
∂x j

(x)

∣∣∣∣≤ M, para todox∈ Br(p) e para todoi, j.

Logo, pelo coroĺario anterior, comoBr(p) é convexo (verifique), temos

‖ f (x)− f (y)‖ ≤ M
√

mn‖x−y‖, para todox,y∈ Br(p).

�
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COROLÁRIO 3.19. Dados A⊂Rn aberto e f: A→Rm de classe C1, se K⊂ A

é compacto convexo então f é lipschitziana em K.

DEMONSTRAÇÃO. exerćıcio. �

COROLÁRIO 3.20. Se A⊂ Rn é aberto conexo e f: A → Rm é uma funç̃ao

diferencíavel com d f(x) = L constante então f(x) = L(x)+ c, em que c∈ Rm é

uma constante.

DEMONSTRAÇÃO. SeA é aberto conexo então A é conexo por poligonais.

Fixamosx0 ∈A. Para todox∈A, considere uma poligonal ̂x0,x1, . . . ,xk = x contida

emA. Comod f(x) = L, temos, pelo TVM,

f (x1)− f (x0) =




∇ f1(c1)
...

∇ fm(cm)


(x1−x0) = L(x1−x0)

f (x2)− f (x1) = · · · = L(x2−x1)
...

f (xk)− f (xk−1) = · · · = L(xk−xk−1)

Somando essas expressões, obtemosf (x)− f (x0) = L(x)−L(x0), ou seja,f (x) =

L(x)+c, c= f (x0)−L(x0). �

OBSERVAÇÃO 3.21. 1. SeA⊂ Rn é aberto conexo,f : A→ Rm é dife-

rencíavel ed f(x) = 0, para todox, ent̃ao f é constante.

2. DadoA⊂ Rn um aberto conexo, sef ,g: A→ Rm são funç̃oes diferencía-

veis ed f(x) = dg(x), para todox, ent̃ao f −g é constante.

COROLÁRIO 3.22. Dados A⊂ Rn aberto e K⊂ A compacto, se f: A→ Rm é

de classe C1 ent̃ao f é lipschitziana em K.

DEMONSTRAÇÃO. Para cadax∈K, considereBδ (x)⊂A, e observe quef

∣∣∣∣
Bδ (x)

é lipschitziana. TemosK ⊂
⋃

x∈K

Bδ (x), portanto, existemδ1, . . . ,δs, tais queK est́a

contido emBδ1
∪ . . .∪Bδs

. SejaM = max{M1, . . . ,Ms} > 0, ondeMi > 0 é uma

constante de Lipschitz def

∣∣∣∣
Bδi

. Assim, para todo(x,y) ∈ K×K, temos

(i) sex,y∈ Bδi
ent̃ao‖ f (x)− f (y)‖ ≤ Mi‖x−y‖ ≤ M‖x−y‖.

(ii) se (x,y) ∈ F = (K×K)\
( s⋃

i=1

Bδi
×Bδi

)
:
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a funç̃ao(x,y)∈F 7→ ‖ f (x)− f (y)‖
‖x−y‖ é cont́ınua, portanto, assume máximo no com-

pactoF . Logo, existeN> 0 tal que, para todo elemento(x,y)∈F , ‖ f (x)− f (y)‖≤
N‖x−y‖. Escolhendoλ = max{M,N}, resulta que

‖ f (x)− f (y)‖ ≤ λ‖x−y‖, para todox,y∈ K.

�

OBSERVAÇÃO 3.23. Seα : [a,b]→ Rn é cont́ınua ent̃ao
∥∥∥∥
∫ b

a
α(t)dt

∥∥∥∥≤
∫ b

a
‖α(t)‖dt.

De fato, temos:
∫ b

a
α(t)dt= lim

|P|→0
∑
P

α(ci)∆ti e
∫ b

a
‖α(t)‖dt= lim

|P|→0
∑
P

‖α(ci)‖∆ti ,

em queP: a= t0 < t1 · · ·< tn = b é uma partiç̃ao do intervalo[a,b], |P| é o ḿaximo

do conjunto{∆ti : 1≤ i ≤ n} eci ∈ [ti−1, ti ]. Como

∥∥∥∥∑
P

α(ci)∆ti

∥∥∥∥≤∑
P

‖α(ci)‖∆ti ,

passando ao limite, temos
∥∥∥∥
∫ b

a
α(t)dt

∥∥∥∥≤
∫ b

a
‖α(t)‖dt.

PROPOSIÇ̃AO 3.24. Sejam A⊂ Rn aberto convexo e f: A→ Rm de classe C1

que verifica‖ f ′(x)‖1 ≤ M, para todo x∈ A. Ent̃ao ‖ f (x)− f (y)‖ ≤ M‖x− y‖,

para todo x,y∈ A. (‖L‖1 = sup{‖L(x)‖ : ‖x‖ ≤ 1})

DEMONSTRAÇÃO. Sejaγ(t) = x+ t(y−x). Assim,

f (y)− f (x) =
∫ 1

0

d
dt

f (γ(t))dt =
∫ 1

0
d f(γ(t))γ ′(t)dt.

Portanto,

‖ f (x)− f (y)‖=
∥∥∥∥
∫ 1

0
d f(γ(t))γ ′(t)dt

∥∥∥∥≤
∫ 1

0
‖d f(γ(t))γ ′(t)‖dt ≤

≤
∫ 1

0
‖d f(γ(t))‖1‖γ ′(t)‖dt ≤

∫ 1

0
M‖γ ′(t)‖dt = M‖y−x‖.

�

3.1. O Teorema da Funç̃ao Inversa

Na reta, temos:

TEOREMA 3.25. Dado I ⊂ R intervalo aberto, se a função f : I → R é de-

rivável com f′(x) 6= 0, para todo x∈ I, ent̃ao f é bijetora de I no intervalo aberto

f (I) = J, f−1 : J→ I é deriv́avel e féabertaem I, istoé, f leva aberto contido em

I em aberto deR.
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DEMONSTRAÇÃO. Pelo Teorema do Valor Intermediário, f (I)= J é intervalo.

E, pelo Teorema do Valor Intermediário para derivadas (ver [5]), f ′(x) não muda de

sinal. Assumindo quef ′(x)> 0, para todox∈ I , f é estritamente crescente emI (e,

portanto, injetora), pois dadox< x′ emI , existex entrex ex′ tal que f (x)− f (x′) =

f ′(x)(x− x′) < 0. Para ver quef é aberta emI , basta mostrar que seI1 ⊂ I é

intervalo aberto então o intervalof (I1) é aberto. Assim, para todoc∈ f (I1), c=

f (x1) comx1 ∈ I1, sejamx2 ex3 emI1 tais quex2 < x1 < x3. Temosf (x2)< f (x1)<

f (x3) e dáı segue quec ∈
◦

f̂ (I1). Assim, f : I → f (I) é bijetora e aberta; logo,

f−1 : f (I) → I é cont́ınua, pois, para todoA aberto deR, ( f−1)−1(A) = f (A∩ I)

é aberto, j́a queA∩ I é aberto (ver tamb́em Exemplo 7 aṕos a Proposiç̃ao 2.7).

Vejamos quef−1 é deriv́avel emy0 ∈ J. Pela continuidade def−1 emy0, temos

lim
y→y0

f−1(y)− f−1(y0)

y−y0
= lim

x→x0

f−1( f (x))− f−1( f (x0))

f (x)− f (x0)
=

= lim
x→x0

x−x0

f (x)− f (x0)
=

1
f ′(x0)

.

�

Para aplicaç̃oes lineares, temos:

TEOREMA 3.26. Uma aplicaç̃ao linear L: Rn → Rn é bijetora se, e somente

se,detL é diferente de zero. Neste caso, Lé aberta.

Poŕem, sef (x,y) = (u(x,y),v(x,y)) é dada por

{
u(x,y) = excosy

v(x,y) = exseny

temosJ f =

∣∣∣∣∣
excosy −exseny

exseny excosy

∣∣∣∣∣= e2x 6= 0, para todo(x,y), masf nãoé injetora

emR2: f (x,y+2π) = f (x,y).

TEOREMA 3.27 (Teorema da Função Inversa).Dado A⊂ Rn aberto, se a

funç̃ao f : A → Rn é de classe Ck, k ≥ 1, com J f(x0) = det f ′(x0) 6= 0, ent̃ao f

é um difeomorfismo Ck local em x0, isto é, existem abertos U,V ⊂ Rn com x0 ∈U

e f(x0) ∈V tais que f: U →V é bijetora com inversa f−1 : V →U de classe Ck.

Nesse caso,

1. f : U → Rn éaberta(isto é, para todo abertoA ⊂U , f (A ) é aberto). De

fato, seB⊂U é aberto ent̃ao f (B) = ( f−1)−1(B) é aberto deV, logo, de

Rn.

2. ( f ◦ f−1)(y) = y implicaD f ( f−1(y))D f−1(y) = I , ou seja,

D f−1(y) = [D f ( f−1(y))]−1,
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para todoy∈V.

Antes da demonstração do Teorema, vejamos algumas aplicações:

EXEMPLO 3.28. 1. Sef : A ⊂ Rn → Rn é de classeC1 no abertoA e

J f(x) 6= 0, para todox∈ A, ent̃ao f é aberta.

De fato, dadoA ⊂ A aberto ep∈ A , existem abertosUp ⊂ A eVp tais

que f (Up) =Vp (por qûe?), logo,

f (A ) = f

( ⋃

p∈A

Up

)
=
⋃

p∈A

f (Up) =
⋃

p∈A

Vp é aberto.

2. Diremos queϕ : A⊂ Rn → Rn é umdifeomorfismo(de classeCk, k ≥ 1)

no abertoA seϕ é diferencíavel (de classeCk, k ≥ 1), é injetora,ϕ(A) é

aberto e sua inversaϕ−1 : ϕ(A)→ A é diferencíavel (de classeCk, k≥ 1).

Sejaϕ : A ⊂ Rn → Rn de classeCk, k ≥ 1, no abertoA. Tem-se que

ϕ é um difeomorfismo de classeCk se, e somente se,ϕ é injetora com

detϕ ′(x) 6= 0, para todox∈ A.

3. A funç̃ao f (x) =

{
x+x2sen1

x , sex 6= 0;

0, sex= 0
é deriv́avel emR, f ′(0) = 1,

mas f nãoé localmente injetora emx= 0. Como voĉe explica?

4. A funç̃ao deriv́avel f (x) = x3 tem inversag(x) = 3
√

x que ñaoé deriv́avel

em 0. Como voĉe explica?

5. Se f : Rn → Rn é uma funç̃ao bijetora de classeC1 com detf ′(p0) = 0,

ent̃ao, sua inversaf−1 : Rn → Rn nãoé diferencíavel emf (p0).

6. A funç̃ao f (x,y) = (x3,y3) é injetora mas detf ′(0,0) = 0.

7. Estudar a injetividade local def (x,y) = (x2 + 2xy+ y2,x+ y) em cada

ponto deR2, examinando seu comportamento geométrico.

8. Sejaf : Mn(R)→ Mn(R), f (X) = X2. Mostre que, para todoY ∈ Mn(R)

suficientemente próximo da matriz identidadeI , existe uḿunicoX(=
√

Y)

próximo deI tal queX2 =Y eX = X(Y) é de classeC∞.

9. Sejap0(x) = a0x3−b0x2+c0x−d0 um polin̂omio com coeficientes reais

e tr̂es ráızes reais distintas. Então qualquer polin̂omio da formap(x) =

ax3 − bx2 + cx− d que tem coeficientes reais com(a,b,c,d) suficiente-

mente pŕoximo de(a0,b0,c0,d0) tamb́em tem 3 ráızes reais distintas que

variam em classeC∞ com os coeficientes do polinômio.

Justificativa: Sejamx0,y0,z0 as ráızes dep0(x) e

F(x,y,z) = (x+y+z,xy+xz+yz,xyz) ∈C∞.



46 3. FUNÇ̃OES DIFERENCÍAVEIS

TemosF(x0,y0,z0) =

(
b0

a0
,
c0

a0
,
d0

a0

)
e

JF(x0,y0,z0) =

∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1

y0+z0 x0+z0 x0+y0

y0z0 x0z0 x0y0

∣∣∣∣∣∣∣
.

Para mostrar queJF(x0,y0,z0) 6= 0, consideremosx+y= u, xy= v.

(x,y,z)
H7−→ (x+y,xy,z)

(u,v,z)
G7−→ (u+z,v+uz,vz)

TemosF = G◦H, dF(x0,y0,z0) = dG(x0+y0,x0y0,z0)dH(x0,y0,z0) e

F ′(p0) =




1 0 1

z0 1 u0

0 z0 v0







1 1 0

y0 x0 0

0 0 1


 ,

sendou0 = x0+y0 ev0 = x0y0. Logo,

JF(p0) = detF ′(p0) = (v0+z2
0−z0u0)(x0−y0) =

= (z0−x0)(z0−y0)(x0−y0) 6= 0.

Pelo Teorema da Função Inversa, existem abertosU e V de R3, com

(x0,y0,z0) ∈ U e

(
b0

a0
,
c0

a0
,
d0

a0

)
∈ V tais queF : U → V é difeomorfismo

de classeC∞. Logo, para todo ponto(b′,c′,d′) ∈ V, o polinômio q(x) =

x3−b′x2+ c′x−d′ admite 3 ráızes reais dadas porF−1(b′,c′,d′). Dimi-

nuindoU , obtemos as raı́zes distintas entre si. Como a aplicação

(a,b,c,d)
ϕ7−→
(

b
a
,
c
a
,
d
a

)
, (a 6= 0)

é de classeC∞ em (a0,b0,c0,d0), existeW vizinhança de(a0,b0,c0,d0)

tal que, para todo(a,b,c,d) ∈ W, o polinômio ax3 − bx2 + cx− d = 0

tem 3 ráızes distintas emU , que variam em classeC∞ com os coeficientes

(a,b,c,d).

10. Enunciar e demonstrar o análogo ao Exemplo 9. para polinômios da forma

p(x) = x4−a0x3+b0x2−c0x+d0.

TEOREMA 3.29 (do Ponto Fixo de Banach).Se F⊂Rn é um conjunto fechado

e f : F → F é uma contraç̃ao ent̃ao existe uḿunico p∈ F tal que f(p) = p.

( f é contraç̃ao se existe 0≤ λ < 1 de modo que‖ f (x)− f (y)‖ ≤ λ‖x− y‖,

para todox,y.)
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DEMONSTRAÇÃO. Fixemosx0 ∈ F e consideremos a sequência

xn+1 = f (xn) = f ◦ . . .◦ f︸ ︷︷ ︸
n+1

(x0) = f n+1(x0).

Provaremos que a sequência(xn) é de Cauchy emF ⊂ Rn. Assim, existiŕa p ∈
Rn tal quexn → p (pois emR toda seqûencia de Cauchy converge) e, comoF

é fechado,p ∈ F . De f (xn) = xn+1, resultaŕa f (p) = p (pela continuidade def ,

aplicando limite em ambos os lados).

Unicidade: Supondof (p1) = p1, f (p2) = p2 e p1 6= p2, temos

‖ f (p1)− f (p2)‖= ‖p1− p2‖ ≤ λ‖p1− p2‖< ‖p1− p2‖,

o queé absurdo. Portanto,p1 = p2.

Vejamos que(xn) é de Cauchy. De

‖xn+1−xn‖= ‖ f (xn)− f (xn−1)‖ ≤ λ‖xn−xn−1‖ ≤

≤ λ 2‖xn−1−xn−2‖ ≤ · · · ≤ λ n‖x1−x0‖
segue

‖xn+p−xn‖= ‖xn+p−xn+p−1+xn+p−1−xn+p−2+ · · ·+xn+1−xn‖ ≤

≤ ‖xn+p−xn+p−1‖+‖xn+p−1−xn+p−2‖+ · · ·+‖xn+1−xn‖ ≤
≤ (λ n+p−1+λ n+p−2+ · · ·+λ n)‖x1−x0‖= λ n(1+λ + · · ·+λ p−1)‖x1−x0‖.

Como 0≤ λ < 1, temos que a sequência 1+λ +λ 2+ · · ·+λ n é crescente e con-

vergente, portanto, 1+λ + · · ·+λ n ≤ 1
1−λ , para todon. Dessa maneira,

‖xn+p−xn‖ ≤
λ n

1−λ
‖x1−x0‖.

Como lim
n→∞

λ n‖x1−x0‖
1−λ

= 0, dadoε > 0, existen0 ∈ N tal que, para todon ≥ n0

temos 0≤ λ n‖x1−x0‖
1−λ

< ε. Logo, para todon≥ n0 em∈N, ‖xn+m−xn‖< ε. �

EXERCÍCIO. Verifique que o Teorema do Ponto Fixo não vale se temos apenas

a condiç̃ao‖ f (x)− f (y)‖< ‖x−y‖, para quaisquerx,y comx 6= y, usandof (x) =
x+

√
1+x2

2
.

TEOREMA 3.30 (Teorema da Perturbação da Identidade).Dado A⊂Rn aberto,

se f: A→Rn é contraç̃ao ent̃ao g= I + f é um homeomorfismo do aberto A sobre

o aberto g(A) (isto é, g é cont́ınua e injetora em A com inversa g−1 cont́ınua em

g(A) aberto deRn).
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DEMONSTRAÇÃO. Observe que

‖g(x)−g(y)‖= ‖x−y+ f (x)− f (y)‖ ≥ ‖x−y‖−‖ f (x)− f (y)‖.

Al ém disso, existe 0≤ λ < 1 tal que‖ f (x)− f (y)‖ ≤ λ‖x−y‖, para todox,y∈ A,

pois f é contraç̃ao. Assim,

‖g(x)−g(y)‖ ≥ ‖x−y‖−‖ f (x)− f (y)‖ ≥ ‖x−y‖−λ‖x−y‖= (1−λ )‖x−y‖.

Dessa maneira, temos

1. g é injetora: g(x) = g(y) implica ‖g(x)− g(y)‖ = 0 ≥ (1− λ )‖x− y‖.

Como 1−λ > 0, temos quex= y.

2. g−1 é cont́ınua: seu,v∈ g(A), u= g(x), v= g(y) e

‖g−1(u)−g−1(v)‖= ‖x−y‖ ≤ 1
1−λ

‖u−v‖.

3. g(A) é aberto: dadoy0 ∈ g(A), queremos encontrarr > 0 de maneira que

Br(y0) ⊂ g(A), ou seja, tal que, dadoy∈ Br(y0), existex∈ A que satisfaz

y= g(x) = x+ f (x), istoé,ϕy(x) = y− f (x) tem ponto fixo. Sejax0 ∈A tal

queg(x0) = y0. EscolhendoBδ (x0)⊂ A, consideremosϕy : Bδ (x0)→ Rn.

Temos queϕy é contraç̃ao, pois

‖ϕy(x)−ϕy(x
′)‖= ‖y− f (x)−y+ f (x′)‖ ≤ λ‖x−x′‖.

Vejamos quandoϕy(Bδ (x0))⊂ Bδ (x0). Parax∈ Bδ (x0),

‖ϕy(x)−x0‖= ‖y− f (x)−x0‖= ‖y− f (x0)−x0+ f (x0)− f (x)‖ ≤

≤ ‖y−g(x0)‖+‖ f (x)− f (x0)‖ ≤ r +λ‖x−x0‖ ≤ r +λδ .

Logo, tomandor com 0< r < (1− λ )δ , teremosϕy(Bδ (x0)) ⊂ Bδ (x0).

�

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DA FUNÇÃO INVERSA: Como

x
C0

7−→ f ′(x) ∈ L(Rn)

L
C0

7−→ detL

existe vizinhança dex0 ondeJ f(x) 6= 0. Vamos supor que essa vizinhança de

x0 sejaA e que, para todox em A, f (x) = f (x0) + d f(x0)︸ ︷︷ ︸
L

(x− x0) + r(x), com

lim
x→x0

r(x)
‖x−x0‖

= 0. Assim,

f (x) = f (x0)−L(x0)+L(x+L−1r(x)). (3)

Mostraremos inicialmente queL−1◦ r é uma contraç̃ao numa vizinhança abertaU

de x0 e concluiremos, por meio do Teorema da Perturbação da Identidade, que
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f é um homeomorfismo dessa vizinhança abertaU sobre o abertof (U) = V.

Como a aplicaç̃aox∈ A 7→ (L−1r)′(x) ∈ (L(Rn),‖ ‖1) é cont́ınua e(L−1r)′(x0) =

L−1r ′(x0) = 0, dadoε = 1
2, existeBδ (x0)⊂ A, cujos pontos verificam

‖(L−1r)′(x)‖1 <
1
2
. Justifique.

Pela Proposiç̃ao 3.24, comoBδ (x0) é aberto convexo,

‖L−1r(x)−L−1r(x′)‖ ≤ 1
2
‖x−x′‖, ∀x,x′ ∈ Bδ (x0).

Logo, pelo Teorema da Perturbação da Identidade,I + L−1 ◦ r é um homeomor-

fismo do abertoBδ (x0) sobre o aberto(I +L−1r)(Bδ (x0)) e, portanto,f é homeo-

morfismo do abertoU = Bδ (x0) sobre o abertof (Bδ (x0)) =V. Logo, f : U →V e

sua inversaf−1 : V →U são aplicaç̃oes abertas.

Temos quef−1 é diferencíavel emy= f (x) ∈ f (Bδ ) pois

f−1(y+∆y)− f−1(y)− [d f( f−1(y))]−1(∆y)
‖∆y‖ =

=
f−1( f (x+∆x))− f−1( f (x))− [d f(x)]−1( f (x+∆x)− f (x))

‖ f (x+∆x)− f (x)‖ =

=
∆x− [d f(x)]−1(d f(x)(∆x)+R(x))

‖ f (x+∆x)− f (x)‖ =−(d f(x))−1
(

R(x)
‖d f(x)(∆x)+R(x)‖

)
,

com

lim
∆x→0

R(x)
‖∆x‖ = 0. (4)

Quando∆y → 0, como f−1 é cont́ınua emy, temos∆x → 0. Da injetividade de

d f(x), segue que existec > 0 tal que

∥∥∥∥d f(x)

(
∆x
‖∆x‖

)∥∥∥∥ ≥ c > 0. Como f é um

homeomorfismo entre os abertosU eV, se necesśario, diminúımosU eV de modo

que possamos escrever, para∆x 6= 0,
∥∥∥∥

R(x)
‖d f(x)(∆x)+R(x)‖

∥∥∥∥=
‖R(x)‖
‖∆x‖

1∥∥∥d f(x)
(

∆x
‖∆x‖

)
+ R(x)

‖∆x‖

∥∥∥
≤

≤ ‖R(x)‖
‖∆(x)‖

1∥∥∥d f(x)
(

∆x
‖∆x‖

)∥∥∥− ‖R(x)‖
‖∆x‖

≤ ‖R(x)‖
‖∆x‖

1
(
c− ‖R(x)‖

‖∆x‖
) .

Assim,−(d f(x))−1

(
R(x)

‖d f(x)(∆x)+R(x)‖

)
→ 0, quando∆x→ 0. Logo, quando

∆y→ 0 temos que∆x→ 0 e, portanto,

f−1(y+∆y)− f−1(y)− [d f( f−1(y))]−1(∆y)
‖∆y‖ → 0,

isto é, f−1 é diferencíavel em todoy∈V.
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Para mostrar quef−1 ∈C1 emV, basta olhar para

y
C0

7−→ f−1(y)

x
C0

7−→ f ′(x) ∈ {L ∈ L(Rn) : L é inverśıvel} (aberto)

L ∈ {L ∈ L(Rn) : L é inverśıvel} C0

7−→ L−1

Se f ∈C2,

y∈V
C1

7−→ f−1(y) ∈U

x∈U
C1

7−→ f ′(x) ∈ {L ∈ L(Rn) : L é inverśıvel}
L ∈ {L ∈ L(Rn) : L é inverśıvel} C∞

7−→ L−1

tem-sey ∈ V
C1

7−→ [d f( f−1(y))]−1 = d f−1(y) e, consequentemente,f−1 ∈ C2 em

V.

Deixamos ao leitor mostrar que sef ∈Ck, k> 2, ent̃ao f−1 ∈Ck. �

3.2. O Teorema da Funç̃ao Implı́cita

MOTIVAÇÃO. Seax+by= c, comb 6= 0, ent̃aoy=
c−ax

b
.

TEOREMA 3.31. Sejam A⊂ R2 aberto e f: A → R de classe Ck, k ≥ 1. Se

f (x0,y0) = c e
∂ f
∂y

(x0,y0) 6= 0 ent̃ao existem abertos U e V deR, x0 ∈U, y0 ∈V

U ×V ⊂ A de modo que, para todo x∈ U, existe uḿunico y= y(x) ∈ V tal que

f (x,y(x)) = c, sendo y= y(x) de classe Ck.

Nesse caso,

f (x,y(x)) = c⇒ ∂ f
∂x

(x,y(x))+
∂ f
∂y

(x,y(x))y′(x) = 0⇒ y′(x0) =−
∂ f
∂x (x0,y0)
∂ f
∂y(x0,y0)

.

Observe que a segunda frase das implicações acima diz que

∇ f (x0,y(x0)).(1,y
′(x0)) = 0,

ou seja, o gradientée perpendicular ao vetor tangente ao gráfico dey= y(x).

A reta tangentèa curvaf (x,y) = c em(x0,y0) é dada por:

a)y= y0+
− ∂ f

∂x (p0)
∂ f
∂y(p0)

.(x−x0), ou

b) ∇ f (p0).[(x,y)− (x0,y0)] = 0, ou

c) (x,y) = (x0,y0)+λ

(
1,
− ∂ f

∂x (p0)
∂ f
∂y(p0)

)
, para todoλ ∈ R.
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OBSERVAÇÃO 3.32. 1. Quando
∂ f
∂y

(x0,y0) = 0 e ∂ f
∂x (x0,y0) 6= 0 ent̃ao

f (x,y) = c é resolvida localmente em(x0,y0) porx= x(y).

2. Quando
∂ f
∂y

(x0,y0) = 0=
∂ f
∂x

(x0,y0), o teorema nada afirma. Por exem-

plo,

(a) f (x,y) = x2− y2 = 0 localmente em(0,0) não é gŕafico dey= y(x)

nem dex= x(y).

(b) f (x,y) = x3−y6 = 0 localmente em(0,0) é o gŕafico dex= y2.

APLICAÇÃO 1. Pode a curvax2+y+senxy= 0 ser dada localmente em(0,0)

como gŕafico dey= y(x)? E dex= x(y)? Qual a reta tangente nesse ponto?

Soluç̃ao: Temosf (x,y) = x2+y+senxy∈C∞, f (0,0) = 0 e

∂ f
∂y

(0,0) = 1+xcosxy
∣∣∣
(0,0)

= 1 6= 0.

Assim, a equaç̃ao pode ser resolvida pory= y(x)∈C∞ localmente em(0,0). A reta

tangentèa curva em(0,0) é dada por:∇ f (0,0) ·((x,y)−(0,0)) = (0,1) ·(x,y) = 0,

ou seja, pory= 0.

Como
∂ f
∂x

(0,0) = 2x+ ycosxy
∣∣∣
(0,0)

= 0, o Teorema nada afirma. Para decidir se

x= x(y):

x2+y+senxy= 0⇒ 2x+y′+(xy′+y)cosxy= 0⇒
2+y′′+(xy′′+2y′)cosxy− (xy′+y)2senxy= 0.

Fazendox = 0, obtemosy′(0) = 0 e y′′(0) = −2, o que mostra quey = y(x) tem

ponto de ḿaximo local emx= 0. Assim, a equaç̃ao ñao pode ser dada localmente

em(0,0) como gŕafico dex= x(y).

APLICAÇÃO 2. Dadag: R→R, g de classeC∞, mostre que, para cadax∈R,

existe umúnico y = f (x) ∈ R tal queg(x) =
∫ f (x)

0
(1+ t2)dt e que f é de classe

C∞.

Soluç̃ao: Considere, para cadax ∈ R, o polinômio p(y) = y+ y3

3 − g(x), que é

estritamente crescente, limy→∞ p(y) =∞, limy→−∞ p(y) =−∞ e, portanto, tem uma

única raizy= f (x). SejaF(x,y) = g(x)−
∫ y

0
(1+ t2)dt queé de classeC∞ emR2,

F(x0, f (x0)) = 0 e

∂F
∂y

(x0, f (x0)) =−1− f (x0)
2 6= 0,
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para cadax0∈R. Assim, pelo Teorema da Função Impĺıcita, para cadax0, F(x,y)=

0 é dada localmente em(x0, f (x0)) por y = y(x) ∈ C∞. Comoy = f (x) obedece

F(x, f (x)) = 0, ent̃ao, pela unicidade,f (x) = y(x) ∈C∞.

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 3.31:
f = c

x0 x0

y0
U ×V

aa bb

c

F
v

W

x

y

∇ f (x0,y0)

u= x

SejaF(x,y) = (x, f (x,y)) de classeC1 emA. Temos

JF(x0,y0) = det

(
1 0

∂ f
∂x

∂ f
∂y

)

p0

=
∂ f
∂y

(x0,y0) 6= 0.

Logo, pelo Teorema da Função Inversa, existem abertosU eV deR com (x0,y0)

emU×V ⊂A e abertoW deR2 com(x0,c)∈W tais queF : U×V →W é bijetora,

comF−1 ∈Ck, F−1 :

{
x= u

y= y(u,v)
. Temos ent̃ao

{(x,y) ∈U ×V : f (x,y) = c}=

= F−1({(x,c) ∈W}) = {(x,y(x,c)) ∈U ×V}.
Se necesśario, diminúımosU para obter a tese. �

MOTIVAÇÃO. Seax+by+cz= 0, comc 6= 0, ent̃aoz=
−ax−by

c
.

TEOREMA 3.33. Sejam A⊂ R3 aberto e f: A→ R de classe Ck, com k≥ 1.

Dado p0 = (x0,y0,z0), se f(p0) = c e
∂ f
∂z

(p0) 6= 0 ent̃ao existem abertos U⊂R2 e

V ⊂R, (x0,y0,z0) ∈U ×V ⊂ A de modo que, para todo(x,y) ∈U, existe uḿunico

z= z(x,y) ∈V tal que f(x,y,z(x,y)) = c, sendo z= z(x,y) ∈Ck.

Nesse caso, aplicando a Regra da Cadeia af (x,y,z(x,y)) = c temos




∂ f
∂x (p0)+

∂ f
∂z(p0)

∂z
∂x(x0,y0) = 0

∂ f
∂y(p0)+

∂ f
∂z(p0)

∂z
∂y(x0,y0) = 0

ou seja, 



∇ f (p0).
(

1,0, ∂z
∂x(x0,y0)

)
= 0

∇ f (p0).
(

0,1, ∂z
∂y(x0,y0)

)
= 0
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Assim,
∂z
∂x

(x0,y0) =
− ∂ f

∂x
∂ f
∂z

(x0,y0),
∂z
∂y

(x0,y0) =
− ∂ f

∂y
∂ f
∂z

(x0,y0).

O plano tangentèa superf́ıcie f (x,y,z) = c em p0 = (x0,y0,z0) é dado por

a)z= z0+
∂z
∂x(x0,y0)(x−x0)+

∂z
∂y(x0,y0)(y−y0), ou

b) ∇ f (p0).(x−x0,y−y0,z−z0) = 0, para todo(x,y,z) ∈ R3, ou

c) (x,y,z) = p0+λ
(

1,0,
∂z
∂x

(p0)

)
+µ

(
0,1,

∂z
∂y

(p0)

)
, para quaisquerλ ,µ ∈ R.

OBSERVAÇÃO 3.34. Nas hiṕoteses do teorema acima,

1. ∇ f (p0)//

(
1,0,

∂z
∂x

(p0)

)
∧
(

0,1,
∂z
∂y

(p0)

)
.

2. Dada uma curvaγ(t) ∈ A, t ∈]− δ ,δ [, deriv́avel emt = 0, comγ(0) =
p0 e f (γ(t)) = c, podemos garantir queγ ′(0) é combinaç̃ao linear dos

vetores

(
1,0,

∂z
∂x

(p0)

)
e

(
0,1,

∂z
∂y

(p0)

)
. De fato, sef (γ(t)) = c ent̃ao,

pela Regra da Cadeia,∇ f (p0).γ ′(0) = 0.

De outro modo, deγ(t) = (x(t),y(t),z(x(t),y(t))) tem-se

γ ′(0) =
(

x′(0),y′(0),
∂z
∂x

(p0)x
′(0)+

∂z
∂y

(p0)y
′(0)

)
=

= x′(0)

(
1,0,

∂z
∂x

(p0)

)
+y′(0)

(
0,1,

∂z
∂y

(p0)

)
.

3. Dado um vetorw queé combinaç̃ao linear dos vetores

(
1,0,

∂z
∂x

(p0)

)
e

(
0,1,

∂z
∂y

(p0)

)
, afirmamos que existe uma curvaγ(t), t ∈]− r, r[, tal que

γ(0) = p0, f (γ(t)) = c e γ ′(0) = w. De fato, sendo

w=α
(

1,0,
∂z
∂x

(p0)

)
+β
(

0,1,
∂z
∂y

(p0)

)
=

(
α ,β ,α

∂z
∂x

(p0)+β
∂z
∂y

(p0)

)
,

consideramos a reta(x,y) = (x0,y0)+ t(α ,β ), ∀t. Parar > 0 suficiente-

mente pequeno, a curva que procuramosé γ(t) = (x0+ tα ,y0+ tβ ,z(x0+

tα ,y0+ tβ )), pois Imγ est́a contida na superfı́cie f (x,y,z) = c eγ ′(0) = w.

4. Em vista das duas observações anteriores, o plano tangenteà superf́ıcie

f (x,y,z) = c em p0 = (x0,y0,z0) coincide com o plano que passa porp0,

gerado por todos os vetores velocidade das curvas deriváveis contidas na

superf́ıcie f = c, no pontop0.

APLICAÇÃO. A superf́ıcie S : xy− zlny+ exz = 1 pode ser dada localmente

em(0,1,0) como gŕafico dex= x(y,z), pois
∂ f
∂x

(0,1,0) = 1 6= 0, paraf (x,y,z) =

xy− zlny+exz. Como∇ f (0,1,0) = (1,0,0), o plano tangentèa S em (0,1,0) é
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dado porx= 0. PodeSser dada localmente em(0,1,0) como gŕafico dez= z(x,y)

ey= y(x,z)? Observe quef (0,1,z) = 1.

INDICAÇÃO DA PROVA DO TEOREMA 3.33: SejaF(x,y,z) = (x,y, f (x,y,z)). Te-

mos JF(p0) =
∂ f
∂z

(p0) 6= 0. Pelo Teorema da Função Inversa, existem abertos

U ⊂R2 contendo(x0,y0), V ⊂R contendoz0 eW ⊂R3 contendoF(x0,y0,z0) tais

queF : U ×V →W é difeomorfismo de classeCk

z0 p0 U ×V c

F w

W

z

∇ f (p0)

(x0,y0)(x0,y0) (u,v) = (x,y)(x,y)

F :





u= x

v= y

w= f (x,y,z)

; F−1 :





x= u

y= v

z= g(u,v,w)

;

e{(x,y,z) ∈U ×V : f (x,y,z) = c}= F−1{(u,v,c) ∈W} = {(x,y,z) ∈U ×V : z=

g(x,y,c)}. Se necesśario, diminúımosU para obter a tese.

MOTIVAÇÃO. Se

{
ax+by+cz= d

a′x+b′y+c′z= d′ , com

∣∣∣∣∣
b c

b′ c′

∣∣∣∣∣ 6= 0 ent̃ao temos

quey= y(x) ez= z(x).

TEOREMA 3.35. Sejam f,g: A ⊂ R3 → R funç̃oes de classe Ck, k ≥ 1, no

aberto A, p0 = (x0,y0,z0) ∈ A, f(p0) = c1 e g(p0) = c2. Se
∂ ( f ,g)
∂ (y,z)

(p0) 6= 0 ent̃ao

existe um aberto U×V, (x0,y0,z0)∈U ×V ⊂A⊂R×R2, tal que ośunicos pontos

de U×V que obedecem

{
f (x,y,z) = c1

g(x,y,z) = c2
são os do gŕafico de uma funç̃ao Ck

(y,z) = (y(x),z(x)) ∈V definida em U.

Nesse caso, temos, pela Regra da Cadeia,





∂ f
∂x

+
∂ f
∂y

y′+
∂ f
∂z

z′ = 0 ⇔ ∇ f .(1,y′,z′) = 0

∂g
∂x

+
∂g
∂y

y′+
∂g
∂z

z′ = 0 ⇔ ∇g.(1,y′,z′) = 0
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e dáı y′(x0) =
− ∂ ( f ,g)

∂ (x,z) (p0)

∂ ( f ,g)
∂ (y,z) (p0)

e z′(x0) =
− ∂ ( f ,g)

∂ (y,x) (p0)

∂ ( f ,g)
∂ (y,z) (p0)

.

A reta tangentèa curva

{
f (x,y,z) = c1

f (x,y,z) = c2
em p0 pode ser dada por

a. (x,y,z) = p0+λ (1,y′(x0),z′(x0)), para todoλ ∈ R, ou

b.

{
∇ f (p0).(x−x0,y−y0,z−z0) = 0

∇g(p0).(x−x0,y−y0,z−z0) = 0
, ou

c. (x,y,z) = (x0,y0,z0)+λ∇ f (p0)∧∇g(p0), para todoλ ∈ R.

NOTAÇÃO. No Teorema 3.35,
∂ ( f ,g)
∂ (y,z)

indica o jacobiano de

F(y,z) = ( f (x0,y,z),g(x0,y,z))

no ponto(y0,z0), ou seja, o determinante deF ′(y0,z0).

PROVA DO TEOREMA 3.35: Faça como exercı́cio.

APLICAÇÃO.

1. Verificar se o sistema

{
x2+z2 = 1

y2+x2 = 1
pode ser resolvido localmente em

(0,1,1) pory= y(x) ez= z(x).

2. Idem em(1,0,0).

Mais geralmente, consideremos o sistema dek equaç̃oes en+k incógnitas




f1(x1, . . . ,xn,y1, . . . ,yk) = c1
...

fk(x1, . . . ,xn,y1, . . . ,yk) = ck

que podemos escreverf (x,y) = c, em que

x= (x1, . . . ,xn), y= (y1, . . . ,yk), c= (c1, . . . ,ck) e f = ( f1, . . . , fk).

TEOREMA 3.36 (Teorema da Função Impĺıcita). Sejam A⊂Rn×Rk um aber-

to, f : A→Rk de classe Cp, p≥ 1, f (x0,y0) = c e
∂ ( f1, . . . , fk)
∂ (y1, . . . ,yk)

(x0,y0) 6= 0. Ent̃ao

existem abertos U⊂ Rn, V ⊂ Rk com(x0,y0) ∈ U ×V ⊂ A ⊂ Rn×Rk, tais que,

para todo x∈U, existe uḿunico y= y(x)∈V tal que f(x,y(x))= c e y= y(x)∈Cp.

Nesse caso, aplicando a Regra da Cadeia af (x,y(x)) = c, temos

f ′(x,y(x))

(
I

y′(x)

)
= 0⇒

(
f ′x(x,y) f ′y(x,y)

)( I

y′(x)

)
= 0⇒
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⇒ f ′x(x,y)+ f ′y(x,y)y
′(x) = 0⇒ Dx f (x,y)+Dy f (x,y)Dy(x) = 0.

Portanto,

Dy(x0) =−[Dy f (x0,y0)]
−1Dx f (x0,y0).

Com outra notaç̃ao, de




f1(x1, . . . ,xn,y1(x1, . . . ,xn), . . . ,yk(x1, . . . ,xn)) = c1
...

fk(x1, . . . ,xn,y1(x1, . . . ,xn), . . . ,yk(x1, . . . ,xn)) = ck

temos, para todoi = 1, . . . ,k:




∇ fi(x,y(x)).v1 = 0
...

∇ fi(x,y(x)).vn) = 0

em que 



v1 =

(
1,0, . . . ,0,

∂y1

∂x1
(x0), . . . ,

∂yk

∂x1
(x0)

)

v2 =

(
0,1, . . . ,0,

∂y1

∂x2
(x0), . . . ,

∂yk

∂x2
(x0)

)

...

vn =

(
0,0, . . . ,1,

∂y1

∂xn
(x0), . . . ,

∂yk

∂xn
(x0)

)
,

O plano tangente aS= {(x,y) : f (x,y) = c} no pontop0 = (x0,y0) é o plano dado

por

1. (x,y) = (x0,y0)+∑n
i=1 λivi , para todo(λ1,λ2 . . . ,λn) ∈ Rn, ou

2.





[(x,y)− (x0,y0)].∇ f1(x0,y0) = 0
...

[(x,y)− (x0,y0)].∇ fk(x0,y0) = 0

, ou

3. {p0+ γ ′(0), para toda curvaγ definida numa vizinhança det = 0, γ(0) =
p0, deriv́avel em 0 comf (γ(t)) = c}.

IDEIA DA DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 3.36:

SejaF(x,y) = (x, f (x,y)), queéCp emA. TemosF(x0,y0) = (x0,c) e

JF(x0,y0) = det

(
I 0

Dx f Dy f

)

(x0,y0)

= detDy f (x0,y0) 6= 0.

Pelo Teorema da Função Inversa, existem abertosU ×V ⊂ A⊂Rn×Rk, (x0,y0) ∈
U ×V eW ⊂ Rn+k com (x0,c) ∈ W tais queF : U ×V → W é difeomorfismo de
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classeCp, p≥ 1.

F :

{
u= x

v= f (x,y)
F−1 :

{
x= u

y= y(u,v)

Al ém disso,

{(x,y) ∈U ×V : f (x,y) = c}= F−1{(u,c) ∈W}= {(x,y) ∈U ×V : y= y(x,c)}.

DiminuindoU , se necesśario, obtemos a tese. �

OBSERVAÇÃO 3.37. Segue, dessa demonstração, que existem abertosW ⊂
U ×V, (x0,y0) ∈ W e U ×V ⊂ W, (x0,c) ∈ U ×V tais queW é a unĩao de

gráficos de funç̃oesy = y(x,c′), definidas e de classeCp em U que est̃ao nas

superf́ıcies de ńıvel f (x,y) = c′, comc′ ∈ V .

APLICAÇÕES.

1. Sejap(x) = a0+a1x+ · · ·+anxn um polin̂omio de graun e coeficientes re-

ais com uma raiz real simplesx0. Ent̃ao todo polin̂omio de graun com co-

eficientes reais suficientemente próximo dep(x) tem uma raiz real simples

próxima dex0 que varia em classeC∞ com os coeficientes do polinômio.

(a dist̂ancia entre os polin̂omios q(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bnxn e p(x) =

a0+a1x+ · · ·+anxn é a dist̂ancia entre(b0,b1, . . . ,bn) e(a0,a1, . . . ,an) no

Rn+1.)

Soluç̃ao: SejaF : R×Rn+1 C∞
7−→ R dada por

F(x,b0,b1, . . . ,bn) = b0+b1x+ · · ·+bnxn.

Considerandoa= (a0,a1, . . . ,an) temosF(x0,a) = 0. Além disso, temos

que
∂F
∂x

(x0,a) = p′(x0) 6= 0, poisx0 é raiz simples dep. Pelo Teorema

da Funç̃ao Impĺıcita, existem abertosV ⊂ R, U ⊂ Rn+1 com x0 ∈ V,

a ∈ U , tais que, para todob ∈ U , existe umúnico x = x(b) ∈ V verifi-

candoF(x(b),b) = b0 + b1x(b) + · · ·+ bn(x(b))n = 0 e x = x(b) ∈ C∞.

Como
∂F
∂x

(x0,a) 6= 0, podemos diminuir eventualmenteU ×V para ter

∂F
∂x

(x(b),b) 6= 0 e concluir quex= x(b) é simples.

2. Seja f (λ ,x) uma faḿılia de funç̃oes fλ : R → R a um par̂ametroλ ∈ R,

isto é, fλ (x) = f (λ ,x), f ∈C1. Supondo quefλ0
tenha um ponto fixox0,

enuncie e prove um resultado que garanta a existência e unicidade de ponto

fixo, próximo dex0, para todafλ comλ próximo deλ0.
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Indicaç̃ao: ConsiderarF(λ ,x) = f (λ ,x)−x. Assim,

F(λ0,x0) = 0 e
∂F
∂x

(λ0,x0) =
∂ f
∂x

(λ0,x0)−1.

Supor
∂ f
∂x

(λ0,x0) 6= 1 e aplicar o Teorema da Função Impĺıcita.

DEFINIÇÃO. Um número realc é valor regularde f : A⊂ Rn → R de classe

Ck, k ≥ 1, no abertoA se f−1(c) 6= /0 e, para todox∈ f−1(c), d f(x) é sobrejetora

(isto é,∇ f (x) 6= 0).

Nesse caso, segue do Teorema da Função Impĺıcita que, localmente em cada ponto,

f−1(c) é o gŕafico de uma funç̃ao real de classeCk den−1 varíaveis. Diremos que

f−1(c) é umasuperf́ıcie regular(ou superf́ıcie) de classeCk e dimens̃aon−1 ou

codimens̃ao 1. Oplano tangenteem p∈ f−1(c) é dado por

∇ f (p).(x− p) = 0.

EXEMPLO 3.38.

1. A circunfer̂enciax2+y2 = 1 emR2.

2. O cilindrox2+y2 = 1 emR3.

3. A esferax2+y2+z2 = 1 emR3.

4. A curva “∨” nãoé imagem inversa de valor regular.

5. O gŕafico deg: A⊂ Rk → R de classeC1 no abertoA é superf́ıcie regular

de codimens̃ao 1 e classeC1. Indicaç̃ao: f (x,y) = y−g(x) = 0.

6. A superf́ıcie deR3 obtida pela rotaç̃ao do gŕafico dez= z(x) ∈ C1, x ∈
]a,b[, 0< a, em torno do eixoz é uma superfı́cie regular de classeC1 e

codimens̃ao 1.

7. Dar a equaç̃ao do toro obtido pela rotação da circunfer̂encia dada por

(x−2)2+ z2 = 1 em torno do eixoz e verificar quée uma superfı́cie de

codimens̃ao 1, dando sua classe e seu plano tangente em cada ponto.

8. O conez2 = x2+y2 nãoé imagem inversa de valor regular. Verifique.

DEFINIÇÃO. Diremos quec ∈ Rk é valor regular de f : A ⊂ Rn+k → Rk de

classeCp, p≥ 1, no abertoA se f−1(c) 6= /0 e, para todox ∈ f−1(c), d f(x) é so-

brejetora (istóe, se os vetores∇ f1(x), . . . ,∇ fk(x) são linearmente independentes).

Nesse caso, segue do Teorema da Função Impĺıcita que, localmente em cada ponto,

f−1(c) é o gŕafico de uma funç̃ao de classeCp den variáveis comk coordenadas.
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Diremos quef−1(c) é umasuperf́ıcie regular (ou superficie) de classeCp e di-

mens̃aon emRn+k ou de codimens̃aok. O plano tangenteem p∈ f−1(c) é dado

por 



∇ f1(p).(x− p) = 0

∇ f2(p).(x− p) = 0
...

∇ fk(p).(x− p) = 0

EXEMPLO 3.39.

1. A curva

{
x2+y2 = 1

x2+z2 = 1
nãoé imagem inversa de valor regular. Justifique.

2. O gŕafico deg: A⊂ Rn → Rk de classeC1 no abertoA é imagem inversa

de valor regular:é uma superfı́cie de dimens̃ao n emRn+k e seu plano

tangente em(x0,g(x0)) é dado pory= g(x0)+dg(x0)(x−x0). Justifique.

3.3. Multiplicadores de Lagrange

Nesta seç̃ao mostraremos que os extremos locais de funções reaisg: Rm → R

quando restritas a superfı́cies f−1(c)⊂Rm, de codimens̃aok, podem ser encontra-

dos entre as soluções do sistema dem+k equaç̃oes comm+k incógnitas




∇g=
k

∑
i=1

λi fi

f (x) = c

em queλ1, . . . ,λk são inćognitas adicionais, chamadas demultiplicadores de La-

grange.

Inicialmente vejamos a seguinte condição necesśaria para um ponto ser ex-

tremo local de uma função real.

PROPOSIÇ̃AO 3.40. Se f: A ⊂ Rn → R tem todas as derivadas parciais em

um extremo local p, então,∇ f (p) = 0.

TEOREMA 3.41. Sejam g: Rn → R diferencíavel e S= f−1(c), em que će

valor regular de f: A⊂Rn→R de classe C1 no aberto A. Se p∈ Sé extremo local

de g condicionada a S então ∇g(p) = λ∇ f (p), para algumλ ∈ R.

Nesse caso, os extremos locais deg restrita aSest̃ao entre as soluções de
{

f (x1, . . . ,xn) = c

∇g(x) = λ∇ f (x)

INDICAÇÃO DA DEMONSTRAÇÃO:
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(i) Supondo
∂ f
∂xn

(p) 6= 0, localmente emp, S é o gŕafico de uma funç̃aoy=

y(x) ∈C1, x= (x1,x2, . . . ,xn−1) e p= (x0,y(x0));

(ii) x0 é extremo local deϕ(x) = g(x,y(x));

(iii)
∂ϕ
∂xi

(x0) = ∇g(p).

(
0, . . . , 1︸︷︷︸

i

,0, . . . ,0,
∂y
∂xi

(x0)

)
= 0, ∀i = 1, . . . ,n−1;

(iv) ∇g(p) é perpendicular ao plano tangente aSem p0.

APLICAÇÃO. Determine os extremos absolutos deg(x,y,z) = x+y+zcondi-

cionadàa esferaS: x2+y2+z2 = 1.

Soluç̃ao: Como g é cont́ınua eS é compacta,g assume os extremos absolutos

quando restrita aS, que s̃ao locais. ComoSé uma superfı́cie regular de classeC1 e

g é diferencíavel, podemos procurar esses extremos entre as soluções do sistema





x2+y2+z2 = 1
∂g
∂x

= 1= λx

∂g
∂y

= 1= λy

∂g
∂z

= 1= λz

que s̃ao

λ =±
√

3, e (x,y,z) =±
√

3
3

(1,1,1).

Como g(±
√

3
3 (1,1,1)) = ±

√
3 ent̃ao

√
3

3 (1,1,1) é ponto de ḿaximo absoluto e

−
√

3
3 (1,1,1) é ponto de ḿınimo absoluto.

TEOREMA 3.42 (Multiplicadores de Lagrange).Sejam A⊂Rn+k um conjunto

aberto, f: A → Rk uma funç̃ao de classe C1 e c∈ Rk valor regular de f . Se

g: Rn+k → R é uma funç̃ao diferencíavel que assume extremo local num ponto

p0 ∈ f−1(c) quando condicionadàa superf́ıcie f−1(c) ent̃ao existem ńumeros reais

λ1, . . . ,λk tais que∇g(p0) = λ1∇ f1(p0)+ · · ·+λk∇ fk(p0).

DEMONSTRAÇÃO. Suponhamos que, localmente emp0 = (x0,y0) ∈Rn×Rk,

a superf́ıcie f (x,y) = c seja dada pory= y(x) ∈C1. A função definida porϕ(x) =
g(x,y(x)), ou seja,ϕ(x1, . . . ,xn) = g(x1, . . . ,xn,y1(x), . . . ,yk(x)) assume extremo

local emx0. Logo, para todoi ∈ {1, . . . ,n},

∂ϕ
∂xi

(x0) = ∇g(p0).

(
0, . . . ,1,0, . . . ,

∂y1

∂xi
(x0), . . . ,

∂yk

∂xi
(x0)

)
= 0,
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isto é,∇g(p0) é ortogonal̀a superf́ıcie f−1(c) em p0. Assim,

∇g(p0) =
k

∑
i=1

λi∇ fi(p0).

�

APLICAÇÃO. Determine os extremos absolutos deg(x,y,z) = x3+y3+z3 res-

trita à curva

γ :

{
x2+y2+z2 = 1

x+y+z= 1

Soluç̃ao:

(i) γ é uma curva regularC1 eg é diferencíavel;

(ii) g restrita aγ assume extremos absolutos, que são locais, poisg é cont́ınua

e γ é compacto;

(iii) Entre as soluç̃oes do sistema




x2+y2+z2 = 1

x+y+z= 1

3x2 = λx+µ
3y2 = λy+µ
3z2 = λz+µ

est̃ao os extremos procurados. Temos




3(x2−y2) = λ (x−y)

3(x2−z2) = λ (x−z)

3(y2−z2) = λ (y−z)

(5)

Com x = y ou y = z ou x = z, obtemos os pontos(0,0,1), (2
3,

2
3,−1

3),

(0,1,0), (2
3,−1

3,
2
3), (1,0,0) e (−1

3,
2
3,

2
3). O sistema ñao admite outras

soluç̃oes, pois sex,y,z forem distintos entre si, de (5), terı́amos:

3(x+y) = 3(x+z) = 3(y+z)⇒ x= y= z.

Calculandog nos seis pontos encontrados, obtemos que(1,0,0), (0,1,0) e

(0,0,1) são os pontos de ḿaximo absoluto e os outros, pontos de mı́nimo

absoluto.

3.4. O Teorema da Imers̃ao

Neste paŕagrafo, mostraremos que sef : Rn → Rn+k, k > 0, de classeC1 tem

f ′(x0) de posto ḿaximo, ent̃ao, numa vizinhançaU de x0, f é injetora com in-

versa cont́ınua. Aĺem disso, veremos que, a menos de mudança de coordenadas,
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localmente emx0, f é uma inclus̃ao. Consideraremosk > 0 pois o casok = 0

corresponde ao Teorema da Função Inversa j́a estudado.

DEFINIÇÃO. DadoA ⊂ Rn aberto, uma funç̃ao f : A → Rn+k de classeC1 é

denominadaimers̃aoemx0 se f ′(x0) é injetora.

OBSERVAÇÃO 3.43. Sef é imers̃ao emx0 ent̃ao existe vizinhança dex0 na

qual f é imers̃ao.

De fato, basta suporf (x) = (u(x),v(x)) ∈Rn+k comJu(x0) 6= 0 e considerar que a

composta

x
C0

7−→ u′(x) ∈ L(Rn)

L
C0

7−→ detL

calculada emx0 é diferente de 0.

PROPOSIÇ̃AO 3.44. Se f: A ⊂ Rn → Rn+k de classe C1 no aberto Aé uma

imers̃ao em x0 ent̃ao f é localmente injetora em x0, istoé, existe vizinhança aberta

U de x0 tal que f: U → f (U) é injetora. Aĺem disso, f−1 : f (U)→U é cont́ınua.

DEMONSTRAÇÃO. Parax,y numa vizinhançaV dex0, temos:

f (x)− f (y) = f (x)− f (x0)+ f (x0)− f (y) =

= f ′(x0)(x−x0)+ r(x)− f ′(x0)(y−x0)− r(y),

em que lim
x→x0

r(x)
‖x−x0‖

= 0. Assim,

‖ f (x)− f (y)‖=‖ f ′(x0)(x−y)+ r(x)− r(y)‖ ≥ ‖ f ′(x0)(x−y)‖−‖r(x)− r(y)‖.

ComoL = f ′(x0) é linear e injetora, existec > 0 tal que‖L(x)‖ ≥ c‖x‖. Dessa

forma,

‖ f (x)− f (y)‖ ≥ c‖x−y‖−‖r(x)− r(y)‖.
Comor ′ é cont́ınua emx0 er ′(x0) = 0, existeδ > 0 tal queBδ (p0)⊂V e‖r ′(x)‖1 <
c
2, para todox∈ Bδ (p0). Logo,

‖ f (x)− f (y)‖ ≥ c‖x−y‖− c
2
‖x−y‖, parax,y∈ Bδ (p0).

Portanto,‖ f (x)− f (y)‖ ≥ c
2
‖x−y‖, o que implica quef é injetora no abertoU =

Bδ (p0) e a sua inversáe cont́ınua. �

EXEMPLO 3.45.

1. SeL : Rn → Rn+k é linear injetora então é imers̃ao. Observe que, neste

caso,L(Rn) tem dimens̃aon e é gŕafico de funç̃ao den variáveis ek coor-

denadas.
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2. Sejaγ : R→ R2 de classeC1, γ(t) = (x(t),y(t)) imers̃ao emt0. Supondo

x′(t0) 6= 0, segue do Teorema da Função Inversa quex(t) é um difeomor-

fismo local de classeC1 em t0, isto é, existem abertosU contendot0 eV

contendox(t0) tais quex: U → V é bijetora com inversat = t(x) ∈ C1.

Neste caso,

γ(U) = {(x(t),y(t)) : t ∈U}= {(x,y(t(x))) : x∈V},

isto é,γ(U) é o gŕafico de uma funç̃ao de classeC1.

3. Sejaγ : ]a,b[→ R2 derivável em]a,b[. Sex′(t) 6= 0, para todot, ent̃aox é

um difeomorfismo entre]a,b[ e um intervalo abertoJ com inversat = t(x)

derivável (ver Teorema 3.25). Neste caso,

γ(]a,b[) = {(x(t),y(t)) : t ∈]a,b[}= {(x,y(t(x))) : x∈ J},

isto é,γ(]a,b[) é o gŕafico de uma funç̃ao deriv́avel.

4. A curvaγ(t) = (cost,sent) é imers̃ao emR, não injetora.

5. A curvaγ(t) = (t3− t, t2) é imers̃ao emR, não injetora. Observando na

figura a imagem deγ, voĉe vê contradiç̃ao com o exemplo 2 aplicado em

t0 = 0?

x

y

(0,1) = γ(−1) = γ(1)

6. A figura abaixo ñao pode ser imagem de imersão deR emR2. Justifique.

�
��

❅
❅❅

7. Considereσ : R2 →R3, σ(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) uma imers̃ao de

classeC1. Supondo que
∂ (x,y)
∂ (u,v)

(u0,v0) 6= 0, segue do Teorema da Função

Inversa que

{
x= x(u,v)

y= y(u,v)
é um difeomorfismo de classeC1 entre abertos

deR2, U contendo(u0,v0) eV contendo(x(u0,v0),y(u0,v0)) com inversa{
u= u(x,y)

v= v(x,y)
. Logo,

σ(U) = {(x(u,v),y(u,v),z(u,v)) : (u,v) ∈U}=
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= {(x,y,z(u(x,y),v(x,y)) : (x,y) ∈V}

isto é,σ(U) é o gŕafico de uma funç̃ao real de classeC1 definida emV ⊂
R2.

8. O cilindrox2+y2 = 1 deR3 é imagem da imersãoC∞ σ : R2 → R3, dada

por σ(θ ,z) = (cosθ ,senθ ,z).
9. Verifique seσ : R2 →R3, σ(θ ,ϕ)=(cosθ senϕ ,senθ senϕ ,cosϕ) é uma

imers̃ao e determine Imσ .

10. Idem paraσ :





x= (b+acosϕ)cosθ
y= (b+acosϕ)senθ
z= asenϕ

com 0< a< b

11. Se f : A ⊂ Rn → Rk é de classeC1 no abertoA ent̃ao o gŕafico de f é

imagem de imers̃ao de classeC1. Basta considerarF(x) = (x, f (x)).

12. A inclus̃ao f : Rn → Rn+k, f (x) = (x,0) é imers̃ao.

TEOREMA 3.46 (Teorema da Imersão). Dados A⊂Rn aberto e f: A→Rn+p,

p> 0, de classe C1, se f′(x0) é injetora ent̃ao existe aberto U com x0 ∈U tal que

f (U) é o gŕafico de uma funç̃ao de classe C1 definida num aberto deRn com p

componentes.

DEMONSTRAÇÃO. Podemos supor, eventualmente reordenando as coordena-

das de f , que f (x) = (u(x),v(x)) ∈ Rn ×Rp com u′(x0) injetora. Assim, pelo

Teorema da Função Inversa, existem abertosU eV deRn, x0 ∈U , u(x0) ∈V tais

queu: U →V é bijetora com inversax= x(u) ∈C1. Logo,

f (U) = {(u(x),v(x)) : x∈U}= {(u,v(x(u))) : u∈V}.

Dáı podemos concluir diretamente sem usar a Proposição 3.44 quef |U é injetora

com inversa contı́nua. �

Nas condiç̃oes do teorema anterior, para mostrar que, localmente emx0, f é,

a menos de mudança de coordenadas, uma inclusão, consideramosF : A×Rp →
Rn+p dada porF(x,y) = (u(x),v(x)+y).

ComodF(x0,0) =

(
du(x0) 0

dv(x0) I

)
é isomorfismo, então, pelo Teorema da Fun-

ção Inversa, existem abertosU×V eW deRn×Rp, com(x0,0)∈U×V eF(x0,0)=

f (x0) ∈W tais que a funç̃aoF : U ×V →W é difeomorfismo de classeC1 com in-

versaF−1 = h.
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Rp

Rp

RnRn

Rn

f (x0)

F−1◦ f = i

F(x,y) = (u(x),v(x)+y)

x0

U ×V

f

u

v W

x

x

y

=

(x0,0)

Temosh◦ f (x) = (x,0) emU . Logo, a menos do difeomorfismoh, f restrita a

U é uma inclus̃ao. Assim, obtivemos a seguinte versão do Teorema da Imersão:

TEOREMA 3.47. Se f: A ⊂ Rn → Rn+p, p> 0, de classe C1 no aberto A,é

imers̃ao em x0, ent̃ao existe um difeomorfismo de classe C1: h : W →U ×V entre

abertos W⊂ Rn+p contendo f(x0) e U×V ⊂ Rn ×Rp contendo(x0,0) tal que

h◦ f (x) = (x,0) em U.

3.5. O Teorema da Submers̃ao

Veremos, nesta seção, que sef : Rn+k → Rk, n > 0, de classeC1 tem f ′(p0)

com posto ḿaximo, ent̃ao, localmente emp0, f é aberta, ñaoé injetora e, a menos

de mudança de coordenadas,é uma projeç̃ao. E sen= 0?

DEFINIÇÃO. DadoA⊂Rn aberto, uma funç̃ao f : A→Rm de classeC1 é dita

umasubmers̃aoem p0 se f ′(p0) é sobrejetora (portanto,n≥ m).

OBSERVAÇÃO 3.48. Se f é submers̃ao emx0, ent̃ao f é submers̃ao numa

vizinhança dex0.

EXEMPLO 3.49.

1. π : Rn×Rp → Rn, π(x,y) = x é submers̃ao.

2. L : Rn×Rp → Rn linear sobrejetoráe uma submersão e ImL é aberto de

Rn.
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3. f : Rn → R de classeC1 com∇ f (x) 6= 0 é submers̃ao.

4. f (x,y) = x2+y2 é submers̃ao emR2\{(0,0)}.

TEOREMA 3.50 (Teorema da submersão). Seja f: A⊂ Rn+p → Rp, n> 0, de

classe C1 no aberto A com f′(p0) sobrejetora. Ent̃ao existe um aberto W contendo

p0 tal que f(W) é aberto deRp.

DEMONSTRAÇÃO.

−

−
|

| −

RpRp

Rp

Rn

Rn

f = c

f (p0)

f (p0)

x= u

x0

f = f (p0)
p0

U ×V

c

c

f

F
v

W

x

y

Podemos supor quef : A ⊂ Rn ×Rp → Rp e f ′(p0) =
(

f ′x(p0) f ′y(p0)
)

com

f ′y(p0) injetora (eventualmente reordenando as coordenadas). SeF(x,y)= (x, f (x,y))

ent̃ao

JF(p0) =

∣∣∣∣∣
I 0

f ′x(p0) f ′y(p0)

∣∣∣∣∣= det f ′y(p0) 6= 0.

Logo, pelo Teorema da Função Inversa, existem abertosW ⊂ A ⊂ Rn×Rp con-

tendo o pontop0 = (x0,y0) e U ×V ⊂ Rn ×Rp contendo(x0, f (p0)) tais que

F : W →U ×V é difeomorfismo de classeC1.

Como f = π2◦F , ent̃ao f (W) = π2(F(W)) = π2(U ×V) =V é aberto.

Observe tamb́em que, emU ×V, f ◦F−1(u,v) = π2(u,v) = v, isto é, a menos de

um difeomorfismo,f restrita aW é uma projeç̃ao. �

COROLÁRIO 3.51. Seja f: A ⊂ Rn+p → Rp, n> 0, submers̃ao de classe C1

no aberto A. Ent̃ao f é aberta e ñao é injetora.
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DEMONSTRAÇÃO. Verifiquemos quef é aberta: dadoB⊂A aberto, comof |B
é submers̃ao, para cadax∈ B, existeUx ⊂ B aberto,x∈Ux, tal que f (Ux) é aberto.

ComoB=
⋃

x∈B

Ux, ent̃ao f (B) =
⋃

x∈B

f (Ux) é aberto.

A função f não é injetora, pois pelo Teorema da Função Impĺıcita, o conjunto

f (x) = f (p0), localmente emp0 é um gŕafico de uma funç̃ao den variáveis comp

coordenadas. �

3.6. O Teorema do Posto

Consideraremos, nesta parte, o caso em que o posto da derivada def : A ⊂
Rm → Rn nãoé máximo, mas constante num aberto. Os exemplos seguintes suge-

rem um enunciado para o Teorema do Posto.

OBSERVAÇÕES EMOTIVAÇÃO.

1. SeL : Rn →Rm é linear, com postoL = k (portanto,k≤ min(m,n)), ent̃ao

L(Rn) é subespaço de dimensãok.

2. Se f : R2 → R2 é dada porf :

{
u= cos(x+y)

v= sen(x+y)
, temos postof ′ = 1 em

R2 e Im f = {(u,v) : u2+v2 = 1} é uma curva emR2, tem dimens̃ao 1.

3. Se f : R2 → R2 de classeC1 tem postof ′ = 0 emR2, ent̃ao f é constante

e Im f tem dimens̃ao zero.

4. Se f : R3 → R3 é dada porf :





u= x−y+z

v= (x−y+z)3

w= 2(x−y+z)

, temos postof ′ = 1

emR3 e Im f = {(u,u3,2u)) : u∈ R} é uma curva emR3, tem dimens̃ao

1.

5. Sef : R3→R3 é dada porf :





u= x+y

v= z3

w= x+y+z3

, temos postof ′= 2, para

z 6= 0, e Im f = {(u,v,u+v) : u,v∈ R} é um plano emR3, tem dimens̃ao

2.

6. Se f : R2 → R3 é dada porf :





u= x+y

v= 2(x+y)

w= 5

, temos postof ′ = 1 e

f (R2) = {(u,2u,5) : u∈ R} é uma reta deR3, tem dimens̃ao 1.

7. Se f : Rn → Rm é de classeC1 e postof ′(x0) = k ent̃ao existe uma vizi-

nhança dex0, na qual postof ′ ≥ k.

Consideremosf : Rn → Rm de classeC1. Quando o posto def ′(p0) é máxi-

mo, os Teoremas da Função Inversa (n= m), da Imers̃ao (n< m) e da Submers̃ao
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(m> n) garantem que existe uma vizinhançaV(p0) de p0 tal que f (V(p0)) tem

dimens̃ao igual ao posto def ′(p0). Quando o posto def ′ é zero numa vizinhança

dep0, ent̃ao f é constante em uma vizinhançaV(p0). Quando postof ′(p0) 6= 0 não

é máximo maśe constante e igual ap numa vizinhança dep0 ent̃ao o Teorema do

Posto garantiŕa que existe uma vizinhaçaV(p0) tal que f (V(p0)) tem dimens̃ao p,

que f nãoé injetora e que, a menos de mudanças de coordenadas, elaé, localmente

em p0, uma projeç̃ao.

TEOREMA 3.52 (Teorema do Posto).Seja f: A⊂ Rm → Rn de classe C1 no

aberto A com posto f′ = constante= p, 0< p< min{m,n}, numa vizinhança de

p0 ∈ A. Ent̃ao existe um aberto W⊂ A contendo p0 tal que f(W) é o gŕafico de

uma funç̃ao de classe C1 definida num aberto deRp com n− p coordenadas.

DEMONSTRAÇÃO. Podemos supor que, para(x,y) ∈ A⊂ Rm−p×Rp,

f (x,y) = (u(x,y),v(x,y)) ∈ Rn−p×Rp

e Dyv(x,y) é injetora. Considere o difeomorfismo de classeC1 F : W → U ×V,

F(x,y) = (x,v(x,y)) entre abertosW contendop0 = (x0,y0) eU ×V ⊂ Rm−p×Rp

contendo(x0,v(x0,y0)).

SeF−1 = h, temosv◦h(u,v) = v ev◦h(U ×V) = v(W) =V.

−

−
|

|

F−1 = h

Rp

Rp

Rp

Rm−p

Rn−p

x0

p0

U ×V

c

c

f

F v

W

x

y

v(p0)

v(p0)

v= c
v= v(p0)

x= u∈ Rm−p
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Dáı,

f (W) = f (h(U ×V)) = { f ◦h(u,v) : (u,v) ∈U ×V}=

= {(λ (u,v),v) : (u,v) ∈U ×V}.

Observe queλ é de classeC1.

Agora mostraremos queλ (u,v) = λ (v) emU ×V. Como

D( f ◦h)(u,v) =

(
Duλ Dvλ

0 Ip

)
= D f (h(u,v)) ·Dh(u,v)

tem postop, poisD f (h(u,v)) tem postop eDh(u,v) é isomorfismo, entãoDuλ = 0

emU ×V. E, como o abertoU pode ser tomado conexo, segue queλ = λ (v).
Assim, conclúımos quef (W) = {(λ (v),v) : v∈V}. Observar quef nãoé injetora

emW. �

OBSERVAÇÃO 3.53. Para obter outra versão do Teorema do Posto, nas condi-

ções anteriores, consideremos a função dada porG(u′,v) = (λ (v)+u′,v) definida

numa vizinhança de(0,v0) em Rn−p ×Rp com valores emRn−p ×Rp. Temos

G(0,v0) = (u0,v0) = f (p0) e JG(0,v0) = det

(
I Dλ (v0)

0 I

)
6= 0. Logo,G é um

difeomorfismo de classeC1 entre abertosU ′×V ′ contendo(0,v0) eW′ contendo

f (p0) com inversaG−1 = k. Assim, conclúımos que, diminuindo eventualmenteU

eV, temos

(k◦ f ◦h)(u,v) = k(λ (v),v) = (0,v) ∈ Rn−p×Rp,

para(u,v) ∈U ×V ⊂ Rm−p×Rp.
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|

−

−

Rp

Rp

Rp

Rm−p

x0

v0v0

f (p0) = (u0,v0)
p0

U ×V

f

F
Gh k

v

v

W

x

y

v= c

v= v0

u∈ Rn−p

x∈ Rm−p u′ ∈ Rn−p

U ′×V ′

f (W) = {(λ (v),v) : v∈V}

v∈ Rp

COROLÁRIO 3.54. Se f: A⊂ Rn+p → Rp é de classe C1 no aberto A e n> 0

ent̃ao f ñao é injetora.

DEMONSTRAÇÃO. Sejar = max{posto f ′(x) : x∈ A}= posto f ′(p0). Existe

uma vizinhança dep0 na qual postof ′(x) = r. Ser = 0 ent̃ao f é constante. Se

r = p, segue do Teorema da Submersão. Se 0< r < p, segue do Teorema do

Posto. �



Exerćıcios

1. Mostre que, emRn, vale:

(a) |x.y| ≤ ‖x‖‖y‖ (desigualdade de Cauchy Schwarz)

(b) |x.y|= ‖x‖‖y‖ ⇔ x ey são linearmente dependentes.

(c) ‖x+y‖ ≤ ‖x‖+‖y‖.

(d) ‖x+y‖= ‖x‖+‖y‖⇔ x= λy ouy= λx comλ ≥ 0.

(e) ‖x−y‖ ≤ ‖x‖+‖y‖.

(f)
∣∣∣‖x‖−‖y‖

∣∣∣≤ ‖x−y‖.

2. Mostre que det

(
Ak×k 0

Cn×k Dn×n

)
= detAdetD.

(
Sugest̃ao: mostre

(
Ak 0

0 In

)(
Ik 0

Cn×k Dn

)
=

(
A 0

C D

))

3. Mostre que seA⊂ Rn é aberto ent̃ao
◦

∂̂A= /0. Dê exemplo deD ⊂ Rn tal

que∂D é aberto ñao vazio.

4. Dê exemplo de abertoA⊂ R que cont́em todos os racionais do intervalo

[0,1] mas ñao cont́em[0,1].

5. SejamA eB subconjuntos deRn.

(a) Mostre que
◦

Â∩B=
◦
A∩

◦
B e

◦
A∪

◦
B⊂

◦
Â∪B.

(b) Dê exemplo em que
◦
A∪

◦
B6=

◦
Â∪B.

6. SeA,B eSsão subconjuntos deRn, mostre que s̃ao falsas as afirmações:

(a) A⊂ B⇒ ∂A⊂ ∂B;

(b) ∂S= ∂S;

(c) ∂S= ∂
◦
S;

(d)
◦
S=

◦
S;

(e) (∂S)◦ = /0;

(f) ∂A∩∂B ⊂ ∂ (A∩B).

71
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7. SejamD eAi subconjuntos deRn. Mostre que

(a) D e ∂D são fechados;

(b) seD ⊂ F eF é fechado deRn ent̃aoD ⊂ F ;

(c)
n⋃

i=1

Ai =
n⋃

i=1

Ai ;

(d)
∞⋃

i=1

Ai ⊃
∞⋃

i=1

Ai ;

(e) d̂e exemplo em que
∞⋃

i=1

Ai 6=
∞⋃

i=1

Ai .

8. Decidir se cada uma das afirmações abaixóe verdadeira ou falsa, provando

ou dando um contra-exemplo:

(a) A⊂ Rn denso emRn ⇔ A= Rn;

(b) A,B⊂ Rn densos emRn ⇒ A∩B denso emRn.

9. SeF ×G ⊂ Rn ×Rm é fechado, mostre queF é fechado deRn e G é

fechado deRm.

10. Mostre que seK ⊂ A⊂ Rn, K compacto eA aberto ent̃ao existeK1 com-

pacto tal queK ⊂
◦

K1⊂ K1 ⊂ A.

11. SejaD= {x∈ [0,1] : a representação decimal dex só tem os d́ıgitos 4 e 7}.
Este conjuntóe aberto?́E fechado?́E enumeŕavel? Determine

◦
D eD.

12. Mostre que toda cobertura deD ⊂ Rn por abertos admite subcobertura

finita ou enumeŕavel.

13. DadosE ⊂ A⊂ Rn, A aberto, mostre queE =
∞⋃

n=1

En comEn compactos,

En ⊂ A.

14. SeK ⊂ Rn é compacto, mostre que

(a) todo subconjunto infinito deK tem ponto de acumulação emK;

(b) toda seqûencia deK admite subseqûencia convergente emK.

15. SejaS⊂ Rn infinito não enumeŕavel. Mostre que existen ∈ N tal que

Bn(0) tem infinitos pontos deS. Conclua queS tem ponto de acumulação.

16. SejamKi 6= /0 compactos deRn tais queK1 ⊃ K2 ⊃ . . .⊃ Kn ⊃ . . .. Mostrar

que
∞⋂

i=1

Ki 6= /0.
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17. Sejamf : Rn → Rk, f nula emA⊂ Rn e p∈ Rn ponto de acumulação de

A, tais que lim
x→p
x6∈A

f (x) = 0. Mostre que lim
x→p

x∈Rn

f (x) = 0.

18. ConstruaD ⊂ [0,1]2 tal que∂D = [0,1]2 e que cont́em no ḿaximo um

ponto em cada vertical e em cada horizontal.

19. Dê exemplos de abertosA e B de R2, disjuntos, ñao vazios, conexos e

limitados com∂A= ∂B.

20. DadaL ∈ L(Rn,Rk), defina‖L‖1 = sup{|Lx| : |x| ≤ 1} e ‖L‖ =
√

∑i, j a
2
i j

em que(ai j ) é a matriz deL na base can̂onica. Mostre que

(a) ‖ ‖ e‖ ‖1 são normas emL(Rn,Rk).

(b) ‖L‖1 ≤ ‖L‖ ≤ √
n‖L‖1.

(c) ‖L◦T‖ ≤ ‖L‖‖T‖ e‖L◦T‖1 ≤ ‖L‖1‖T‖1, T : Rm → Rn é linear.

21. Sejaf : R → R cont́ınua emx = 0 tal que f (x+ y) = f (x)+ f (y), para

todosx,y∈ R. Mostre:

(a) f é cont́ınua emR;

(b) existe uma constantea tal que f (x) = ax, para todox∈ R.

22. Estude a continuidade, justificando:

(a) f (x) =

{
senx , sex∈Q;

0 , caso contŕario.

(b) f (x) =

{
‖x‖2 , sex∈Qn ⊂ Rn;

0 , caso contŕario.

(c) f (x,y) = θ , sendo(x,y) = ρeiθ , ρ > 0, 0≤ θ < 2π.

(d) f (x,y) =
ρ
θ

, sendo(x,y) = ρeiθ , ρ > 0, 0< θ ≤ 2π.

(e) f (x,y) = x|y|

(f) f (x,y) =





2x2(y−1)
5x4+(y−1)2 , se(x,y) 6= (0,1);

0, caso contŕario.
(g) sup{ f ,g}, com f ,g: R→ R cont́ınuas.

23. Calcular lim
y→0

lim
x→0

f (x,y), lim
x→0

lim
y→0

f (x,y) e lim
(x,y)→(0,0)

f (x,y) se existirem:

(a) f (x,y) =





x2−y2

x2+y2 , se(x,y) 6= (0,0)

0, se(x,y) = (0,0)

(b) f (x,y) =





(xy)2

(xy)2+(x−y)2 , se(x,y) 6= (0,0)

0, se(x,y) = (0,0)
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(c) f (x,y) =

{ senxy
x

, sex 6= 0

y, sex= 0

(d) f (x,y) =





(x+y)sen
1
x

sen
1
y
, sexy 6= 0

0, sexy= 0

(e) f (x,y) =





senx−seny
tgx− tgy

, se tgx 6= tgy

cos3x, se tgx= tgy

24. É posśıvel definir cada funç̃ao em(0,0) de modo que fique contı́nua nesse

ponto?

(a) f (x,y) =
x2y

x2−y2 ;

(b) f (x,y) =
xy2+x2sen(xy)

x2+y2 + ln(x2y4+5);

(c) f (x,y) =
x5y10

x15−y15;

(d) f (x,y) =
ex2+y2 −1

x2+y2 ;

(e) f (x,y) =
x3y

x4+y2 ;

(f) f (x,y) =
x4y4

(x2+y4)3 ;

(g) f (x,y) =
xy2

x2+y6 .

25. Sejaf : ]a,b[→ R mońotona. Mostre que existem lim
x→p+

f (x) e lim
x→p−

f (x)

parap ∈]a,b[ e conclua que o conjunto das descontinuidades def é, no

máximo, enumeŕavel.

26. SejamF =
{(

x, 1
x

)
: x ∈ R∗} e π : R2 → R, π(x,y) = x. Mostre queF é

fechado deR2 masπ(F) nãoé fechado deR.

27. Mostre:

(a) f : [a,b]→ [a,b] cont́ınua⇒ f tem ponto fixo.

(b) f : [a,b[→ [a,b[ cont́ınua e sobrejetora⇒ f tem ponto fixo.

28. Mostre:

(a) A funç̃ao det :Mn(R)→ R é cont́ınua.

(b) S= {A∈ Mn(R) : detA 6= 0} é aberto.

(c) A função que, a cadaA∈ Mn(R) inverśıvel, associa a sua inversaA−1

é cont́ınua.
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(d) L : Rn → Rk linear injetora⇒ existec> 0 tal que‖Lx‖ ≥ c‖x‖, para

todox.

29. Sejamϕ ,ψ : K ⊂ Rn → R funções cont́ınuas emK compacto tais que

ϕ(x) ≤ ψ(x), para todox ∈ K. Mostre queS= {(x,y) : x ∈ K,ϕ(x) ≤
y≤ ψ(x)} é compacto.

30. Mostre queS= {A∈ Mn(R) : detA 6= 0} é denso emMn(R) e desconexo.

31. Dadosp∈ D ⊂ Rn eq∈ Rn\D, mostre quepq∩∂D 6= /0.

32. Mostre que

(a) E ⊂ Rn conexo (compacto) ep∈ Rn ⇒ p+E conexo (compacto).

(b) E ⊂ Rn aberto (fechado) ep∈ Rn ⇒ p+E aberto (fechado).

(c) Ssubespaço vetorial deRn ⇒ S é fechado e conexo.

(d) Não existef : R2 → R cont́ınua injetora.

33. Sejaf : K ⊂ R→ R, em queK é compacto. Mostre quef é cont́ınua em

K se, e somente se, graff é compacto.

34. Mostrar que o conjuntoE = {(0,y) : y∈ [−1,1]}∪
{(

x,sen1
x

)
: x∈]0,∞[

}

nãoé conexo por caminhos.

35. Mostre que:

(a) f : Rn→Rk cont́ınua,E⊂Rn conexo por caminhos⇒ f (E) é conexo

por caminhos.

(b) E1 ⊂ Rn, E2 ⊂ Rk conexos por caminhos⇒ E1 ×E2 é conexo por

caminhos.

(c) E ⊂ Rn conexo por caminhos6⇒ E conexo por caminhos.

(d) E ⊂ Rn conexo⇒ E conexo.

(e) E1,E2 ⊂ Rn conexos comE1∩E2 6= /0⇒ E1∪E2 conexo.

(f) E1,E2 ⊂ Rn conexos⇒ E1×E2 conexo.

36. Sejaf : R2 → R cont́ınua comf (x,0) = 0, para todox. Mostre que existe

r > 0 tal que| f (x,y)|< 1
4, para todo(x,y) ∈ [0,1]× [−r, r].

37. Sejaf : R2 → R uma funç̃ao cont́ınua que se anula emS1. Mostre que

existe 0< r < 1
4 tal que 1− r < ‖(x,y)‖< 1+ r ⇒ | f (x,y)|< 1

6.

38. Mostre quef (x) = sen1
x não é uniformemente contı́nua em]0,1] e, sem

usar derivada, quée uniformemente contı́nua em[1,∞[.

39. Sef : [0,∞[→ R é uniformemente contı́nua, mostre que existem constan-

tesa> 0 eb∈ R tais que| f (x)| ≤ ax+b, para todox≥ 0.



76 EXERĆICIOS

40. Sejamf : D ⊂ Rn → Rk uniformemente contı́nua ep∈ Rn ponto de acu-

mulaç̃ao deD. Mostre que existe lim
x→p

f (x) e conclua quef pode ser esten-

dida continuamente para a fronteira deD.

41. Sef : [a,b]→ R é cont́ınua, mostre quef é integŕavel em[a,b].

42. Sejaf : R2 → R tal que, para toda curvaγ : ]− δ ,δ [→ R2 cont́ınua com

γ(0) = (0,0), tem-se( f ◦ γ)(t) cont́ınua emt = 0. Pergunta-se:f é

cont́ınua em(0,0)?

43. Sejamf : [a,b]→ R crescente (estritamente) ex1, . . . ,xn ∈ [a,b]. Mostre

que
n

∑
i=1

o( f ,xi)≤ f (b)− f (a)

( n

∑
i=1

o( f ,xi)< f (b)− f (a)

)
.

44. Mostre que a funç̃ao f (x) = e−
1
x2 , sex 6= 0 e f (0) = 0 é de classec∞.

45. Dadaf : R2 → R pergunta-se (i) Para queu∈ R2, existe
∂ f
∂u

(0,0)? Cal-

cule. (ii) Existe
∂ f
∂x

(0,0),
∂ f
∂y

(0,0) ? (iii) f é diferencíavel em(0,0)? (iv)

f é cont́ınua em(0,0)?

(a) f (x,y) =
xy

x2+y2 se(x,y) 6= (0,0) e f (0,0) = 0.

(b) f (x,y) =
x2y2

x2y2+(y−x)2 se(x,y) 6= (0,0) e f (0,0) = 0.

46. Sejaf : Rn → Rk diferencíavel emp. Existe lim
h→0

f (p+h)− f (p)
‖h‖ ?

47. Sejaf : R→ R de classeC1. Prove que a funç̃ao

F(x,y) =





f (y)− f (x)
y−x

, sex 6= y;

f ′(x), sex= y

é diferencíavel sex 6= y e, se existirf ′′(x), ent̃aoF é diferencíavel emR2.

48. Calcule
∂ f
∂v

(0,0) usando a definiç̃ao de derivada direcional e interprete

geometricamente:

(a) f (x,y) = (x2+y2,−x2−y2);

(b) f (x,y) = (x+y,xy);

(c) f (x,y) = (x2y2,xy).

49. (a) Suponha quev 6= 0 e que exista
∂ f
∂v

(p). Mostre que, para todot ∈ R,

tamb́em existe
∂ f
∂ tv

(p) e
∂ f
∂ tv

(p) = t
∂ f
∂v

(p);
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(b) Encontre exemplos em que existem
∂ f

∂ (u+v)
(p),

∂ f
∂u

(p) e
∂ f
∂v

(p)

com
∂ f

∂ (u+v)
(p) 6= ∂ f

∂u
(p)+

∂ f
∂v

(p).

50. Sejamf (x,y) =





x2y
x2+y2 , se(x,y) 6= (0,0);

0, caso contŕario
eu=

(
1√
2
,

1√
2

)
.

Mostre que
∂ f
∂u

(0,0) 6= ∇ f (0,0).u. Explique.

51. Sejaf : Rn → Rk diferencíavel eF(x,y) = f (3x−y).

(a) Calcule
∂F

∂ (h,k)
(x0,y0) usando a definiç̃ao de derivada direcional.

(b) Mostre queF é diferencíavel em(x0,y0) usando a parte anterior. Ex-

plicite dF(x0,y0).

(c) CalculedF(x0,y0)

(
(1,1,1,1),(1,0,1,0)

)
para

f (x1,x2,x3,x4) = x1−2x2+x3−2x4.

(d) CalculedF(x0,x0)(x0,5x0), no caso em quef (x1,x2,x3) = x1+2x3 e

x0 = (1,2,3).

52. Estude a diferenciabilidade explicitandodF(p) e sua matriz:

(a) F(x) = (x, f (x)), sendof : Rn → Rk é diferencíavel.

(b) F(x,y) = (x, f (y)), sendof : Rn → Rk é diferencíavel ex∈ Rm.

(c) F(x) = x.x0, comx0,x∈ Rn.

(d) F(x) = x.Lx, comx∈ Rn eL ∈ L(Rn).

(e) F(x,y) = f (x)+g(y), em quef : Rn → Rk e g: Rm → Rk são dife-

rencíaveis.

53. Mostre quef (X)=X2+X3, X ∈Mn(R), é diferencíavel e explicited f(X0)(H).

54. ConsidereA ∈ M3(R) como elemento deR3 ×R3 ×R3, em que cada

linha ai ∈ R3. Mostre que det :M3(R) → R é diferencíavel e explicite

(det)′(A)(I).

55. Estude a diferenciabilidade def : R2 → R:

(a) f (x,y) = |x|+ |y|
(b) f (x,y) =

√
|xy|

(c) f (x,y) = |xy|
(d) f (x,y) = sup{|x|, |y|}.

56. Dadaf (t) =





(
t2cos

1
t
, t2sen

1
t

)
, set 6= 0;

(0,0), caso contŕario
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(a) Verifique quef é diferencíavel.

(b) Verifique quef ′(R) nãoé conexo.

(c) Conclua que ñao vale um Teorema do Valor Intermediário para deri-

vadas de funç̃oes f : R→ R2.

57. Dê o maior subconjunto deR2 em quef é de classeC1 mas ñaoé de classe

C2.

(a) f (x,y) =
√
|xy|;

(b) f (x,y) = x
√

x2+y4.

58. Sejaf : A⊂ Rn → Rn+p de classeC1 no abertoA. Mostre que o conjunto

{x∈ A: f ′(x) é injetora} é um aberto.

59. Se f : Rn → Rk é diferencíavel e f (tx) = t f (x), para todot ∈ R e todo

x∈ Rn, mostre quef é linear.

60. Mostre quef (x,y) =
x3

x2+y2 , se(x,y) 6= (0,0) e f (0,0) = 0 não é dife-

rencíavel em(0,0), mas f ◦ γ é diferencíavel emt = 0, qualquer que seja

a curvaγ : ]−δ ,δ [→ R2, γ(0) = 0, deriv́avel emt = 0.

61. Sejaf : Rn×Rn → Rp bilinear. Mostre que

(a) lim
(h,k)→0

f (h,k)
‖(h,k)‖ = 0.

(b) f é diferencíavel em(x0,y0); explicited f(x0,y0)(h,k).

62. Sef : Rm→Rn é diferencíavel e‖ f (x)− f (y)‖≤ M‖x−y‖, para todox,y

eM constante, mostre que

∥∥∥∥
∂ f
∂v

(p)

∥∥∥∥≤ M‖v‖, para todop,v∈ Rm.

63. SejaF = ( f ,g) : R2 → R2 de classeC2. Mostre que a aplicação definida

por (x,y) ∈ R2 7→ dF(x,y) ∈ L(R2) (L(R2) é identificado comM2 ouR4)

é diferencíavel e explicited(dF)(x0,y0) = d2F(x0,y0).

64. Usando a Regra da Cadeia,

(a) Mostre queω(t) é diferencíavel, explicitandodω(t), no caso em que

ω =F(x,y, t), comx= x(t), y= y(t) eF(x,y,z) reais e diferenciáveis.

(b) Idem para a funç̃ao ω = ω(x,y,z), comω = f (x,u,v), u = u(x,y) e

v= v(y,z) reais e diferenciáveis.

(c) Idem para a funç̃aoF(x,y,z)= f (g(x+y),h(y+z)), em queg,h: R→
R e f : R2 → R são diferencíaveis.

65. Sejaf : Rn → Rn diferencíavel. Mostre que

(a) F(x) = f (x). f (x) é diferencíavel, explicitandodF(x0)(h);

(b) ‖ f (x)‖= 1, para todox∈ Rn ⇒ det f ′(x) = 0.



EXERĆICIOS 79

(c) Interprete geometricamente o item (b).

66. Verificar se as funç̃oes dadas são lipschitzianas no doḿınio dado e, em

caso afirmativo, dar uma constante de Lipschitz.

(a) f (x,y) = (3x2y,x2−y4) em[2,5]× [1,2] e emR2;

(b) f (x) = x
3
2 em[0,1] e emR+;

(c) f (x) = x
2
3 em[0,1].

67. Verifique seM =
√

100 pode ser constante de Lipschitz paraf (x,y) =

(3x2y2,x3−y3) em[0,1]2.

68. Mostre que sef : Rm→Rn é uma funç̃ao tal que, para todox,y∈Rm, vale

‖ f (x)− f (y)‖ ≤ ‖x−y‖2, ent̃ao f é constante.

69. (a) Sejaf : A⊂R2 →R comA aberto convexo e
∂ f
∂y

(x,y) = 0, para todo

(x,y) ∈ A. Mostre quef (x,y) = g(x) emA.

(b) Se
∂ f
∂x

=
∂ f
∂y

= 0 emR2, mostre quef é constante.

70. SejaA= R2\{(x,0) : x≥ 0}.

(a) Mostre que sef : A→R tem
∂ f
∂x

=
∂ f
∂y

= 0 emA ent̃ao f é constante.

(b) Encontref : A→ R com
∂ f
∂y

= 0 emA, mas f nãoé independente de

y.

71. Sejaf : Rn → R de classeC1 com f (0)=0. Mostre que existem funções

cont́ınuasgi : Rn → R tais quef (x) =
n

∑
i=1

xigi(x), ∀x.
(

Sugest̃ao: f (x) =
∫ 1

0

∂ f
∂ t

(tx)dt

)

72. Estude a diferenciabilidade deF(x,y)=A(x)y, em queA: Rm→L(Rn,Rk)

é diferencíavel.

73. Sejaf : Rn →R uma funç̃ao com derivadas parciais limitadas. Mostre que

f é cont́ınua.

74. Sejaf : Rn →R diferencíavel com∇ f (u) ·u> 0, para todou tal que‖u‖=
1. Mostre que existep, ‖p‖< 1 tal queD f (p) = 0.

75. Sejaf : Rm → R diferencíavel em 0∈ Rm com f ( x
2) =

f (x)
2 , para todox.

Mostre quef é linear.

76. Sejaf : Rm → R diferencíavel com lim
|x|→∞

f ′(x).x= 0. Prove que a funç̃ao

g(x) = f (2x)− f (x) é limitada.
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77. Se f : Rm → Rn é diferencíavel ea é ponto de acumulação de f−1(b),

mostre quef ′(a) nãoé injetora.

78. Se f : Rm → Rn é de classeC2 e f (tx) = t2 f (x), para todot ∈ R e todo

x ∈ Rm, mostre que existe uma aplicação bilinearB: Rm×Rm → Rn tal

que f (x) = B(x,x).

79.

{
u= xy

v= x2+y2
é localmente injetora em(1,1)? e em(0,0)? Por qûe?

80.

{
u= senxcosy−senycosx

v= cosxcosy+senx seny
é localmente injetora? Por quê?

81. Sejamf ,g,h: Rn → Rn funções diferencíaveis comh difeomorfismo tais

que f = h−1gh. Sep0 é ponto fixo def , mostre queh(p0) é ponto fixo de

g e quef ′(p0) eg′(h(p0)) têm os mesmos autovalores.

82. (a) Mostre que uma raizp de f : Rn → Rn, f ∈ C1, é isolada sed f(p)

não tem autovalor nulo.

(b) Mostre que um ponto fixop de f : Rn → Rn, f ∈ C1, é isolado se

d f(p) não tem autovalorλ = 1.

83. Mostre que

(a) seA⊂Rn é aberto ef : A→Rn é difeomorfismo local em cada ponto

ent̃ao f é aberta

(b) sef : Rn →Rn é um difeomorfismo local em cada ponto então f−1(0)

é finito oué enumeŕavel ilimitado.

84. Sejamg: [0,∞[→ R∗
+ cont́ınua,A= {(x,y) : 0< x< y} e

f (x,y) =

(∫ x+y

0
g(t)dt,

∫ x2+y2

0
g(t)dt

)

definida emA. Mostre quef é um difeomorfismo deA sobre um aberto de

R2.

85. Idem paraf (x,y) =

(∫ x−y

0
g(t)dt,

∫ x2−y2

0
g(t)dt

)
eA= {(x,y)∈R2 : 0<

y< x}.

86. Dada uma funç̃ao f : Rm → Rn cont́ınua, suponha que existamn funções

de classeC1, g1, . . . ,gn : Rn →R, tais queg1◦ f , . . . ,gn◦ f sejam de classe

C1. Mostre que se∇g1( f (x)), . . . ,∇gn( f (x)) são linearmente independen-

tes, para todox∈ Rm, ent̃ao, f é de classeC1.
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87. Sef : Rn → Rn é de classeC1, ‖ f ′(x)‖1 ≤ c< 1, para todox, mostre que

g(x) = x+ f (x) é sobrejetora.

88. Mostre queϕ(x,y) = (x+ f (y),y+ f (x)) é um difeomorfismo sobreR2 se

f : R→ R éC1 com| f ′(t)| ≤ λ < 1, para todot ∈ R.

89. Sejaf : Rn → Rn uma funç̃ao de classeC1 tal que f ′( f (x)) ◦ f ′(x) = I ,

para todox e f ◦ f (x0) = x0, para algumx0. Mostre quef tem inversa e

que f−1 = f .

90. Para cada constantec ∈ R, a reta

{
z= y−x

y= (1−c)x+c
e a superf́ıcie z=

x2− y2 interceptam-se emp= (1,1,0). Mostre quep é ponto isolado da

intersecç̃ao da reta com a superfı́cie, sec 6= 0, usando o Teorema da Função

Inversa.

91. SejamA⊂ Rn um aberto ef : A→ Rn uma contraç̃ao. Mostre queI + f é

uma aplicaç̃ao aberta.

92. Mostre quef (x,y) = (senx3 coshy,cosx3 senhy) é localmente injetora

em(0,0). Sua inversáe diferencíavel nesse ponto?

93. SejaF : R2 C1

7−→R eG(x,y) = (F(F(x,y),y),F(x,y)). Dê condiç̃oes sobre

F para queG seja um difeomorfismo local e calculeJG−1 nesse caso.

94. Sejaf : Br(0) → Br(0) ⊂ Rn tal que‖ f (x)− f (y)‖ ≤ λ‖x− y‖, com λ
constante, 0≤ λ ≤ 1. Mostre:

(a) fn = n−1
n f é contraç̃ao, para todon≥ 1.

(b) f tem ponto fixo?Único?

95. Verificar sex3+xy2+y3 = 1 pode ser dada localmente no ponto(1,0) por

x= x(y). E pory= y(x)? Determine a reta tangente em(1,0).

96. Dada a equaçãog(x)−
∫ y

0
et2

dt = 0, comg: R→ R de classeC∞, mostre

que, para cadax ∈ R, existe umúnico y = y(x) que resolve a equação e

que essa funç̃aoéC∞.

97. Podexyexz− zlny = 0 ser resolvida localmente no ponto(0,1,0) como

z= z(x,y)? ex = x(y,z)? ey = y(x,z)? Determine o plano tangente em

(0,1,0).

98. Seja f (x,y) =
senxy2

xy
, se xy 6= 0, f (x,0) = 0, f (0,y) = 0. Estude a

exist̂encia e a unicidade de solução de classeC1, y= y(x), para a equaç̃ao

f (x,y) = 0, localmente em(0,0).
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99. Dadaf (x,y) = 2x3−3x2+2y3+3y2, encontre

(a) os 4 pontos tais que∇ f = 0;

(b) os pontos da curvaf (x,y) = 0 para os quais a equação ñao pode ser

resolvida unicamente pory= y(x) nem porx= x(y).

100. D̂e condiç̃oes sobref : R2 →R, de classeC1 com f (2,−1)=−1, para que

a curvaγ :

{
f (x,y)+z2 = 0

xz+3y3+z3 = 0
possa ser resolvida porx=x(y), z=z(y),

de classeC1, localmente em(2,−1,1). Dê a reta tangentèaγ em(2,−1,1)

supondof ′(2,−1) = (1 −3). Calculez′(−1) ex′(−1).

101. Para cada(x,y) ∈ R2 e z∈ R, consideref (z) = zexy+ z3(x2 + y2)− 1.

Mostre que

(a) f é estritamente crescente,

(b) existe umúnicoz= z(x,y) tal que f (z) = 0,

(c) z(x,y) é de classeC∞ e determine suas derivadas parciais de segunda

ordem em(0,0).

102. Verifique sexy = yx, parax,y> 1, pode ser resolvida unicamente pory=

y(x).

103. SejaF : R2 → R de classeC2, F(0,0) = 0, F ′(0,0) = (2 3).

(a) Mostre que a superfı́cie F(x+2y+3z−1,x3+y2−z2) = 0 pode ser

dada localmente em(−2,3,−1) como gŕafico dez=z(x,y) de classe

C2.

(b) Calcule
∂z
∂y

(−2,3).

(c) Sabendo-se que
∂ 2F
∂x2 (0,0)=3,

∂ 2F
∂x∂y

(0,0) =−1,
∂ 2F
∂y2 (0,0) = 5, cal-

cule
∂ 2z

∂y∂x
(−2,3).

104. Sejaf : R×Rn → Rn, de classeC1, fλ (x) = f (λ ,x) tal que fλ0
(x0) =

x0. Enuncie e prove um resultado que garanta a existência e unicidade de

ponto fixo pŕoximo dex0 para fλ comλ ∼ λ0.

105. Sejaf (x,y,z) = (x2 + y2 − z2,x− y− a). Para que valores dea, (0,0) é

valor regular def ?

106. Sejac um valor regular def : Rn → R, n > 1, de classeC1. Mostre que

seq é o ponto def−1(c) mais pŕoximo de um ponto fixadop 6∈ f−1(c),

ent̃ao,p−q é ortogonal ao plano tangente af−1(c) emq.
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107. SeM = {(x,a0, . . . ,an−1) ∈ Rn+1 : xn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0},

prove:

(a) M é superf́ıcie de dimens̃aon e classeC∞ deRn+1;

(b) a restriç̃ao da projeç̃aoπ : Rn+1 → Rn,

π(x,a0, . . . ,an−1) = (x,a1, . . . ,an−1)

à superf́ıcieM é um homeomorfismo sobreRn cuja inversáe imers̃ao

de classeC∞.

108. Sejaf : [0,2] → R∗
+, cont́ınua, tal que

∫ 1

0
f =

∫ 2

1
f = 1. Para cadax ∈

[0,1], considereg(x) dada por
∫ g(x)

x
f (t)dt = 1. Prove queg est́a bem

definida ée de classeC1.

109. (a) SejaS= {A ∈ M2(R) : postoA = 1}. Mostre que, localmente em

cada ponto,S é o gŕafico de uma funç̃ao real de classeC1. Determine

o plano tangente em

(
0 0

0 1

)
= A0.

(b) Comoé o ańalogo para

S= {A∈ M3(R) : postoA= 2} eA0 =




1 0 0

0 0 0

0 0 1


?

110. Sejaf : R2 → R de classeC1 tal que f 2+

(
∂ f
∂x

)2

+

(
∂ f
∂y

)2

6= 0, para

todo (x,y) ∈ R2. Mostre que cada subconjunto limitado deR2 encontra

apenas um ńumero finito de componentes conexas def−1(0).

111. Sejaf : Rn+k → Rk de classeC1, k,n≥ 1, com f ′(p0) de posto ḿaximo e

f (p0) = c0. Prove que existem abertosU ⊂ Rn+k contendop0 eV ⊂ Rk

contendoc0 tais que, para todoc∈ V, f−1(c)∩U é gŕafico de funç̃ao de

classeC1 den variáveis ek componentes com o mesmo domı́nio.

112. Determine o paralelepı́pedo de faces paralelas aos planos coordenados ins-

crito no elipśoidex2+ y2

4 + z2

9 = 1 de maior volume possı́vel.

113. Determine os extremos absolutos deg(x,y,z) = xyzcondicionadàa curva{
x2+2y2+z2 = 1

x+y+z= 1.

114. Sejaf : Rn → R diferencíavel ñao constante. Dadoε > 0, mostre que

existep∈ Rn tal que‖p‖= ε e p//∇ f (p).
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115. (a) SejaL ∈ L(Rn) simétrica. Mostre que os extremos da função f (x) =

L(x) · x condicionadàa esferaSn−1 são autovetores deL e os valores

extremos s̃ao os autovalores correspondentes.

(b) Conclua que o valor ḿaximo e o valor ḿınimo da funç̃ao dada por

f (x,y) = ax2+2bxy+ cy2 sobre a circunferênciax2+ y2 = 1 s̃ao os

autovalores da matriz

(
a b

b c

)
.

116. SejaF : Rm×R → Rn, de classeC1, m≤ n, tal que, para cadat ∈ R, a

funçãoFt(x) = F(x, t) tem derivada de posto ḿaximo, para todox ∈ Rm.

Mostre que a funç̃ao G(x, t) = (F(x, t), t) tem posto ḿaximo, para todo

ponto(x, t) ∈ Rm×R.

117. Mostre que o gráfico de f : Rn → Rk, de classeC1 é imagem inversa de

valor regular ée imagem de imersão de classeC1.

118. Dadaf (x,y,z) = (x2+y2−4)2+z2−1, determine seus valores regulares

c∈ R e descreva os conjuntosf−1(c).

119. SejaSL(3) = {A∈ M3(R) : detA= 1}.

(a) Mostre queSL(3) é superf́ıcie deM3(R), dando sua dimensão.

(b) Determine o plano tangente aSL(3) na identidadeI .

120. Dadaf (x,y,z, t) = (x2 + y2 − z2 + t2, t2), determine os valores regulares

(a,b) de f e descreva os conjuntosf−1(a,b).

121. (a) Determine os extremos def (x,y)= x.y, x,y∈Rn, em‖x‖2+‖y‖2=1.

(b) Use (a) para provar a desigualdade de Cauchy Schwarz emRn.

122. Mostre que a imagem inversa de um valor regular def ∈ C1, localmente

em cada ponto,́e a imagem de uma imersão de classeC1. Reciprocamente,

a imagem de uma imersão de classeC1, localmente em cada ponto,é a

imagem inversa de valor regular?

123. Seja 0∈ R valor regular def : R3 C1

7−→ R, f (a) = 0, γ : ]−1,1[→ R3 de-

rivável comγ(0) = a eγ ′(0) não pertencente ao plano tangenteà superf́ıcie

f = 0 ema. Mostre que existeδ > 0 tal que f (γ(t)) não se anula e tem

sinais distintos em]− δ ,0[ e em]0,δ [, respectivamente. Interprete geo-

metricamente.

124. Sejaϕ : [a,b] → R, de classeC1, isto é, de classeC1 em um aberto con-

tendo[a,b], 0 < a < b. Mostre que a superfı́cie obtida pela rotaç̃ao do
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gráfico dez= ϕ(x) em torno do eixoz é imagem de uma imersão de classe

C1 e imagem inversa de valor regular.

125. DadasM e N superf́ıcies de classeC1 e dimens̃oesk e l , respectivamente,

prove queM×N é uma superfı́cie deRm×Rn, dando sua dimensão, classe

e o plano tangente num de seus pontos.

126. Sejamσ : Rn →Rn+p imers̃ao de classeC1 eF : Rn →Rn difeomorfismo

de classeC1. Mostre queσ ◦F é imers̃ao de classeC1.
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podem ser imagem de imersão injetora de classeC1 deR emR2? E ima-

gem inversa de valor regular?

128. Sejaf : Rn+p → Rn de classeC1, f (x0) = 0 e f ′(x0) com posto ḿaximo.

Mostre que a equação f (x) = c tem soluç̃ao, para todoc suficientemente

próximo de 0.

129. Sejamϕ ,ψ : Rn → Rn+p imers̃oesC1. Mostre que

ϕ ×ψ(x,y) = (ϕ(x),ψ(y))

é imers̃aoC1. Conclua que o toroS1×S1 ⊂ R4 é imagem de imersãoC1

deR2 emR4.

130. Mostre que sef : Rn+p → Rn é submers̃ao de classeC1, ent̃ao f é aberta.

131. Sejaf : Rn → R2, f (x1, . . . ,xn) = (x2
1+ · · ·+x2

n,x
2
1− (x2

2+ · · ·+x2
n)). De-

termine os subconjuntos deRn em que o posto def é constante.

132. SejamA⊂ Rn aberto,f : A→ Rm de classeC1 e os conjuntos

Ar = int {x∈ A: posto f ′(x) = r},

parar = 0,1, . . . , p= min{m,n}. Mostre queA0∪A1∪ . . .∪Ap é denso em

A. Verifique no casof (x1, . . . ,xn) = (x2
1+ · · ·+x2

n,x
2
1− (x2

2+ · · ·+x2
n)).
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133. Sejaf : R4 →R3 submers̃ao de classeC1 com f (x) 6= 0, para todox. Mos-

tre que‖ f (x)‖ não tem extremos.

134. Sejamσ : R2 → R3 imers̃ao de classeC1 injetora com inversa contı́nua

e γ : R → R3, de classeC1, comγ(R) ⊂ σ(R2). Mostre que existe uma

curvaC1 α : ]− δ ,δ [→ R2, δ > 0, tal queγ = σ ◦α em ]− δ ,δ [. Dê

contra-exemplo para o caso em queσ−1 nãoé cont́ınua.

135. Consideref (X) = XXt , X ∈ Mn(R) como aplicaç̃ao deRn2
em R

n(n+1)
2 ,

levando em conta queXXt é siḿetrica.

(a) Calcule
∂ f
∂H

e mostre quef é diferencíavel emX.

(b) Suponha queA seja ortogonal, istóe,AAt = I . Mostre que a aplicação

f ′(A) ∈ L(Rn2
,R

n(n+1)
2 ) é sobrejetora.

(c) Mostre quef ∈C1.

(d) Conclua queO(n) = {A∈ Mn(R) : A ortogonal} é uma superfı́cie de

dimens̃ao
n(n−1)

2
.

(e) Mostre que o plano tangente aO(n) em I é o conjuntoI + {A ∈
Mn(R) : At =−A}.

(f) Mostre queO(n) é compacto.
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[3] GUIDORIZZI , H. Um curso de Ćalculo. Rio de Janeiro: LTC, 2001.
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