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Introduc ao

O contdido desta apostila correspond@e notas de aulas (preparadas a partir
dos textos da bibliografia) de parte do curso déalt@llo Avancado”, pertencente
ao programa de@s-graduago do IME-USP, ministrado pela primeira autora em
1993. Este material foi usado pela primeira vez no “XVII Cursos déderem
1998, na disciplina “@lculo Diferencial Geomtrico noR"". O objetivo destas
notasé servir como um roteiro para o estudo dale@ilo Diferencial e apresentar
diversas aplicaies, sobretudo nos exg&ios propostos ao final do texto.

Neste texto assumiremos que o leitor esteja familiarizado comadisénna
Reta. Em particular que efR sdo equivalentes as propriedades do supremo, do
infimo, dos intervalos (fechados e limitados) encaixantes e que todansigae
Cauchy converge.

As observa@es de professores, alunos e monitores da disciplina correspon-
dente, em &rios Cursos de Vao do IME-USP, permitiram que edifsemos a
primeira ver&o com algumas melhorias @nias correges. A eles, 0 nosso agra-
decimento.

Este trabalho foi parcialmente financiado pela FAPESP e CAPES.

Sao0 Paulo, dezembro de 2015.
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CAPITULO 1

Topologia doR"

Consideraremos, em geral, o esp&ocom a nétrica induzida pelo produto
n

internox.y = Zx;yi, ondex= (X1,...,X%),Y= (Y1,...,Yn) € R". Assim,
i=

Xl = vxx=/3L1x¢ e dxy) = [x=y].

A bola abertade centrop e raior > 0 & o conjunto
B (p) ={xeR": d(x,p) <r}
e abola fechadale centrop e raior > 0é
Bi(p)={xeR": d(x,p) <r}.
Deixamos ao leitor verificar que
[X=Yll1= im —Yil e [X=Yllo=sup{jx —y|:i=1....n}

tamkem sio nmetricas enR" mas que &o se originam de produto interno po#on
obedecem a regra do paralelograni&:—y||? + ||x+y||> = 2(||x|? + [ly||?), para
todosx,y € R". Alem disso, as &s netricas 80 equivalentes, isi® dada uma bola
numa das ratricas, existe uma bola de mesmo centro, de ouétaica, contida na
primeira.

Temos as seguintes defides:

DEFINICAO. Um subconjuntoA C R" & abertose, para todg € A, existir
r > 0 tal queB;(p) C A. Um subconjuntd- C R" éfechadase seu complementar,
F¢, for aberto.

DEFINICAO. DadoD c R", dizemos que um pontpc R" &

1. ponto interioraD se existir > 0 de modo qué, (p) C D;
2. ponto de fronteiraleD se, paratodo> 0,B;(p)ND # 0 eB,(p)ND® +# 0;
3. ponto de acumuld@p deD se, para todo > 0, existirx € DN B;(p), com

X7 P

4. ponto de adegnciadeD se, para todo > 0, existirx € DN B, (p).

9



10 1. TOPOLOGIA DOR"

Denotamos 0s conjuntos dos pontos interiores, de fronteira, de ac@mudade
adeéncia deD, respectivamente p@, dD, D’ eD.

ExXEmPLO 1.1. Somente usando as defiies de aberto e fechado, podemos
garantir que

1. o conjunto vazio &" sao abertos e fechados;

o intervalo[0, 1] C R naoé aberto nem fechado;

o intervalo[0, «[ C R & fechado;

o conjunto{ p1, P2, - .., Pk} C R" & fechado;

para toda > 0, B;(p) € aberto &8, (p) é fechado;

para todo subconjunfd C R", D & aberto @D é fechado;

0 conjunto{% : ne N*} C R naoé aberto nem fechado;

o conjunto{0,1,3,...,%,...} C R & fechado;

seQQ denota o conjunto dosimeros racionais eadQ" C R" naoé aberto

nem fechado;

. seA C R"x R™M & aberto erdo ri,(A) C R™ & aberto, onder, € a projeéo
(X, y) =Yy, deR" x R emR™;

11. seAC RMeB cC R" s30 abertos eAbA x B C R™ x R" é aberto;

12. seFf c RMe kR c R" sdo fechados, eab,F; x F, ¢ R™ x R" é fechado.

© 0N s wD

=
o

PROPOSIGO 1.2. Temos:
(8) Se(Ai)ici sao abertos deR" enfio os conjuntog JA e (] A sdo

i€l finita
abertos deR".
(b) Se(R)ic sao fechados d&" engio os conjunto§ |F e | J F sdo
i€l finita
fechados d&".

DEMONSTRACAO. (a) Usa somente a defifdig de aberto.
(b) Usa queNF)¢=UFe(UR)¢=NFC. 0

ExeMpPLO 1.3. Observe que intersig infinita de abertosao & necessaria-
mente um aberto, nem @ infinita de fechados necessariamente um fechado,
jaqueni_y|—1,1[ = {0} naoé aberto ey, [-1+1,1-1] =] - 1,1 ndoé
fechado.

Algumas caracterizégs de ponto de acumubag €0 dadas pela

PrRoPOSIAO 1.4. Sejam Dc R" e pe R". Sho equivalentes:

(a) pé ponto de acumul@p de D;
(b) paratodo r> 0, B;(p) coném uma infinidade de pontos de D;
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(c) existe uma se@umcia x de elementos de D, todos distintos de p, que
converge para p.

DEMONSTRACAO. Exerdcio. O

O seguinte resultado caracteriza os conjuntos fechadBS.de

ProPOSIAO 1.5. Seja FC R". Sho equivalentes:

(@) F éfechado;

(b) F coném todos os seus pontos de acumakac

(c) F coneém todos os seus pontos de fronteira;

(d) se x &€ uma segéncia em F que converge para p aatpe F.

DEMONSTRACAO. Exerdcio. O

APLICACAO. SeD & um subconjunto d&", enfio,D’ e D sdo fechados.

DEFINICAO. Um subconjuntd c R" & compactase qualquer cobertura de
por abertos admitir uma subcobertura finita, Btse, para toda fétia (g )qge
de abertos d&" comK C Uge| “a, existiremas,.. ., ds tais queK esht contido
ema/y, U...Uy,.

ExemMpPLO 1.6. Usando apenas a defiigacima, podemos concluir que

1.

a s wn

o intervalo[0, 1] C R naoé& compacto;

o intervalo[0, oo[ naoé compacto;

o conjunto{1,3,...,1,...} ndoé compacto;

o0 conjunto{0, 1, Seens n, ..} & compacto;

qualquer conjunto flnltépl, P2,-.., Pm} C R" & compacto.

TEOREMA 1.7 (Heine Borel).Dados a e b fimeros reais, com & b, o inter-
valo[a,b] C R & compacto.

DEMONSTRACAO. Dada uma cobertur@?, )q< de[a,b] por abertos, seja

S={xe€[a,b]: [a,X] & coberto por umimmero finito de abertosg/, }.

Temos quesS € rao vazio, & quea € S, e Sé limitado superiormente pax Assim,

existe

0 supremo d§ supS, ea < supS< h. Mostremos que sup=b. Sejaa tal

que suBs e ;. Consideremoxe gy NSey € oy tais quex,y] C Aq e suls<y.

Sejamas ..., an tais quela, x| C U g, Como[a,y] C g, U... .Uy, Uy ey>

supS, devemos ter sup="be, mals aindab € S Portanto]a, b|] &€ compacto. [



12 1. TOPOLOGIA DOR"

LEMA 1.8. Sejam KC R" compacto, pe R™ e (@ )qer Uma cobertura de
{p} x K por abertos deR™ x R". Enfio existe um aberto (p) C R™, com pe
A(p), tal que Ap) x K & coberto por um immero finito dos:; .

DEMONSTRACAO. Para cada pontép,x) em {p} x K, existema tal que
(p,X) € oy € um abertd x Dy tais quep € Cx C R™, x € Dy C R"eCx x Dy C
5. Como(Dy)xek € cobertura por abertos e existemx17 .,Xs € K tais que
{p} x K C Cy, x Dy, U...UCy x Dy,. Basta tomaA(p) = 1 Cx. O

PrRoPOSIA0 1.9. Temos as seguintes propriedades:

1. Se K C R" e K, C R™ s3o0 compactos e@b o conjunto K x K, ¢ R™M
€ compacto.

|
2. Se Kc R" s3o compactos, para+ 1,...,l, eno |_|Ki C Rt +h g

compacto.
n

3.0 conjuntorl[a;,bi] C R" & compacto.
1=

DEMONSTRACAO. Basta demonstrar a parte 1. Dada uma cobeftuta),
por abertos, d&; x Ky, para cadg € Kj, existe um aberté\(p) C R", p € A(p)

tal queA(p) x K, & coberto por umimmero finito dee,. TemosK; C U A(p)
peKy
comoKj & compacto, existel(pz),...,A(ps) tais queK; est contido emA(p;) U

..UA(ps). Dessa maneira, obtemos

lechU (pi) xKo) C | Ha-
i=1 finita

PortantoK; x K, &€ compacto. O
LEMA 1.10. Todo fechado contido em um compagtcompacto.

DEMONSTRACAO. SejamF fechado eK compacto, conF C K. Se ()
& uma cobertura por abertos BeenfioK C (U, %% ) UFC e, portanto, existem
ai,...,0stais quekK C oy, U...Uep UFC. Assim,F C @, U...U ... O

PROPOSIAO 1.11. Se DC R" & um conjunto fechado e limitado @otD &
compacto.

n
DEMONSTRACAO. TemosD C I_l a;,by], poisD & limitado. O resultado segue

do lema anterior e da parte (3) da Propasi¢.9. O
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OBSERVACAO 1.12. Nem sempre fechado e limitad@ompacto. Por exem-
plo, R" com a nétrica

dixy) ={ o

0, sex=y.

De fato,R" = B,(0) & limitado eé fechado. Aém disso, observando qi&' =

U {p} = U Bi1(p), vemos que a cobertu(sl(p)) — deR" ndo admite sub-
peR" peR"
cobertura finita.

PrRoPOSIAO 1.13. Se KC R" &€ compacto edb K & fechado e limitado.

DEMONSTRACAO. Temos quekK C U Bn(0) = R". ComoK & compacto,

n=1
existemny, ..., ns tais queK C By, (0)U...UBR(0) C Byaxn,....n} (0). Assim,K &
limitado. Mostremos quK & fechado. Dadp € K€, para cadx € K, sejary > 0
tal queBy, (x) N By, (p) = 0. PortantoK C | J By, (x). Logo, existenxy, ..., xs € K
xeK
tais queK C By, (x1)U...UBy (Xs) € Bmin{rxy,,,’%}(p) C KC. O
COROLARIO 1.14. Se KC R & um conjunto compacto éa vazio erio supK
einfK pertencem a K.

DEMONSTRACAO. Deixada a cargo do leitor. O

OBSERVACAO 1.15. Para um subconjunkonao vazio deR" (com a nétrica
usual) o equivalentes:
(i) K & fechado e limitado;
(i) K & compacto;
(i) Todo subconjunto infinito d& tem ponto de acumulag emkK;
(iv) Toda seqgéncia deK admite subsedincia convergente ek,

Para completar a demonstéag veja f].

DEFINICAO. DadoE c R", dizemos qué\ C E € aberto de EseA = &/ NE,
para algum aberte7 deR" e F C E éfechado de EseF = .% NE, para algum
fechado# deR".

z

DEFINICAO. Um conjuntoE C R" & conexose rao existirem abertos? e
% deR" tais ques NE e Z NE sejam disjuntos, @o vazios € C &/ U % ou,
equivalentemente, s@a existirem abertos e B deE tais queANB=0,A#0+#B
eE=AUB.

ExEmpPLO 1.16. 1. 0 ¢p} C R" s4o conexos;
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2. {p1,pP2,.--,Ps} C R"ndoé conexo, se > 1.
TEOREMA 1.17. Os conexos@o vazios da retad os intervalos.

DEMONSTRACAO. SejaE um subconjunto &o vazio deR. SeE ndoé um
intervalo endio existem pontos,y € E e c ¢ E tais quex < c < y. Os conjuntos
abertosey =] — o, c[ € # =]c,+o[ mostram quds naoé conexo. Portanto, todo
conexoé um intervalo. Mostremos agora que todo interdadoconexo. 8 vimos
quel = {p} & conexo. Suponha que o intervalodo seja conexo. Eab existem
abertose7, 4 C R tais quer Nl e N1 sao disjuntos, &o vazios & C &/ U 4.
Sejamx € o7 Nl ey € #ZNI. Podemos considerar que< y. EnloS= [x,y] N </

é rho vazio e limitado superiormente pgr Sejac = supS< [x,y] C |. Temos
Xx<c<y,cé .o ecg A (justifiqgue), o quee uma contrad#@o. Logol & conexo.
[l



CAPITULO 2

Funcgdes contnuas

Consideraremos fuesf definidas enD C R" com valores eniRX,
DEFINICAO. Dadop € R", ponto de acumul@p deD, escrevemos

lim f(x) =ce R¥

X—=p
se, paratode > 0, existird > 0 tal que, paratodee DN (Bs(p) —{p}), tivermos
f(X) € Be¢(c); ou equivalentemente se, para tado 0, existird > 0 tal que, para
todox € D, 0 < [[x— p|| < o tivermos|| f(x) —c|| < €.

DEFINIGAO. Dizemos que & contnua em pe D se, para tode > 0, existir
0 > 0 tal que, para todr € Bs(p) N D, tivermosf(x) € B¢(f(p)).

OBSERVACAO 2.1, 1. Sep € ponto isolado d® (isto &, p € D mas 1@o
€ ponto de acumulag deD), enfio f & contnua emp;
2. Quandap € D & ponto de acumul&g deD, enfo

f & contnua emp se, e somente S‘E;g,imx) = f(p).

EXEMPLO 2.2. 1. A proje@o : R" — R dada porm(x) = %, em que
X= (X1,...,X%n), € contnua, pois dade > 0, como

n
I710x) = 7(p)[| = [% — pif < Zi(xi —p)?=x—pl,
=
basta escolhed = ¢.
2. Toda fun&o f : R" — RK lipschitziana (istc®, existe uma constanké tal
que, paratoda,y € R", || f(x) — f(y)|| < M|x—Yy||) & contnua.
3. Afuncgao f: R" — R dada porf (X) = ||x|| € contnua, pois vale a desigual-
dade‘ I ||y||‘ < [Ix—y]| (Exerdcio 1 da lista).
4. Toda fun@o linearL: R" — R¥ & contnua: de fato, sejd = (aj) a
matriz deL em relag@o a base cd@mica e sejana = (a1,...,an), para

15
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2. FUNGDES CONTNUAS

a1 ag.X

A a.X
Portanto, segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz {Erekada lista)
que

K K
ILX)] :\/ (ai'X)ZS\/ las|Z1xI17 = /> & [Ix]].
2 2 2%
EscrevenddlL| = /3 &, temos
]

LGOI < LI (1)

Assim, [[L(x) = L(p)|| = [[L(x— p)|| < |IL|[|x~ p|| e, portantoL & lips-
chitziana. Observe que tain temos o seguinte fato:

LN < [[LlllIXl 2

em que||L|j1 = sup{||[L(X)|| : ||X]| <1} < . De fato, segue de (1) que

o conjunto{||L(x)| : ||x|| < 1} & limitado superiormente; pare= 0, (2)

é verdadeira e se+ 0, X

IIL||1/|X||, para todok € R".

PROPOSIGO0 2.3. Dados f: D c R" — RKe p= (p1,p2,..., pn) € D, temos

1.

A fun@o f= (f4,..., fx) & contnua em p se e somente se, para tode i, f
é contnua em p.

Se fé contnua em p erdto, para todo i€ {1,2,...,n}, a fung@o de
uma varavel f(py,..., pi-1,t, Pi+1,--., Pn) € contnua em t= p; (porem a
reciproca réio & verdadeira).

Se pe D é ponto de acumuld@p de D erdo f & contnua em p se, e
somente se, para toda sémcia X de elementos de D que converge para
p, tivermos que (fx,) converge para fp).

Se fé contnua em p, erdo f & localmente limitada nesse ponto.

Se k=1e f & contnua em p com (fp) # O, enfio, localmente em p, f tem
0 mesmo sinal de(p).

Se DC R" LB c RX % RM com f corinua em pe D e g contnua em
f(p) € Bento go f & contnua em p.
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7. Se fg: D c R" — RK sd0 contnuas em = D entio f+g,A f e f-g S0
confnuas em p e sek 1 e g(p) # 0ento g é contnua em p.

DEMONSTRACAO. Faga como exefcio. Para provar 7, use 6. ([

EXERciclo. Enuncie e demonstre propriedadealagas para limites, obser-
vando que para a correspondente & Gecesario colocar como higtese, &m da
exiséncia dos limites lim,p f(x) = c e limy_,cg(y), queg nao seja constante em
B:(c) "B, para algunt > 0.

EXEMPLO 2.4. 1. Contra-exemplo para a feca da propriedade 2:
2xy?
——, Se(X, 0,0);
0, caso contario.

Temos quef (x,0) = 0 & contnua emx = 0 e f(0,y) = 0 & contnua em
y=0. Poém f naoé contnua em(0,0), pois f (y?,y)=1, sey # 0. Obser-
vemos quef restrita a qualquer reta passando (®0) é contnua nesse
ponto pois se/(t) = tv, comv = (v1,V2) # (0,0), enfo

2tvyv2
f(yt)) = ;
V)= % e

logo,

lim #(y(t)) = 0= £(0,0).

1, sey=x?+#0;

0, caso confrio
nenhum ponto da curv(t) = (t,t2)), mas, restrita a qualquer reta que
passa pof0,0), & contnua nesse ponto.

3. Toda funéo linearL: R" — RK & contnua (outra demonstrao):

2. Afung@o f(x,y) = naoé contnua em(0,0) (e em

Temos qué_(x) = (L1(x),...,Lk(X)), em que cada

X1
Li(X) = &1X1+ ... + @inXn = (a;l ain)
Xn

é contnua pelas propriedades, pois pr@eé contnua.
e TR, Ry < 1
0, caso confirio
lar, nos pontogx,y) comx? +y? = 1.

4. Afungof(xy) = é contnua. Em particu-
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De fato, as fun@es¢ : R — R er: R? — R definidas por

1
e?1, se0<r<1;
r = =
o(r) {O, ser > 1,

r(xy) = vx+y?

sao coninuas ef = ¢ or.
5. A curvay: [0,2m— R?, y(t) = (cod,sert) & contnua, injetora, mas sua

inversay—! ndo & contnua em(1,0) pois, para a se@nciaty, = o

tony1 = 2mT— , temos que/(t,) = (costy, sert,) converge parél, 0),

1

2n+1
masy!(costy, serty) = t, ndo converge.

6. Afungo dada pof (x,y) = (x* —y?, 2xy) € injetora e corihua no conjunto

{(x,y): y>0}\{(x,0): x< 0}, masf 1 ndoé contnua em(p,0), p>0.

DEFINICAO. A imagem inversalo conjuntoA pela fun@o f, denotada por
f~1(A), & o conjunto{x € D : f(x) € A}.

PROPOSIAO 2.5. Uma fun@o f: D ¢ R" — RX & contnua em D se, e so-
mente se, para todo & RX aberto, o conjunto T1(A) & aberto de D, ist@&, se
existees C R" aberto tal que f1(A) =&/ ND.

DEMONSTRACAO. Suponhamos quéseja corinua. DaddA C R" aberto, se
AN f(D) = 0, enfio f~1(A) = 0 & aberto; caso corétrio, dadop € f~1(A) seja
B:(f(p)) C Ae, pela continuidade deem p, existed > 0 tal que

f(DNBs(p)) CBe(f(p)) CA.

Basta considerat/ = U Bs(p) (verifique). Reciprocamente, dadps D e

pef-1(A)
€ > 0, seja aberto ddR" tal quef—1(B,(f(p)) = &/ ND. Dessa maneira, existe
0 > 0 de modo quds(p) C o7 e f(Bs(p) D) C Be(f(p)). O

COROLARIO 2.6. Umafunégo f: Dc R" — Rk & contnua em D se, e somente
se, para todo FC RX fechado, existe” fechado d&R" tal que f-1(F) =.% ND.

DEMONSTRACAO. Sef & contnua, pela propos#p anterior, imagem inversa
de qualquer aberto deX & aberto d&. DadoF C R fechado, temos que = A°
comA c RK aberto. Assim, existe7 aberto deR" tal que

fLF)=f1A=D\f 1A =D\ (#ND)=DNF°=DN.Z.
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Reciprocamente, se imagem inversa de fechad®‘defechado d®, dadoA c R¥
aberto A= F°¢ comF c RK fechado, existeZ fechado d&k" tal que

1A =ft1F) =D\ f}F)=D\(#nND)=D\.Z°=DN.
Pela proposigo anterior,f &€ contnua. O

PROPOSIAO 2.7 (Teorema do Valor Intermeatio). Se EC R" & um conjunto
conexo e f E — Rk & contnua en&o f(E) & conexo.

DEMONSTRACAO. Suponhamos qué(E) nao seja conexo. Logo, existem
abertosA e B deRK tais queAn f(E), BN f(E) so r&o vazios, disjuntos &(E) C
AUB. Sejam« e % abertos d&" tais quef 1(A) = &/ NE e f1(B) = ZNE.
Temos quer NE e ZNE sao rao vazios, disjuntosé C 7 U 4%, o que contradiz
a hipbtese de qué& & conexo. Portantd,(E) & conexo. O

COROLARIO 2.8. Se f: E C R" — R & contnua em E conexo e(f;) <y <
f(x2) ento existex € E tal que f(x) =y.

EXEMPLO 2.9. 1. Dados,q € R", o segmento de retgag C R" & co-
nexo. De fato, temos que a fuagy(t) = p+t(g— p) € contnua, o inter-
valo [0,1] & conexo q= y([0,1)).

2. R" & conexo. De fato, suponha g8 nao seja conexo. Eab existem
abertos«, % nao vazios, disjuntos tais Q&' = & U %. Sejamp € <7,
ge Beyt)=p+t(q—p),t €R. Temos quA = {t e R: y(t) € &/}
eB={t e R: y(t) € #} sdo abertos disjuntosio vazios R = AUB, o
gueé uma contrad#o, poisR & conexo.

3. SeE C R" & aberto e fechado é&sdE = 0 ouE = R". De fato, seja
0 +# E C R" aberto e fechado. Vamos mostrar quie- R". TemosR" =
EU(R"\ E) unido de abertos disjuntos. CorR8 & conexo & # 0, resulta
queR"\ E =0, ou sejaE = R".

4. Sel C R & um intervalo g/: | — R" & contnua en&o Imy & conexo.

5. Consideremog: |0, [— R? definida pory(x) = (x, sen}(). SejamE; =

{(0y): —1<y< 1} eEx;=Imy. O conjuntoE = E; UE; & conexo.
De fato, suponhamos que existarhe % abertos disjuntos dE tais que
E =2 U%. ComoE; & conexoE; est contido em um dos abertos, por
exemploE; C «7. ComoE,N .« # 0 eE, € conexo, temok, C .«/. Logo,
ECc«.

6. Sejamf: R" — R ey: [a,b] - R" confnuas ey entref(y(a)) e f(y(b)).
Entio existd entrea eb tal quey = f(y()).
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9.
10.

11.

12.

2. FUNGDES CONTNUAS

Sef: 1 C R — R & contnua e injetora num intervaloentio f & estrita-
mente mobtona ef ~* & contnua no intervald = f(1).
Dadaf : D ¢ R" — R confinua, temos:
() {xeD: f(x)=c}= f1({c}) & fechado d®;
(i) {xeD: f(x)<c}=f"1(]—w,c)éfechado d®;
(i) {xeD: f(x)#c}=f"1(]—oo,clU]c,]) & aberto de.
O conjuntaS™1 = {xe R": ||x|| = 1} & fechado d&".
O conjuntd A€ Mp(R) : detA+# 0} é aberto dé/,(R) = R™ e o conjunto
{A€My(R): detA=0} & fechr?do dé/n(R).

SeF C R sao fechados eab |_|F. € fechado d&R". De fato, conside-
=

n
rando as projegesrg(xy, ..., %) = X, parai = 1,...,n, temos quﬂF. =
=

n

N HF).
i=1

Sef: [a,b] c R — R & contnua er&o o géfico def & fechado deR?.
De fato, a fundoH: [a,b] x R — R definida porH(x,y) =y— f(x) &
confinua e, am disso, graf = {(x, f(x)) : x€ [a,b]} =H~1(0) & fechado
de[a,b] x R. Como[a, b] x R & fechado d&?, segue que o gfico def &
fechado deR?.

DEFINICAO. Um conjuntoE C R" & conexo por caminhaose, para quaisquer
p,q € E, existiry: [a,b] — E confnua tal quey/(a) = p e y(b) = q.

TEOREMA 2.10. Sejad # E C R".

1.
2.

Se E€ conexo por caminhos €t E & conexo;
Se E€ aberto conexo e@b E & conexo por caminhos.

DEMONSTRACAO. 1. Suponhamos que existam aberd® 4 tais que

« NE e ZNE sejam @o vazios, disjuntos BE C &/ U%. Sejamp €

o/ NE eqe ZNE. Existe uma fungo contnuay: [a,b] — E tal que
y(a) = pey(b) =qg. Portanto,s Ny([a,b]) e ZNy([a,b]) sdo rao vazios,
disjuntos ey([a,b]) C &7 U %, o queé uma contrad&o, poisy([a,b]) &

conexo.

. Fixemosxg € E e sejaSo conjunto de todos os pontas E tal que existe

um caminho conhuoy: [a,b] — E comy(a) = X e y(b) = x. Temos que
S+# 0, poisxp € S. Mostremos qu&eE \ Ssao abertos. ComB & conexo
e S+ 0, isto implicad queE \ S= 0 e, portantoS= E. Dadox € S, existe
0 > 0 tal queB;s(x) C E. Para tody € Bs(x), yxU y([a,b]) C E. AssimS
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é aberto. Dada € E\ S existed > 0 tal queBs(x) C E. Nenhum ponto
de Bs(X) pode ser ligado & por um caminho coiriuo contido enE,
caso contario, X tamkem poderia. Logds(x) C E\'S. Portantog\ Sé
aberto. O

OBSERVACAO 2.11. 1. Contra-exemplo para a igoca de (1): O con-
junto E do Exemplo 5 acimé& conexo, masaoé conexo por caminhos.
2. Quandc é aberto vale tan#m: E & conexo se, e somente §e& conexo
por poligonais.
3. OconjuntE = {(x,y) € R2: 0<y< x?}U{(0,0)} & conexo por caminhos
mas 1&oé conexo por poligonais.

PROPOSIARO 2.12. Se f: K ¢ R" — R* & contnua em K compacto e
f(K) & compacto.

DEMONSTRACAO. Dada uma cobertura,) de f(K) por abertos, existem
abertosA, deR" tais quef (.7 ) = Ay NK. Portanto(A,) &€ uma cobertura de
K por abertos. Logd C Ag, U...UAg e f(K) C oy, U... Uy, O

PROPOSIQO 2.13 (Teorema de Weierstras§ge f: K ¢ R" — R & contnua
e K& um compactodo vazio eréio f assume Aximo e rinimo.

DEMONSTRACAO. Temos que (K) é fechado e limitado, log& limitado in-
feriormente e superiormente. Portanto, existemfglp e inff(K) e, comof (K)
é fechado, sup(K) e inff (K) pertencem & (K). O

EXEMPLO 2.14. 1. A fun@o f: ]0,1] — R definida porf(x) = % nao

assume raximo.

2. Afuncdof: [1,0[— R dada porf(x) = % nao assume mimo.

3. SeL: R"— RXélinear e injetora, elb existes > 0 tal quel|L(x)|| > c|x]|.
Vocé pode justificar usando que na esf&fal = {x ¢ R: ||x| = 1} a
funcdo ||L(x)|| assume valor imimo ||L(Xp)|| = ¢ e quec > O poisL &

injetora.
PROPOSIAO 2.15. Se f: K ¢ R" — RK & contnua e injetora em K compacto
ento ainversa f1: f(K) — R"é contnua.

DEMONSTRACAO. Basta mostrar que, para todo conjunto fech&dde R",
(f~H~Y(F) & fechado de (K). Temos que f~1)~1(F) = f(KNF) & compacto,
poisK NF & compacto. Logo,f~1)~1(F) & fechado. a

OBSERVACAO 2.16. 1. Uma fungo f real contnua e injetora num in-
tervalol tem inversa comhua no intervald = f(1). Justifique.
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2. As fun@esy(t) = (cogt,sert) em [0,27] e f(x,y) = (X2 —y?,2xy) em

D=RxR"\{(x,0): x< 0} sao contnuas e injetoras mas suas inversas
nao €0 contnuas. Justifique.

DEFINICAO. Uma funof: D ¢ R" — R @uniformemente cofriuase, para
todoe > 0, existird > O tal que, paratodr y € D, [[x—y|| < d = || f(X) — f(y)| <
E.

DEFINICAO. Dados um pont@ € R" e um conjuntd C R", adistanciade p
aD, denotada por(@,D), & oinfimo do conjuntg{d(p,X) : x€ D}.

OBSERVACAO 2.17. 1. SO CR"epeDentodp,D)=0.
2. SeF Cc R"éfechadoe,F) =0enBopeF.
3. SeD c R" enfio f: R" — R dada porf(x) = d(x,D) & uniformemente
confnua. De fato, quaisquer que sejary € R", temos, para todn< D,
d(x,z) < d(x,y) +d(y,z), da segue que (&, D) < d(x,z) < d(x,y) +d(y,2)
e dx,D)—d(x,y) <d(y,z). Portanto, ¢, D) —d(x,y) < d(y,D) e, assim,
—d(x,y) <d(y,D) —d(x,D). Trocandox pory temos dy,D) —d(x,D) <
d(x,y).
LEMA 2.18. Dados K compacto e A aberto comKA C R", existee > 0 de
modo que KC [ J Be(x) C A.
xeK
DEMONSTRACAO. Sejaf: K — R definida porf (x) = d(x,A°). Temos que
f & contnua emK. Portanto,f assume fmmimo em um pontg de K e, aém

f(p)

disso, f(p) > 0, poisA°® é fechado g ¢ A°. Tomandog = — obtemosK C
JBe(x) C A 0
xeK

OBSERVACAO 2.19. No lema anterior, $€ nao for compacto, o resultad@o
vale. Por exemplo{(x,0): —1<x< 1} C By((0,0)) e {(x,%): x>0} C A=
{(xy) :xy > 0}.

PROPOSIAO 2.20. Se f: K ¢ R" — RX & contnua e Ké compacto edb f é
uniformemente coimua em K.

DEMONSTRACAO. SejaH: K x K — R a fungo definida por
Hxy) = [T = FY)Il-

Dadoe > 0 considereS= {(x,y) € K xK: H(x,y) < €} queé aberto d&K x K
poisH & contnua eS=H (] — 0, ]). Assim, existe um aberte” deR" x R" tal
queS= .« N (K xK). O conjuntdd = {(x,x) : xe K} € &/ N (K x K) & compacto.
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Pelo Lema 2.18, exist@ > 0 tal queA C U Bs((X,X)) C «/. Dadosx,y € K com

xeK
IXx—y]|| < &, temos||(x,x) — (Y, X)|| < . Dessa maneira, obtem@sx) € Bs(X,X) C
</ e, portantoH (y,x) = || f(y) — f(X)|| < . O
EXEMPLO 2.21. 1. Sef: D ¢ R" — RK & lipschitziana efio f & unifor-

memente cofbua.
2. Afuncao f(x) = /X & uniformemente cofrtua emR , . De fato,

(a) f & lipschitziana enfl, |, pois
X—y

VE= il = | =

(b) f & uniformemente comua em[0, 1] poisé contnua num compacto.
Observe qud ndoé lipschitziana enf, 1], pois rao existeM > 0 tal

1 .
< SIX=Yl

que
‘\/;(_\/6| = \/;(S M[x—0,
uma vez que Iimﬁ( = 0]
x>0, |X|

(c) comof & uniformemente cofmua em[1, o[ e em|[0, 1], temos que
f & uniformemente cofrtua em[0,»[. De fato, para &< x <1<y
temos
(£ = fWI < [F) = FD)|+[F(D) - FY)I-
3. Afundio f(x) = x? & uniformemente cofriua em|0, a).
4. Afungio f(x) = x2 naoé uniformemente coirtua em[0, o[ pois existem

L . 1
& > 0 e seg@nciasxy,Yn € [0, ] tais que|X, — yn| < o mas|f(X,) —

1
f(yn)| > &. De fato, tomando, =ney, =n+ o temos|xn — Yn| =

1
— —0e
2n_>

[ (%) — f(yn)| = > 1.

1 1
2 2

- (r+l+-—— )| =[-1-—=
( 4n2>‘ ‘ an?

1 . . .
5. A fungdo f(x) = o nao & uniformemente comua em|0,1] pois, para

—}e —itemos|x |—ie
= 8= o Tl = o
[f(%0) = fyn)| =[n—=2n|=n=>1.

6. A funcdo f(x) = — & uniformemente coimua em[1, o[, poisé lipschitzi-

ana. De fato,
1 1

Xy

_ x=y]
IX[1y]

< [x—yl.
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DEFINIGAO. Dadosf: D C R" — R localmente limitadaenpe D e d >0
suficientemente pequeno, sejam

M(f,p,0)=sup{f(x): xe DNBs(p)}

m(f,p,d)=inf{f(x): xe DNBs(p)}
Como 0< M(f, p,8) —m(f, p,d) decresce quandd diminui, definimos

O(f7p) = lim {M(fa p76) _m(f> p76)} = mf{M(fa p76) _m<f> p76)})
0—0 0>0
aoscilagode f emp.

PrRoPOSIAO 2.22. Seja f: D ¢ R" — R localmente limitada em g D.
Entdo f & contnua em p se, e somente sef @) = 0.

DEMONSTRACAO. Suponha qud seja corinua emp. Enfo, dados > 0,
existed > 0 tal que, para todm € DN Bs(p), tem-sef (p) — § < f(x) < f(p)+
- Logo, f(p) — 5 <M(f,p,8) < f(p)+3ef(p)—z<m(f,p,d) < f(p)+3.
Isto implica que—e < M(f,p,d) —m(f,p,d) < € e, consequentemente, temos
0<M(f,p,8) —m(f,p,d) < e. ComoM(f,p,d)—m(f,p,d) decresce quandd
diminui, en&o 0< o( f, p) < €. Reciprocamente, & f, p) = 0 enfio, dadc > O,
existed > 0 de modo que € Bs(p) ND implica

—e<m(f,p,8)—M(f,p,0) < f(x)— f(p) <M(f,p,0)—m(f,p,d)<e.
O

PROPOSIAO 2.23. Sejam FC R" um fechado e fF — R limitada. Engo,
para cadas > 0, o conjunto S= {x € F : o(f,x) > £} & fechado.

DEMONSTRACAO. Sejax, € Suma seqéncia tal quex, — p. Queremos mos-
trar quep € S Temos quep € F, poisF & fechado &, € F. Dadod > 0, existem
Xng emB5(p) € B5’(Xno) C B5(p) TemOSM(fv p, 5) > M(fv)(noaé/)' m(fa p, 6) <

m(f,Xn,,0') €
M(f7p75>_m(f7p75) > M(f7xn075/>_m(fvxn075/) > 0(f7Xn0) > €

Logo,o(f,p) > €. O



CAPITULO 3

Funcoes diferencaveis

Como se estuda no primeiro curso @dcaolo diferencial, uma fudp f: R —
R éderivavelou diferencavelemp € R se existira € R tal que
. f(x)—f
im 1) —f(p)
=p  X—Pp
ou, equivalentemente, se exisie R tal que

im [0 = f(P) —ax—p) _ 0
X—p X pl

d

ou, ainda, se existlc: R — R linear tal que

im f®¥—f(P)—Lx=p) _
x=p Ix—pl

Além disso,f & contnua emp se f for derivavel nesse ponto.

Ao tentar uma defin@o de diferenciabilidade pafa R" — R" em um ponto
p € R", espera-se que, quando restétaretas passando ppra fun@o seja de-
rivavel. Verifica-se, p@m, que essa con@Q rao garante a continuidade da fun-
cao. (Veja a definigo de derivada direcional e os exemplos dados agsps 29
e 30.) A boa definigo de diferenciabilidade seobtida generalizando a terceira
caracterizago de derivabilidade dada acima. Com ela, teremos garantidas a conti-
nuidade e a exiénhcia das derivadas direcionais.

DEFINICAO. SejamA C R" um aberto ef : A — RK. Dizemos quef & dife-
renciavelem p € A se existirL € L(R",R¥) tal que
i F0—f(p)-Lx=p) f(p+h)—f(p)—L(h)
X=p [Ix—pll Al
ou f(x) = f(p)+L(x— p) +r(x), parax suficientemente pximo dep, com
im % __o,
x=p [[x—pl|

-0,

=0, ou lim
h—0

Daqui em diante, salvo meag expicita em contario, consideraremok: A C
R" — RK, Aaberto deR"ep e A.

25
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Quandof & derivavel emp, existe um plano passando fa, f (p)) dado por
z= f(p)+L(x—p), tal que
FO) —2(x)

lim —~— =~ =0
x>p[x=pl|

)

istoé,z=z(x) € uma aproxim&ip de ordem 1 dé&, localmente enp. Para garantir
a unicidade desse plano, temos a seguinte

ProPoOSIA0 3.1. Se fé diferencavel em p erdto existe umdnica aplicago
linear L: R" — RX que verifica a defin&o de diferenciabilidade em p. Nesse caso,
L serd chamada deliferencialde f em p.

DEMONSTRACAO. Suponha que existam, L, € L(R”,Rk) tais que

f(p+h)—f(p) —Li(h)
]

L (h) Lo(h <
L hl
e g vetor da base cémica deR" (1 g g

te e\ .
(L1 L2)<Htau> (LI_L2)<HG\>_(L1 L2)(&) — 0,

— 0, quandoh — 0.

Assim, — 0, quanddh — 0. Pareh=teg,t >0

quanda — 0,.. Como(L; —Ly)(g) € uma constantélL; — L»)(e) = 0, para todo
i. MasL; — L, & linear. Portantd,; = L. O

NoTAgAo: L =df(p) =Df(p) = f'(p). Em geral, indicaremos pdr(p) a
matriz deL na base canica.

Quandof & derivavel emp, fica bem definido @lano tangenteo giafico de
f em(p, f(p)), dado porz= f(p)+df(p)(x—p).

EXEMPLO 3.2. 1. Afungo f: R" — RX dada porf (x) = L(x) +¢, L €
L(R",R¥) e ¢ € R constanteg diferencavel comd f(p) = L, para todo
p € R". De fato,

fO)—f(p)—L(x=p) _ L) +c—-L(p)—c—L(X)+L(p)
[Ix—pll [Ix—pll

2. A proje@o rr: R™™" — R" definida porm(x,y) = x € linear. Portantog
diferencavel e

=0.

d71(xo,Yo) = 71, para todo(Xo, Yo).
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3. Afuncao f: R™x R™— R™Mdada porf (x,y) = X+ € linear. Portantc
diferencavel ed f(xp,Yo) = f. Observe qué f(xo,Yo): RM"x R™ — RMé
dada por

d f(x0,Y0)(h, k) = f(h,K) = h-+k.

4. Sef: R" — R¥ satisfaz|| f (x)|| < ||x||? enio f(0) = 0 e f & diferencavel
em 0 comd f(0) =L =0.

Verificaggo:

_ _ _ 2
0<Hf(X) f(0) —L(X o)H:Hf(x) :Hf(x)HSHXH x| 0.
Ix— O] [ 2/ |

guandox — O.

5. Afungio f: R? — R dada porf (x,y) = /|xy| & diferencavel em(0,0)?
Soluga Vamos procurak.: R? — R, da formal (x,y) = ax-+ by, tal que
f(h,k) — f(0,0) —ah— bk

[1(h, k)]

— 0, quando(h,k) — (0,0).

Temos

12 an

—Th sek=0 =a=0
Assim, a candidatad f(0,0) éL = 0. Poém

f(h,k)—f(0,00-0h—0k  /lhK n [0 1
N VR T V2 V2
Portanto,f ndoé diferencavel em(0,0).
6. Afungio f(x,y) = /X2 +y? & diferencavel em(0,0)?
Vejamos se existera b constantes reais tais que

im  VPPrK-ah-bk
(hk)—(0,0) V2 + k2 o
Fazenddk =0eh — 0T,

im =80 g3
h—0+ ’h| _h~>0+ ‘h’ -

/hkahbk{ —f§ seh=0 =b=0

1-a

Assim, develamos term = 1. Por outro lado, fazendo=0eh — 0,

jim —ah_ e
h—0— ’h| _haO* ‘h’ o

1+a,

e deveramos teta= —1. Logo, f naoé diferencavel no pontd0,0).
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7. Sef(x,y) =g(x), comg: R — R derivavel emxy engo f & diferencavel
em(Xo,Y).

Justificativa Devemos procurar constanize b tais que
f(o+hy+k — f(x0,y) —ah—bk _ g(x0+h) —g(x0) —ah—bk
NN Vi@

quando(h,k) — (0,0). Como

0,

h)—g(xo)—ah
go+h) —gixo) —ah-bk [ FEHEEE (k=0)
NCER® <k (h=0)

devemos tem = ¢'(Xg) e b= 0. Logo, a candidata d f(xp,y)(h,k) &
d (x0)h+ 0k = dg'(Xo)h. A verificaggo fica como exeicio.

ProPOSIAO 3.3. Se fé diferencavel em p erdto f & contnua em p.

DEMONSTRACAO. ExistelL: R" — RX linear tal que

B _ r(x)
f(x) = f(p) +L(X—p)+r(x), ComJLrTSfopH_ :

Assim, parax # p, f(x) — f(p) = L(x—p)+ ||>:g()p||

p. U

|x—p|| — 0, quandax —

CONTRA-EXEMPLO PARA A REAPROCA. A fungdo f(x,y) = /X2 +y2 &
confnua em(0,0) € R? e réoé diferencavel nesse ponto.

APLICACAO.

ﬁ, sex #0;
0, sex=0
e contnua enx=0¢€ R".

A fungao f(x) = naoé diferencavel emx = 0 € R", pois ro

PROPOSIGO 3.4. Uma fungo f = (fy,..., fx) € diferencavel em p se, e so-
mente se, para todo i; & diferencavel em p. Neste caso,

df(p) = (dfi(p),df2(p),...,dfk(p)).

DEMONSTRACAO. Temos quef € diferencavel emp se, e somente se, existe
f(x)— f(p) —L(x—p)
[x—=pll

=0, paratodd =1,...k.

L: R" — R¥linear,L = (Ly,..., L), tal que lim
X—p

por sua vezé equivalente a Iirr*l.ci (¥) — fi(p) ~Li(x—p)
P [x—p

Assim, f & diferencavel emp se, e somente sd; & diferencavel emp, com
dfi(p) =L, paratodd =1,...k. O

= 0. Isto,
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APLICACAO. SeF(x) = (f(x),g(x)), comf: R" — RX e g: R" — R™ dife-
renciveis emp, enfioF é diferencavel emp.
De fato, temos qué& (x) = (f1(X),..., fk(X),01(X),...,am(x)) & diferencavel em
p, pois suas componentedosdiferencaveis emp. Além disso,
dF(p) = (dfi(p),...,df(p),dgi(p),...,dgn(p)),

istoé,dF(p) = (df(p),dg(p)). Matricialmente,

DEFINICAO. Dadov € R", aderivada direcional de f em p na dirgg de vé
of 0) — lim f(p+tv)—f(p)

E( ) t—0 t
A derivada parcialde f emp em relago ax; &

of of o
Dy f(p) =Dif(p) = o-TXi(p) = ﬁ(p), se este existir.

, Se esta existir.

~ . Of .
OBSERVACAO 3.5. 1. Pode emsﬂriv(p), para todov, e f nao ser dife-
rencavel emp (e nem mesmo coimua emp). Por exemplo,
1, sey=x*>#0;

(@) A fungdo f(x,y) = nao é contnua em(0,0)

mas existea—(o, 0) =0, para todov.

7}
(b) A fungdo f(x,y) = { Ry se(x,y) # (0,0);

0, caso conturio

< | =h

nao & contnua
0, caso confario

em(0,0) mas, para qualquer= (h,k), existeﬂ(o, 0):

ov
of o fty—f0) _ 2a%hkk
oy (00 =lm t B Ttk

i 2hie 2 seh#0;
t—0 h2 4 t2k4 0, caso contario.

2. Sev=0enfo existed—f(p) _iim 1P =0 oo,
ov t—0 t t—0
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3 Existed—f( ) se, e somente se, exi 4 (p). Neste caso, temos
. p ] ] Sé?i\/) p . ]

ov
of of
P =5y P
De fato
J e f(p—tv)—f(p) f(p+(=tv)) = f(p) (=)
3y P =lm t = ~t -

. of A
4. Em geral, se\ # 0, emsteW(p) se, e somente se, em%(p) e,

of of
nesse casom(p) :/\E(p).

PrRoPOSIAAO 3.6. Se fé diferencavel em pc A enfio, para todo v R",

existe

of
oy (P =di(P)(V).

DEMONSTRACAO. Sef é diferencavel emp, temos

f(p+tv) —f(p) _ df(p)(tv) +r(tv) em que Iim@ _0
t t ’ h—0 || h]| '

Assim, sev=£ 0 et # 0,

t

r(tv)

P+ =dH(p)(v) +

r(tv) [ltvi]

[tv]| t
r(tv)

V]

tvi| , .. .
— 0, quandd — 0 e”t’ e limitado, resulta que

im f(p+t\?— f(p) _df(p)(v).

E sev=07? O

Como

OBSERVACAO 3.7. 1. Sef : ACR"— R é diferencavel emp € Aenfio

()= (P = (P e 5P =Dt (P

em quelf(p) = <g):l(p),-~-,§):n(p)>-
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2. Sef: Ac R" — RK & diferencavel emp € A entio
df1 df1

Of1(p) Txl(p) Txn(p)
f'(p) = : = : :
of fi 0 fi

k(P) dT(l( ) - Txn( )

e 2T (p)= (Ofap)v....Of(p)v)

3. Sey: Ja,b[— R" & diferencavel emty €]a, b] entio

Yi(to)

Yito)=]
Yn(to)

APLICACOES.
X
G s Se(xay) 7é (070)'
1. Afung@of(xy) =< V X2 4y? naoé diferencavel
0, caso contrio

em(0,0), pois raoé contnua em(0,0).

2
G G se Xay 7é 070 ; .
2. Afun@of(x,y) = /X2+y? ) # (0.0 naoé diferencavel

0, caso contario
o Of
em(0,0), pois rao emste?—x(o, 0).
3. Afuncdo f(x,y) = |x| + |y| ndoé diferencavel em(0,0), pois rao existe

of  f(x0)-f(0,0) . |x
HxOO=Im———5 — =Im%-
Xy
—=— se(xy)#(0,0);
4. Afungao f(x,y) =< VX+Y? é diferencavel em
0, caso contario

(0,0)?
Solu@a Temos quef & contnua em(0,0), pois  |lim Xy

(xY)=(0,0) /X2 4 y2 B

0= f(0,0), ja que X+ = elimitadae lim y=0. Atrawes da conti-

VXty (xy)—(0,0)
nuidade, Ao podemos decidir sobre a diferenciabilidade. Como
of o f(x0)—-f(000 . 0 . of
x 00 =m———5 — —lm%=im0=0=75,(00)

a candidata f/(0,0) & f/(0,0) = (o o), ou sejad f(0,0)(h,k) = 0.
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Verificagdo:
f(h,k) - f(0,0)—0Oh—0k  hk (hik)}#()
NG ek 277
Portanto,f naoé diferencavel em(0,0).
Xy?
——, se(x, 0,0);
. Afun@of(xy) =< Vx*+y* () # 0.0 naoé diferencavel
0, caso contrio
em(0,0) pois, parav = (h,k) # (0,0), temos
of o fhtk) L tBhkd hié
E(O,O) ={m t _!mt3¢h4+k4 N~

que raoé linear emv = (h, k).

. Afuncdo f: R" x R" — R dada porf (x,y) = x.y € diferencavel?

Solu@a Procuremos a candidadal f(xo, yo), determinando as derivadas
direcionais def. Como

f((%0,Y0) +1t(h,K)) — f(X0,Y0)  f(Xo+1th,yo+tk) — f(Xo,¥0)

t t

_ thyp+txo.k+t?hk
N t

= h.yo+ Xo.K+th.k = h.yo + Xo.K,

guandat — 0, segue que existg%(xo,yo) = Xo.k+ h.yp. Portanto, a
candidataad f(Xo,yo): R"xR"— R &
d f(Xo, o) (h,K) = Xo.K+ h.yo.
Verificagdo: Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
f(x0+h,Yo+k) — f(x0,Y0) —X0.K—h.yo| _

0<
[[(h, k)]
= |2'k| > < Hh!”kH > — 0, quando(h,k) — (0,0),
VhI[Z =+ (1Kl [[h[[2 -+ [IK]
pois% < 1e|k|| — 0. Portantof é diferencavel.
VA2 + k] ,
Xy
—,; se(x,y) # (0,0); .
Afun@of(xy) =< V/X2+y2 () # (0.0 é diferencavel em
0 caso con#rio
A . of f(hk)  h%k
(0,0), pmsa(o,O) =0= a—y(0,0) e e iR — 0, quando

(h,k) — (0,0). Neste caso,
df(0,0)(h,k) = Oh+ Ok e f'(0,0) = (o o) .
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8. DadoA C R" aberto, sef : A — R tem derivadas parciais emextremo

local def, enfiloJf(p) = 0. De fato, para real suficientemente pequeno,
considerep (t) = f(p+te). Temos quep’(0) = g;(p) = g;(p) =0,
i

para todd, pois¢ assume extremo local etm= 0.

9. Sejamf,g: A C R" — RK diferencaveis no abertd\. En&o a funéo
F(xy) = (f(x),g(y)) é diferencavel emA x A C R?".
Justificativa

Seja a candidataF’(xo,yo) = | ...... P

Verificagdo: Temos

(f(x0+h),9(yo+K)) — (f(%0),9(¥0)) — (f'(X0), ' (Yo)K)
[(h,K) ||

_ [ fOo+h) = f(x0) — F'(x0)h g(Yo+k) —9(Yo) — g (Yo)k
(K| ’ (K|

f(xo+h)—f(xo) — f'(xo)h
[[(h,K)]|
{ f(xo+h) —f(x0) — f'(x)h |||

e

, seh+#0;
Rl [1(h,K) |
0, seh=0
que tende a @ R quando(h,k) — (0,0). Analogamente,

9(Yo+K) —g(¥o) — g (Yo)k
[[(h,K)]

PROPOSIAO 3.8 (Regra da CadeiajSejam AC R", B ¢ R¥ abertos, f A—
B diferencavel em pc A e g B— R™ diferencével em f{p) € B. Enfiogo f &
diferencavel em p= Ae dgo f)(p) =dg(f(p)) od f(p).

— 0, quando(h,k) — (0,0).

DEMONSTRACAO. SejaAf = f(p+h) — f(p). Comog é diferencavel em
f(p) e f & diferencavel emp, temos, par# suficientemente pximo de 0,

(90 1)(p-+h) (90 1)(p) = delF(P) (A1) +r(a) ( com i) —0) —

* sy N
= dg(f(p))(df(p)(h) +s(h)) +r(AF) (Com T ) B

— dg(f(p))d F(p))h+dg(f (p)) (s(h) +1 (A).
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Assim, basta mostrar que

0 i OOV 10 _ (S0 181))

h—0 [h] [h] i
Como Iimﬂ = 0, 9 falta provar que Iimr@ =0. De Iim@ =0eda
h—0 ||hH h—0 ||hH k—0 HkH

continuidade dé emp, segue que, dado> 0, existemd;, &, > 0 tais qud|r (K) || <
|lk||, se O< ||k|| < &1 e ||Af|| < &1, se||h|| < &. Logo,

Ir@Af)[l < elldf(p)(h) +r(hl < e(idf(p)|[- Il +[Ir(h)I)

) (]
i <e(1atn+ R0, se o< jh < .

h
Diminuindo &,, se necessio, podemos garantir g Wil <1l,se0< |h]| <&

Il
,”rm)” <&(|df(p) +1). 0

APLICACOES.

e, portanto

1. Temos quec?—tf(x(t),y(t)) = (;:(%Jr g:/;/ = Of(y(t)).y(t), desde que as
fungdesf: R?2 — R ey: R — R? sejam diferenéiveis.
De fato, temos
to (x()y()
f
xy)  — f(xy)
Pela Regra da Cadei&p y € deriavel ed(f o y)(t) = d f(y(t))dy(t), ou
seja,
af of X (t)
foy’t:f’ytyt:( > =0Of(y(t)).Y(1).
(foy) (M) =Ty = 5 3y ) o \y) (y(1)-y(t)
2. Temos que
L f V) xe(0).-0(0) = 3 I ()4 (0) = D (D). (1)
dt 1(L), A2 oo Xn _I;axi y - y .
se as funfesf: R" - Rey: R — R", y(t) = (Xa(t),...,%n(t)), forem
diferencaveis.
3. Sef: R? = Reo(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) sao diferencaveis eréo

d of Ix  af dy
%f(X(UaV)J(UaV)) = 5%4‘0@% €

17} _(9f0X of dy
a—vf(x(u,v),y(u,v)) = Ro"iij (97y07v
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De fato,
V) =5 (xX(Uv),y(u,v)
f
(X.Y) — f(xy)
Pela Regra da Cadeiéip o & diferencavel e
ox 0x
of of a
(foa)’(u,v):f’(o(u,v))a’(u,v):(ax 0y>a<uv> g, 3& =
u odv (u,v)

_(9tox atoy otox otoy)
~ \0xdu  dydu 9xov dyov),
_ <‘9f(X(U,V),Y(U»V)) df(x(u,v),y(u,v)))

Ju ov
4. Sef: R™" - R, g: R" — R™ sao diferencaveis erdio, para cada =

1,....n,
Di(fog)(p) = Zle f(9(p))Dig;(p)-
=

5. DadoA C R" aberto, sef : A— R™ é diferencavel empey: |—9,d8[—
A C R" & deriavel em 0, cony (0) =v e y(0) = p, enfo

of d
(P = (foy))

t=0

(Prop S.B)Q

De fato, g (1o (0| Eaitn0)y(0) =di(pi) T2 )

Observe que, quandionaoé diferencavel emp,

e serem diferentes; por exem-

. of d
(a) podem eX|st|ra—v(p), a(f oy)(t) o

plo, para

foey) =4 ) sey =x’;
Y= (0,0) caso confrio.

of B .o d
temosﬂ(o, 0) = (0,0) e, tomando a curvg(t) = (t,t°), a(f o
y)| =(10);

L d
(b) pode existi—— (p) e rdo existir—(foy)(t)| . Porexemplo, para
ov dt =0
2xy? .
f(X, y) — W) Se(X7 y) 7é (07 0)'
0, caso confrio.

sep=0,v=gey(t) = (t21).
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6. Sejau = u(x,t) tal queu = f(x,y,2), y = h(x,t), z= g(x,y,t) sdo dife-
rencaveis. Temos que(x,t) é diferencavel. De fato, como

u(x,t) = f(x,h(x,t),g(x,h(xt),t)),

temos qual(x,t)=f oGoF(x,t):
(xt) ——  (xh(xt),t)
(Yt = (69 )
%2 o fxy2)

Pela Regra da Cadeiag diferencavel, poisF, G e f sdo diferencaveis e

u(xt) = <g>li f;;) em que

ou_at 9ton ot (99 ogoh
Ox 0x 0dyodx 0z\dx odyox

ot " ayat az\oyat ot
7. Afungaof: R" — R dada porf (x) = x.x = ||x||2 & diferencavel ed f (xo) (h) =
2X%o.h. De fato, comof = F oG,

du 9dfoh  of (agah dg>

xeR" S (X,x) € R" x R"
F
(x.y) — Xy

G é linear, portanto, diferervel eF & diferencavel endo, pela Regra da
Cadeia,f = F oG & diferencavel ed f(xg) = dF(G(Xp))dG(Xp). Assim,

d f(xo)(h) = dF(x0,%0) (h, k) = Xo.h+Xo.h = 2x0.h.

PROPOSIAO 3.9. Sejam A- R" aberto,A € R e f,g: A— RKdiferencaveis.
Entio:

[EEN

. f+gédiferencavel e d f +g)(x) = d f(x) +dg(x);

2. A f édiferencavel e dA f)(x) = Ad f(x);

3. f.gédiferencavel e d f.g)(x) = f(x).dg(x) +g(x).d f(x);
4

. Se k=1¢€ f(x) #0ento ? é diferencavel em x e

d(i)(x) _ _f(lx)zdf(x).

DEMONSTRACAO. 1.
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Como F e G sao diferencaveis, erio Go F(x) = f(x) + g(x) é dife-
rencavel e

d(GoF)(x) =dG(F(x)) ocdF(x)) = Go (d f(x),dg(x)) = d f(x) +dg(x).

5 X N f(x)
' u > Au
ComoG e f sao diferencaveis, erioGo f(x) = A f(x) & diferencavel em
xed(Go f)(x) =Godf(x) = Adf(x).
x = (f(x),9(x)
(u,v) S uv

Como G e F sao diferencaveis, erio (Go F)(x) = f(x).g(x) & dife-
rencavel emx e
d(GoF)(x) =dG(F(x)) cdF(x) = DG(F(x)) o (d f(x),dg(x)).
Logo,

d(GoF)(x)(h) = dG(f(x),g(x))(d f(x)(h),dg(x)(h)) =

= £(x).dg(x)(h) +g(x).d F(x)(h).
4 X f(x) e R*
' teR* ,L)}

: A (. .
Comoh e f sdo diferencaveis, eréio (ho f)(x) = —— & diferencavel e

f(x)

L df).

d(ho f)(x) = dh(f(x)) odf(x) = T2

O

DEFINICAO. Umafun@of: D c R" — R™é declasse G emp € D se existe
uma vizinhanga abertd(p) de p (conjunto aberto que cosm p) contida emD,

, afi . .
em que existem todas %% e {0 coninuas enp.
OBSERVACAO 3.10.l Considerando o espalgly..n(R) com qualquer uma das
normas|A|| = <Z aﬁ) ’ ou||Allr =sup{||AX)|: ||| <1}, temos que € C!em
5 of

p se, e somente se, a fiigx € V(p) — (M(X)) € Mmxn(R) € contnua emp.
Justifique.
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Usaremos o
TVM DA RETA. Sef: [a,b] — R & coninua eé deriavel em)a,b| eno
f<b) f(a)

existex €]a, b| tal quef’(X) = —a

para demonstrar a

PrROPOSIGO 3.11. Dado AC R" aberto, se f A— R™ & de classe Eem
p € A engo f & diferencavel em p.

DEMONSTRACAO. Basta provar paran= 1. Indicaremos a demonstés
paran = 2. Basta observar que existarentrexp e xo+ h ey entreyp e yo + Kk tais
que

f (%0 +,yo+K) — f (%0, Y0) — G (%0, Yo)h— G5 (%0, Yo)k
N -
_ Fot+hyo+K)—F (x0,Yo+K)+ (X0,yo+K)—F (x0,Y0)—fx (X0,yo) h—fy (X0, yo k
Jheke
) fx (X, Yo+ K)h+ fy(x0, y)k — fx(x0, Yo)h — fy(x0, Yo)k _
NG

= (fd%Y0+ K~ fulx0.30) ) \/LZ (00.9) f%.0)

h2 4 k2’
0

EXEmMPLO 3.12. 1. Contra-exemplo para aigwca da Propos#p 3.11:

0, sex=0.

2 canl )
f(X):{xserkx, sex # 0;

1
1 1
X=0ef'(x)= 2xsemx — cos_, sex #

Temos quef’(0) = Iirrz)
S—
0. Observemos qué& ndo é contnua no pontx = 0, ja que Ao existe
1 1 1 1
I|m 2xsemx — cos; p0|s I|m2xserk =0, mas o existe Ilrmos;

x—0 x—0
1

1
— e _
2k © T k)T
diferencavel em 0, masaoé de class€! em 0.

basta tomar as segnciasxy = > Assim, f &

n; se(x,y) # (0,0);

X2 +y?)se ,
2. Consideremos(x,y){ (¢+¥) VX2 +y?
0,

sex=y=0.
Vejamos quef é diferencavel em(0,0):
X2 sent
9t 0,0) = lim M _0=2%0.0).

[7)'¢ x=0 X ay
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o h
Candidatad f(0,0)(h,k) = (o o) <k> — Oh+ Ok
Verificaggo:
f(hk)  (hP+Kk?) 1 1
L = sen =vh+ksen——— —
vk VRt ViR vhZ 12

quando(h,k) — (0,0). Poém, f naoé de class€! em(0,0); de fato, te-

mosquea—f(x,y):2xsen 1 X cos ! , se(x,y) #

ox VY \RHY Ry

gf (0,0) = 0. Assim, (;f naoé contnua em(0,0) pois

of 1 x 1
0X(x 0) = 2xsen— — — C0S

X XTI
fr1
e, park € N, g ( 0):—1.

2k’
2xy* .
3. A fung@o f(x,y) = ¢ x2+y*’ se(xy) 7 (0,0); nao & diferencavel
0, sex=y=0
em(0,0). E nos outros pontos? Nos outros pontos, C*, pois
of (P +yh2y? —axey?  of X2 + y*)4xy — 8xyP
7(X7y)_ 2 ei(xay): ( 2) 2
ox 0@ +y4)? ay (O +y*)

sao contnuas enx,y) # (0,0).

(0,0) e

DEFINICAO. Umafun@of: D c R™ — R" éde classe Eemp < D se existe

- . 0°f; N .
uma vizinhanca aberta dg V(p) C D, na qual eX|stem(9X7d'X e 0 contnuas
jOXk

emp, para toda, j, k.

ExXempPLO 3.13. 1. f(x,y) = \/x*+y* & de class€' emR? e 0 maior
aberto em qué & de class€? éR?\ {0}. Verifique.
X2 —y2
Xym, se(x,y) # (0,0);
0, sex=0=y.

2 2f

Verifique que%(o 0) = 175 4 ( 0) = —1 e conclua, pelo teorema

abaixo, quef naoé de class€2 em (0 0).

2. f(xy) =

TEOREMA3.14 (Teorema de Schwarzyeja f: AC R" — R em A aberto. Se,
0 f 0% f 0 f
ara algum existem——— e {40 contnuas em A eg@ib =
para algum(i. ) existemm 5. 5.+ ax.ax y %0
0 f

(7Xj 0Xi

emA
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DEMONSTRACAO. Indicaremos para = 2.

02§ 91 (%0, Yo + k) — 2t (x0,¥0)
0ydx(xo Yo) = I|m k
im [0 hyo+K) —f(xo.Yo+k)  f(xo+hyo) — f(xo,Y0)
k—0 k

. _ f(xo+h,Yo+K) — f(x0,Yo+K) — f(xo+h,yo) + f(X0,¥0) |
=lim { lim —
k—0 \ h—0 hk

. 9 (Yo+K)— 9 (Vo)
= fimlim. . hk
™w . .. 9'(D)
h

= limlim
k—0h—0

(em quep(t) = f(xo+h,t) — f(xo,t)) =

(tentreypeyo+k) =

of — af T
v X0+h7t — Jv XOat
— lim lim 7 )~ 500 _
k—0h—0 h

N L U
= II(anorlllinodx—ay(x,t) (X entrexg € Xo + h).

2
oxay

17}

() € Bo(r0.y0) A tem-se 7 (x) - (x| < 5. Logo. parah.
0%f . (32f
I xn- 2
axay oxoy

Do que vimos, existe linfiy(X,T) e, portanto‘ lim fyy(X,T) — fxy(Xo,Yo)| < €, para
h—0 h—0

Como

é contnua em(Xp,Yo), dadoe > 0, existed > 0 tal que, para todo
2f 0%f

suficientemente pequeno(®t) obtido acima, Xo,Yo0)| <

€
2

todo k suficientemente pequeno. Isso significa Egg#iirgfxy(x,f) = fyy(Xo0,Y0)-
]

PROPOSIAO 3.15 (Teorema do Valor Edio). Sejam AC R" aberto, f: A —
R™ diferencavel epgq c A. Enfio existemics pq tais que

O fl(Cl)
f(q)—f(p) = : (a-p).
Ofm(cm)

DEMONSTRACAO. Sejay: [0,1] — R" dada por

y(t) = p+t(g—p) =tg+(1-t)p.
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Temosf(y(t)) = (f1(y(t)),..., fm(y(t))). Consideremog; = fioy: [0,1] — R.
Pelo Teorema do Valor Btio da reta, existe um pontp<]0,1] de modo que
¢i(1) — 1(0) = ¢{(ti)(1-0), istoe,

fi(a) — fi(p) = Ofi(y(t))y (t) = Dfi(y(t))(a— p).

Sejac; = y(t;); assim,

Dfl(Cl)
(@)~ f(p) = (DRale)(@=p).-...Ofm(em@—p)) = |+ |(@-p).
Ofm(cm)
[l
OBSERVACAO 3.16. NAo se pode garantir qug= C, = - - - = Gy, COMO Mostra

o exemploy(t) = (codt,sert),t € R, parag=0ep= 2.

COROLARIO 3.17. Dado AC R" aberto convexo, se: fA— R™é diferencavel
. fi o
e existe uma constante M tal q+§;'(x)‘ <M em A, para todo i, j, edi
|
| f(x)— f(y)|| <My/mn|x—y]|, paratodo xy € A.
DEMONSTRACAO. ComoA é convexo, dadosy € A, temos qu&y C A. As-
sim,
Dfl(Cl)
(TVM) .
[f)—fWI = : (x=y)|| <
Ofm(cm)

( ) x—yl < VW2mnjx—y].
]

]

COROLARIO 3.18. Dado AC R" aberto, se f A— R™é de classe Eentio
f & localmente lipschitziana.

- - ofi . "
DEMONSTRACAO. Dadop € A, existeB;(p) C A. Comoa—x' sdo contnuas
i

emB; (p), existeM > 0O tal que gf (X)
X]

Logo, pelo cordirio anterior, comd;, (p) € convexo (verifique), temos

1) = F(y) < My/mnx—y]||, paratodacy € B (p).

<M, para tod € B;(p) e para toda, j.
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COROLARIO 3.19. Dados AC R" aberto e f: A— R™de classe & se Kc A
& compacto convexo &t f € lipschitziana em K.

DEMONSTRACAO. exerdcio. O

COROLARIO 3.20. Se AC R" & aberto conexo e :fA — R™ & uma funéo
diferencavel com d fx) = L constante efdo f(x) = L(X) +c, em que & R™ &
uma constante.

DEMONSTRACAO. SeA é aberto conexo €@ A € conexo por poligonais.
1y -

Fixamosxp € A. Para todx € A, considere uma poligongh, Xy, . .-, Xk = X contida
emA. Comod f(x) =L, temos, pelo TVM,

Dfl(Cl)

fixa) —flxo) = : (x1—X) = L(x1—X)
Ofm(cm)

f(Xz) — f(Xl) = = L<X2—X1)

f(%) = f(%-1) = = L(%—%-1)
Somando essas expréss, obtemod (x) — f(Xo) = L(x) — L(xo), ou seja,f(x) =
L(x)+c, c= f(xo) —L(Xo)- O

OBSERVACAO 3.21. 1. SA C R" é aberto conexof : A — R™ é dife-

rencavel ed f(x) = 0, para tod, enfo f € constante.
2. DadoA c R" um aberto conexo, sk g: A — R™ sao fun@es diferend@-
veis ed f(x) = dg(x), para todo, enio f — g & constante.

COROLARIO 3.22. Dados AC R" aberto e KC A compacto, se fA— R™é
de classe €engio f & lipschitziana em K.

DEMONSTRACAO. Paracadac K, consideréBs(x) C A, e observe qué
B;(x)
é lipschitziana. Temok C U Bs(X), portanto, existend,, ..., ds, tais queK esh

xeK
contido emBs U...UBg. SejaM = max{My,...,Ms} > 0, ondeM; > 0 & uma

constante de Lipschitz . Assim, para todgx,y) € K x K, temos
Bs
(i) sex,y € By eno|| f(x) — f(y)[| < Mi[x—y]| < M]x—y].

(ii)se(x,y)eF:(KxK)\(UBdde):

i=1
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[RICYERISY]

Xl
pactoF. Logo, existeN > 0 tal que, paratodo elementay) € F, || f(X) — f(y)| <

N||x—y]||. Escolhendd = max{M,N}, resulta que

afun@o(x,y) e F — & contnua, portanto, assumeaximo no com-

100 = () <Allx—yll, paratodogy € K.

OBSERVACAO 3.23. Sen: [a,b] — R" € contnua endio

H/aba(t)dt" S/abHa(t)Hdt.

b b

Def : = li DAL = li D || At
e ato,temos/a a(t)dt |P|‘r11>02a(c.) t.e/a |lar ()| dt |P|‘n_1>02\|a(c.)\| ti,

emqueP: a=tg <t;--- <t,=b&uma partigo do intervalda, b], |P| & o maximo

do conjunto{At;: 1 <i<n}ec € [ti_1,t]. ComoH Za(ci)AtiH < ZHa(ci)HAti,

passando ao limite, temos

/ba(t)dt g/bua(t)udt.

PROPOSIAO 3.24. Sejam AC R" aberto convexo e :fA — R™ de classe €
que verifical| f'(X)||1 < M, para todo x€ A. Engo || f(x) — f(y)|| < M|x—y],
para todo xy € A. ([L[l2 = sup{|[L()]: [I]| < 1})

DEMONSTRACAO. Sejay(t) = x+t(y—Xx). Assim,

(- 1= [ L= [Tafoy o

Portanto,

110101 = | [t e < [“larvoy ol <

< [Nty @ des [ MIy©lde=miy .

3.1. O Teorema da Funé@o Inversa

Na reta, temos:

TEOREMA 3.25. Dado | C R intervalo aberto, se a fuldp f: | — R & de-
rivavel com f(x) # 0, para todo x€ |, enfo f & bijetora de | no intervalo aberto
f(1)=J, f1: J— 1 éderiavel e feabertaem I, istog, f leva aberto contido em
| em aberto de&R.
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DEMONSTRACAO. Pelo Teorema do Valor Intermeuio, f (1) = J & intervalo.
E, pelo Teorema do Valor Intermedio para derivadas (veB]), f'(x) ndao muda de
sinal. Assumindo qué’(x) > 0, para todox € |, f & estritamente crescente ¢ite,
portanto, injetora), pois dado< X' eml, existex entrex e X’ tal quef (x) — f(xX) =
f'(X)(x—X) < 0. Para ver que & aberta em, basta mostrar que de C | &
intervalo aberto e@b o intervalof (11) &€ aberto. Assim, para todoc f(l1), c =
f(x1) comxg € |1, sejanx; exz eml; tais quexe < X1 < X3. Temosf (xp) < f(x1) <

—

f(x3) e dd seqgue ques €f(l1). Assim, f: | — f(l) & bijetora e aberta; logo,
f=1. (1) — 1 & contnua, pois, para toda aberto deR, (f~1)~1(A) = f(ANI)

é aberto, & queAN1 & aberto (ver tamim Exemplo 7 aps a Propos#o 2.7).
Vejamos quef ~ & derivavel emyy € J. Pela continuidade d&* emyp, temos

oy oty ) Fl(Fa)
T Yy A ) fo)
Cim X 1

Para aplicages lineares, temos:

TEOREMA 3.26. Uma aplicago linear L: R" — R" & bijetora se, e somente
se,detL é diferente de zero. Neste casa hberta.

Porem, sef (x,y) = (U(x,y),v(x,y)) & dada po{ \‘j(()’:;’)) - jggz
temos) f = efcoy —€fsery | _ e+ 0, para toddx, y), masf naoé injetora
| e‘sery  ecosy | P oY), J

emR2: f(x,y+2m) = f(x,y).

TEOREMA 3.27 (Teorema da FuBg Inversa).Dado AC R" aberto, se a
fungio f: A — R" & de classe § k> 1, com Jf(xo) = detf’(xo) # O, entio f
& um difeomorfismo‘docal em ¥, isto &, existem abertos W cR"comxycU
e f(xo) €V tais que f U — V & bijetora com inversaf': V — U de classe €

Nesse caso,

1. f: U — R" éaberta(isto &, para todo aberte C U, f(</) & aberto). De
fato, seB C U & aberto erdto f (B) = (f~1)~1(B) & aberto d&/, logo, de
R".

2. (fof=Y)(y)=yimplicaDf(f~1(y))Df~1(y) =1, ou seja,

DfYy) = [Df(f*(y) ™%,
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para todoy € V.

Antes da demonstrag do Teorema, vejamos algumas aplies;

EXEMPLO 3.28. 1. Sef: AC R" — R" & de class€! no abertoA e
Jf(x) # 0, paratodx € A, enfio f € aberta.

De fato, dadoZ C A aberto ep € 7, existem abertos, C </ eV, tais
quef(Up) =V, (por qe?), logo,

f(o) = f< U Up> = |J f(Up)= | V€ aberto.
peo/ pes/ peo/

2. Diremos quep: A C R" — R" & umdifeomorfismdqde classe€k, k > 1)
no abertoA se¢ & diferencavel (de class€¥, k > 1), & injetora,¢ (A) &
aberto e sua inversg 1: ¢(A) — A& diferencavel (de class€®, k > 1).

Seja¢: AcC R" — R" de class&€X, k > 1, no abertoA. Tem-se que
¢ & um difeomorfismo de clas€¥ se, e somente s@, & injetora com
detg’(x) # 0, para todox € A.

X+x2sent, sex#0;

0, sex=0
masf naoé localmente injetora em= 0. Como voé explica?

4. A funcdo deriavel f (x) = x3 tem inversay(x) = /X que raoé deriavel
em 0. Como voe explica?

5. Sef: R" — R" & uma fun@o bijetora de classg' com detf’(po) = 0,
enfio, suainversd~1: R" — R" ndoé diferencavel emf (pp).

6. Afundiof(x,y) = (x3,y°) & injetora mas deft (0,0) = 0.

7. Estudar a injetividade local di(x,y) = (x* 4 2xy+ y?,x+y) em cada
ponto deR?, examinando seu comportamento géonico.

8. Sejaf: My(R) — Mp(R), f(X) = X2. Mostre que, para todé € M,(R)
suficientemente piximo da matriz identidade existe uninicoX(= \N)
proximo del tal queX? =Y eX = X(Y) & de class€®.

9. Sejapo(x) = agx® — bpx? + cox — do um polindmio com coeficientes reais
e trés razes reais distintas. B qualquer poliamio da formap(x) =
ax® — bx? + cx— d que tem coeficientes reais cof b, c,d) suficiente-
mente poximo de(ap, by, Co,dg) tamkem tem 3 razes reais distintas que
variam em class€® com os coeficientes do pomio.

3. Afuncaof(x) = é deriavel emR, f'(0) =1,

Justificativa Sejamxo, Yo, Zo as razes depp(X) e

F(x,y,z) = (X+Y+zXy+Xxz+yzxyz) € C”.
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b d
TemosF (Xo,Y0,20) = (aS’ZE’aS) e
1 1 1
JF(X0,Y0,20) = | Yo+20 Xo+2 Xo+Yo
YoZo X020 XoYo

Para mostrar quéF (Xo, Yo, 20) # 0, consideremos+y = u, Xy = V.

(x%2) = (X+y.xy2)
(u,v,2) S, (u+2zv+uzvz)

TemosF = GoH, dF(Xo,Yo,20) = dG(Xo + Yo, XoYo, Zo)dH (X0, Yo, Z0) €

1 0 1\ /1 1 0
F(po)=(2 1 Ww|]|y % 0},
0 7z W 0 0 1

sendaug = Xp + Yo € Vo = XoYo. LOQO,
JF(po) = detF’(po) = (Vo+ 25 — 2oUo) (X0 — Yo) =

= (20—X0)(20— Yo)(Xo — Yo) #O.

Pelo Teorema da FuBg Inversa, existem abertds e V de R3, com

b d . . .
(X0,Y0,20) €U e (az’z.;’a(c))) €V tais queF: U — V é difeomorfismo

de class&€€®. Logo, para todo pont@’,c’,d’) € V, o polindmio q(x) =
x3 — b'x? 4 ¢x— d’ admite 3 rézes reais dadas pé&r1(b’,¢’,d’). Dimi-
nuindoU, obtemos as iiaes distintas entre si. Como a apliaa¢

¢ (bcd
(a,b,c.d) — <a’a’a)’ (a#0)

é de class€” em (ap, bg, Co, dp), existeW vizinhanga deag, by, Co, do)
tal que, para todda,b,c,d) € W, o polindmio ax® — bx? +cx—d = 0
tem 3 razes distintas erd, que variam em clas€&” com os coeficientes
(a,b,c,d).

10. Enunciar e demonstrar o@ago ao Exemplo 9. para pofimios da forma
p(X) = x* — agx® + bpx? — cox + do.

TEOREMA 3.29 (do Ponto Fixo de Banach$e FC R" & um conjunto fechado
e f: F — F & uma contrago engo existe unfinico pe F tal que f(p) = p.

( f &contragio se existe 0< A < 1 de modo qué f (x) — f(y)|| < A[x—yl|,
para tod,y.)
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DEMONSTRACAO. Fixemosxg € F e consideremos a segucia

Xni1 = F(Xn) = fo...of(x0) = f"(x0).
~——
n+1
Provaremos que a segpucia(x,) € de Cauchy enr C R". Assim, existia p €
R" tal quex, — p (pois emR toda seqéncia de Cauchy converge) e, cofo
é fechadop € F. De f(X,) = Xn+1, resultaé f(p) = p (pela continuidade dé,
aplicando limite em ambos os lados).

Unicidade: Supondd(p1) = p1, f(p2) = p2 € p1 # p2, temos
1f(p2) — F(P2) [l = IpL = P2ll < Allpr—p2f <lpL—p2f,
0 queé absurdo. Portant@; = p».
Vejamos queXx,) & de Cauchy. De
[Xn+2 = Xal[ = I (%) = £ O—2) [| < AllX0 — X1l <
< A2[¥n-1—Xn-2]| < - < A" x— o
segue
[Xn+p = Xall = [[Xn+p = Xnt-p—1 4+ Xnp-1—Xnsp-2+ -+ +Xngpr — Xn| <
< Xatp = Xnp-ll + [ Xntp-1 = Xntp-2l| + -+ + [[Xnr1 — X[ <
< AMPTLLAMPZ L AN ) =Xl =AML HA A+ A+ AP [xg — Xo.

Como 0< A < 1, temos que a se§ucia 1+A + A2+ ...+ A" & crescente e con-
vergente, portanto, £A +---+ A" < ﬁ para todmn. Dessa maneira,

/\n
Xnip—X%n|| < X1 — Xol|-
e = all < 775 I = ol
. AMxy—Xol| :
Comonllmli = 0, dadoe > 0, existeny € N tal que, para todo > ng
—>00 —
A"[x1— ol
temos 0K — ———— < €. Logo, paratodm > ngemeN, |[Xprm—Xn|| < &. O

1-A
EXERciclo. Verifique que o Teorema do Ponto Fixaawale se temos apenas

acondi@o|| f(x) — f(y)|| < [|x—Y]|, para quaisquet,y comx # Yy, usandof (x) =

X+ vV1+x2

—

TeEOREMA 3.30 (Teorema da Perturliagda Identidade)Dado AC R" aberto,
se f: A— R" é contrago entio g= | + f & um homeomorfismo do aberto A sobre
o aberto dA) (isto &, gé contnua e injetora em A com inversa fconfnua em
g(A) aberto deR").
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DEMONSTRACAO. Observe que

190) =gl = [Ix=y+ £ = F W) = [x=Yl[ = I (x) = F(Y)]l.
Além disso, existe & A < 1 tal que||f(x) — f(y)|| < A||x—Y], paratodo,y € A,
pois f & contrado. Assim,
1900 =gl = [IX=yll = [[f 00 = F W) = [[x=Yl[ = Alx=YI| = (1= A)[x=y].
Dessa maneira, temos

1. g & injetora: g(x) = g(y) implica [|g(x) — g(y)| = 0 > (1~ A)[x—yll-
Como 1- A > 0, temos qua =y.
2. gt & contnua: seu,ve g(A),u=g(x),v=g(y) e

_ _ 1
lg™ (W) =g W)l = X =yl < 7= [lu=vll.

3. g(A) é aberto: dadgo € g(A), queremos encontrar> 0 de maneira que
Br(Yo) C 9(A), ou seja, tal que, dadpe B; (o), existex € A que satisfaz
y=0g(X) =x+ f(X), istoé, ¢y(x) =y— f(x) tem ponto fixo. Seja € Atal
queg(Xo) = Yo. Escolhend®s(xp) C A, consideremogy: Bs(xp) — R".
Temos quepy & contra@o, pois

1dy(x) — @y (X[ = ly— f(x) —y+ F(X) || < AIx=X].
Vejamos quand@y(B;s(Xo)) C Bs(Xg). Parax € Bs(xo),
[[¢y(X) —Xol| = [ly— f(X) = ol = [ly — f(X0) —=Xo+ f(x0) — f(X)[| <
< [ly—=g(o) ||+ 1f(¥) = f(xo)[| ST +AlIx=Xo[ <T+AD.

Logo, tomanda com 0<r < (1—A)J, teremospy(Bs(X0)) C Bs(Xo).

[l
DEMONSTRACAO DO TEOREMA DA FUNCAO INVERSA: Como
x s (%) e L(RM
L »C—0> detl

existe vizinhanca deg ondeJf(x) # 0. Vamos supor que essa vizinhanca de
Xo sejaA e que, para toda emA, f(x) = f(xp) +df(Xo)(X—Xo) + r(x), com
N——

r(x)

x4 [[X—Xo

L

= 0. Assim,

f(x) = f(x0) —L(X0) +L(x+ L *r(x)). ®3)

Mostraremos inicialmente que ! or & uma contra@o numa vizinhanca aberth
de xp e concluiremos, por meio do Teorema da Pertuibaga Identidade, que
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f & um homeomorfismo dessa vizinhanca abertaobre o abertdf (U) = V.
Como a aplicagox € A (L1r)'(x) € (L(RM), || [|1) & contnua e(L~1r)'(xo) =
L~1r'(x0) = 0, dadoe = 3, existeB;s(xo) C A, cujos pontos verificam
1 g
L) (X)) < 5- Justifique.
Pela Propos#o 3.24, comds(xp) € aberto convexo,

L9 L () < Sllx X, ¥xX € Bs().

Logo, pelo Teorema da PerturiBacda Identidadd, +L~1or & um homeomor-
fismo do abertds(xo) sobre o abertdl +L~1r)(Bs(Xo)) €, portanto,f & homeo-
morfismo do abertt) = Bs(xp) sobre o abertd (Bs(xo)) =V. Logo,f: U -V e
sua inversd ~1: V — U sdo aplicades abertas.

Temos quef ~1 & diferencavel emy = f(x) € f(Bj) pois
fHy+ay) — 1 y) — [df(F )] *ay)
Ayl
fL(f(Xx+AX)) — F1( (X)) — [df(x)]7L(f (x+Ax) — f(X))

[ (x+Ax) — F(x)||
—[df)]I M A9 (Ax) +R(X) - R(X)
ot =100 (a0 R )
RX)
ax—0 [|AX]| @)
QuandoAy — 0, comof~1 & contnua emy, temosAx — 0. Da injetividade de

df(x) <|2§H>

homeomorfismo entre os abertdV, se necessio, dimindmosU eV de modo
gue possamos escrever, pArse# 0,

com

df(x), segue que existe> 0 tal que

‘2c>0. Comof &€ um

‘ R(x) H IRX)]| 1 <

1df(x)(AX) +RX) || 1AX]| de (HAX”)+ﬁ
IR(X)]| IR 1

= 1AM de(x <|\Ax|\)‘ = x| (c— IRy

. B R(X)
Assim, —(d f(x 1(
TN 009 + R
Ay — 0 temos quéx — 0 e, portanto,
fiy+ay) — 1y - [df(f ()] Ay
Ay
istoé, f~1 & diferencavel em todo/ € V.

0, quandaAx — 0. Logo, quando

— 0,
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Para mostrar qué—! € C' emV, basta olhar para

oL
y— f74y)
0
x f'(x) € {L € L(R"): L & inver$vel} (aberto)
Le{LeL(R"): L é&inversvel} Lt

Sef €C?,
ct 1
yeV — fH(y)eU
xeu & f'(x) € {L € L(R"): L & inverdvel}
Le{LeL(R"): Lé&inversvel} <> L1
tem-sey € V LS [df(f~%(y))]"* = df~Y(y) e, consequentementé; ! € C2 em

V.
Deixamos ao leitor mostrar que $e= C, k > 2, enfio f 1 e CK. O

3.2. O Teorema da Funéo Implicita

MOTIVAGAO. Seax+ by= ¢, comb # 0, enfioy = c—bax.

TEOREMA 3.31. Sejam AC R? aberto e f A— R de classe € k> 1. Se
f(Xo,Yo) =cC e g:/(xo,yo) # 0 enfio existem abertosU eV & x €U, yo €V
U xV C A de modo que, para todoxU, existe uminico y=y(x) € V tal que
f(x,y(x)) = ¢, sendo y= y(x) de classe &
Nesse caso,

of

af I (%o
f(xy(x)=c= &(XA’(X)) + OTy(X,Y(X)))/(X) =0=Y (%) =—5——
ay Xo

Observe que a segunda frase das impbeagcima diz que
Of (%0,¥(%0))-(1,Y (%)) =0,
ou seja, o gradiente perpendicular ao vetor tangente aafpo dey = y(x).

A reta tangenté curvaf (x,y) = c em(Xo,Yo) & dada por:

_of
a)y="Yo+ (,‘f’x(pO)(X—xO), ou
9y \Po
b) U (po).[(x,y) — (X0, Yo)] =0, ou

— 5 (po)
c) (X.y) = (%o, Yo) +A | 1, Iip , paratodo\ € R.
ay(Po

ay
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~ f
OBSERVACAO 3.32. 1. Quando(;—y(xo,yo) =0e %(xo,yo) # 0 enfo

f(x,y) = c € resolvida localmente ey, yo) porx = X(y).
2. Quando%(xo,yo) =0= g:((xo,yo), o teorema nada afirma. Por exem-
plo,
(@) f(x,y) = x? —y? = 0 localmente enf0,0) nao & gifico dey = y(x)
nem dex = x(y).
(b) f(x,y) =x3—y5 =0 localmente enf0,0) & o géfico dex = y?.

APLICACAO 1. Pode a curva® +y -+ serxy = 0 ser dada localmente (@, 0)
como géfico dey = y(x)? E dex = x(y)? Qual a reta tangente nesse ponto?

Solu@a Temosf(x,y) = x2+y+serxyc C?, f(0,0)=0e
of

— =1 =1 :
dy (0,0) = 1+ xcosxy| 00 #0

Assim, a equ&go pode ser resolvida pge= y(X) € C* localmente enf0,0). Areta
tangente curva em(0,0) & dada por1f(0,0)- ((x,y) — (0,0)) =(0,1) - (x,y) =0,
ou seja, poy = 0.

X
x=X(y):

Comoﬂ(o, 0) = 2x+ ycosxy 00) = 0, o Teorema nada afirma. Para decidir se

X2 +y+semxy=0= 2x+Yy + (xy +y)cosxy= 0=
24y + (xy' +2y) cosxy— (xy +Yy)?serxy = 0.
Fazendox = 0, obtemos/(0) = 0 ey’ (0) = —2, 0 que mostra qug = y(x) tem

ponto de naximo local enx = 0. Assim, a equaip rao pode ser dada localmente
em (0,0) como gafico dex = x(y).

APLICACAO 2. Dadag: R — R, g de class€®, mostre que, para cadae R,
existe umlnicoy = f(x) € R tal queg(x) = /f(X)(lthz)dt e quef & de classe
C>. °
Solu@a Considere, para cadac R, o polindmio p(y) =y+ § —g(x), queé
estritamente crescente, ljm, p(y) = o, limy_, _. p(y) = —c e, portanto, tem uma

y
/ (1+t?)dt queé de class€” emR?,

Unica raizy = f(x). SejaF(x,y) = g(x) — A

F(xo, f(x0)) =0e

oF

Gy U f(0)) = -1- f(x0)? # 0,
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para cadag € R. Assim, pelo Teorema da Fulg Impicita, para cadg, F (x,y) =
0 & dada localmente effXo, f (X)) pory = y(x) € C*. Comoy = f(x) obedece
F(x, f(x)) = 0, enko, pela unicidad€f,(x) = y(x) € C*.

DEMONSTRA,CAO DO TEOREMA 3.31:
y f=c = v

e —~

SejaF (x,y) = (x, f(x,y)) de class€! emA. Temos

1 O of
JF(XO,YO):det<af 0f> :7(X07YO)7E0-
x oy)p %Y

Logo, pelo Teorema da Fuag Inversa, existem abertdseV deR com (xo,Yo)

emU xV C Ae abertdV deR? com(xo,c) € W tais queF : U xV — W & bijetora,
comF-teck F-1: { * 7Y . Temos erito
y=y(u,v)
{(x,y) eUxV: f(xy)=c} =
=F 1 ({(x0) eW}) = {(x,y(x,c)) €U xV}.

Se neceswio, diminimosU para obter a tese. O

~ —ax—Db
MOTIVAGAO. Seax+ by+cz= 0, comc+# 0, enhoz= %’

TEOREMA 3.33. Sejam AC R3 aberto e f A— R de classe & com k> 1.

Dado @ = (Xo0,Y0,2), € f(po) =¢ e(;;(po) # 0 enfio existem abertos d R? e

V CR, (X0,Y0,20) € U xV C Ade modo que, para toda,y) € U, existe unuinico
z=z(x,y) €V tal que f(x,y,z(x,y)) = ¢, sendo z z(x,y) € CX.

Nesse caso, aplicando a Regra da Cadédigay, z(x,y)) = c temos
3 (Po) + 3z (Po) 55 (%0,0) = 0
S (Po) + 55 (Po) (X0, Yo) = O

SN

ou seja,
Ot (po)- (1,0, 2200,Y0) ) = 0
Df(pO) <0a 17 %(XanO)) =0
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af of
— 0z 3y

Assim, - % (xo0,Yo) = =7 (%0,Y0), @(Xo,yo)zT’fy (Xo;Y0)-
9z 9z

O plano tangenté supericie f (x,y,z) = ¢c em pp = (Xo,Y0,20) € dado por
2)z= 20+ (X0, Yo) (X—X0) + 5 (X0, Y0) (Y — Yo), OU
b) Of (po).(X— X0,y — Yo,Z— 2) = O, para toda(x,y,z) € R?, ou
) (X,,2) = po+A <1, 0, Z)Z((po)) +U (0, 1, Z;(po)), para quaisquek, u € R.

OBSERVACAO 3.34. Nas hipteses do teorema acima,

1. Ot (1.0, G5 0P0) ) 1 (0.2, 520 ).

2. Dada uma curvg(t) € A, t €] — J, 9], derivavel emt = 0, comy(0) =
po e f(y(t)) = ¢, podemos garantir qug(0) & combinago linear dos

0z

o"?y(po

pela Regra da Cadeigf (pg).y (0) =
De outro modo, dg/(t) = (x(t),y(

/(0= (X(0.y(0). 20+ Ly 0)) -

~x(0)(10.5%(p0) ) +(0) (0.1 52 (po)).

3. Dado um vetow que & combinago linear dos vetoreél 0, g (p0)>

vetores(l 0, Z (po)) el 0,1, . De fato, sef(y(t)) = c enfo,

~
o\_/

t

~—

,Z( (t),y(t))) tem-se

0,1, Zy(p0)> afirmamos que existe uma cury@), t €] —r,r[, tal que
y(0) = po, f(y(t)) = cey (0) =w. De fato, sendo

Wza(laoagX(Po)>+B (O,ljg)zl(po)) =< B, a (po)+B ( )>7
consideramos a ret,y) = (xo,Yo) +t(a, ), Vt. Parar >0 suf|C|ente-
mente pequeno, a curva que procura@@g) = (X0 +ta,yo+t8,z(x +
ta,yo+tpB)), pois Imy est contida na supéddie f (x,y,z) =cey'(0) =

4. Em vista das duas obser@as anteriores, 0 plano tangemtesupericie
f(X,y,2) = c em pp = (Xo,Y0,20) coincide com o plano que passa ¢
gerado por todos os vetores velocidade das curvasadeis contidas na
superfcie f = ¢, no pontopy.

APLICAGAO. A superfcie S: xy— zIny+ e = 1 pode ser dada localmente
em(0,1,0) como géfico dex = x(y, z), pois o;f (0,1,0) =1+#0, paraf(x,y,z) =
xy—zlny+e*“ Comolf(0,1,0) = (1,0,0), o plano tangenta Sem (0,1,0) é
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dado porx = 0. PodeSser dada localmente eff, 1,0) como géfico dez= z(x,y)
ey=Yy(x,z)? Observe qué(0,1,z) = 1.

INDICAGAO DA PROVA DO TEOREMA 3.33: SejaF (x,Y,2) = (X,Y, f(X,y,2)). Te-

f :
mosJF(po) = gz(po) # 0. Pelo Teorema da Fuag Inversa, existem abertos

U c R? contenddxo, Yo), V C R contendaz eW C R3 contenddF (o, Yo, 2o) tais
queF: U xV — W é difeomorfismo de clas€eX

S U xV Cl ‘
(X0, Yo) (x,Y) (Xo.y0)  (Uv)=(xy)
u=x X
F:{ v=y ; F1:{ y= ;
w=f(x,y,2) z=g(u,v,w)

e{(xy,2 €U xV:f(xy2z) =c}=F{(uvc)eW}={(xy,2eUxV:z=
g(x,y,c)}. Se neceswio, diminimosU para obter a tese.

~ ax+by+cz=d
MOTIVACAO. Se{ X+by+cz com # 0 enBo temos

ax+by+cdz=d ’

b c
b c
quey =y(X) ez= z(X).

TEOREMA 3.35. Sejam fg: A C R® — R fungdes de classe'Ck > 1, no

o(f, -
aberto A, p = (Xo0,Yo0,20) € A, f(po) =c1 e g po) =C2. Se d((y S)) (po) # 0 en&o
existe um aberto WV, (Xo,Yo,20) €U xV C AC R x R?, tal que osinicos pontos
f(x,y,2) =¢;
g(xay’ Z) =C
(y,2) = (Y(x),z(x)) € V definidaemU.

de UxV que obedece sA0 os do géfico de uma furfip C¢

Nesse caso, temos, pela Regra da Cadeia,

of of of
&jua—y +EZ,_O & 0Of.(Ly,Z)=0
99

Jdg, , 99, _
dx+6fyy+5z_o & Og(Ly,Z)=0
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olta) i

) Po) (Po)

e ddy (xo) = 702(?;’? e Z(x) = 7;9'9’))0 .
22 (Po) 2ty (Po)

fxy,2) =
fx.y,2) =
a. (%Y¥,2) = po+A(LY(x),Z(x)), paratodot € R, ou
Of(po).(X—X0,Y—Y0,2—20) =0
D9(po)-(X—X0,Y—Y0,2—2) =0
C. (X,¥,2) = (Xo0,Y0,20) +A0f(po) A9(po), para todor € R.

NoOTACAO. No Teorema 3.35,0;((;7’%) indica o jacobiano de

F(y,2) = (f(x0,¥,2),9(0,,2))

no ponto(Yo,Z), OU seja, o determinante &é(yo,z).

A reta tangenteé curva{ em pg pode ser dada por

, OU

PROVA DO TEOREMA 3.35: Faga como exdigo.

APLICACAO.

. . x4+72=1 .
1. Verificar se o sistem pode ser resolvido localmente em

(0,1,1) pory =y(x) e2=Z(x).
2. ldem em(1,0,0).
Mais geralmente, consideremos o sistemé& dqguaes en+ k incognitas

fa(X1, - X, Y1,---,Yk) = C1

fe(X1, -+, X0, Y1, - - -5 Yk) = Ck
que podemos escrevé(x,y) = ¢, em que
X=(X1,.., %), Y= (Y1,-.-,Y¥k), €= (C1,...,C) e f = (f1,..., fx).
TEOREMA 3.36 (Teorema da Fuiig Impicita). Sejam A R" x RK um aber-
O(fy,..., f (X0,Yo0) # 0. Entio

o(y1,.--,Yk)
existem abertos W= R", V C RX com(xo,y0) € U xV C AcC R" x R, tais que,

paratodo xc U, existe untinico y=y(x) € V tal que f(x,y(x)) =c e y=y(x) € CP.

to, f: A— RXdeclasse € p>1, f(xo,yo) =ce

Nesse caso, aplicando a Regra da Caddixg/(x)) = ¢, temos

£/(x,y(X)) (y’éx)) =0= (fi(X,Y) f)’,(x,y)) (YEX)) =0=
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= f(xy) + f(x,Y)y (x) = 0= Dxf (x,y) + Dy f (x,y)Dy(x) = 0.
Portanto,
Dy(Xo) = —[Dy f (X0, Y0)] *Dxf (X0, o).
Com outra notago, de

fi(Xay - X Y1 (X2, -y Xn) s - - Yk(X, .., X)) = C1

fe(X1, -« X0, Ya(Xa, - -5 Xn)s -« o, V(X1 - - -, Xn) ) = Ck

temos, paratodo=1,...,k:

Ofi(x,y(x)).vp =0

em que
o1 OYK
=1(210,...,0,—
Vi < 707 707 dX]_ (X0)7 70)(1 >
o1 5'Yk
= 1,...,0,—
V2 <O7 ; 707 dXz (X0)7 7(?X2 )
_ oy 0yk
Vh = <O,O,...,l7 %, (X0), - - OXn >

O plano tangente 8= {(x,y): f(X,y) = ¢} no pontopy = (Xo,Yo) & 0 plano dado
por
1. (XY) = (Xo0,Yo) + 31 AiVi, para todd A1, Az...,An) € R, ou
[(%,Y) = (X0, Y0)].Of1(X0,Y0) =0
2. : ,ou
[(%,Y) = (%0, ¥0)]-Ofk(X0,Yo) = 0
3. {po+Y(0), para toda curvg definida numa vizinhanca de= 0, y(0) =
po, derivavel em O conf (y(t)) = c}.

IDEIA DA DEMONSTRACAO DO TEOREMA 3.36:
SejaF (x,y) = (X, f(x,y)), queé CP emA. TemosF (xo,Yo) = (Xo,C) €

I 0

JF = det

) = detDy f (xo,Yo) # O.
( 7y0)

Pelo Teorema da Fu@g Inversa, existem abertos<xV ¢ AC R" x RX, (Xo,Y0) €
U xV eW C R™k com (xo,c) € W tais queF : U xV — W & difeomorfismo de
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classeCP, p> 1.
F: F-1.
{ v=F(xy) { y=y(uv)

{(xy)eUxV: f(xy)=c} =F {(uc) eW}={(xy) eU xV :y=y(x.c)}.

Além disso,

DiminuindoU, se necessio, obtemos a tese. O

OBSERVACAO 3.37. Segue, dessa demonsaigcque existem abertog” C
UxV, (Xo,Yo) € # e x¥V CW, (X,C) € % x ¥ tais que# & a unao de
graficos de fungesy = y(x,c’), definidas e de clas€e® em % que esho nas
superfcies de fvel f(x,y) =c/, comc € 7.

APLICACOES.

1. Sejap(x) = ap+ayx+ - --+a,X" um polindmio de grawn e coeficientes re-
ais com uma raiz real simpleg. Enao todo polidmio de graun com co-
eficientes reais suficientement@&ximo dep(x) tem uma raiz real simples
proxima dexy que varia em classg® com os coeficientes do pofimio.
(a diséncia entre os polimios q(x) = bg + bix+ --- 4+ bpX" e p(x) =
ap+aix+---+a.x" &€ a diséncia entrébg, by, ..., by) e (ag,ay,...,an) No
]R”*l.)

Soluga SejaF : R x RS R dada por

F(X,bo,b]_,...,bn) :bo+b1x+--~+bnx”.

Considerand@ = (ap, ay, . . .,an) temosF (Xp,a) = 0. Além disso, temos

que 6—F(xo,a) = p'(%) # 0, poisxg & raiz simples dep. Pelo Teorema

ox
da Fun@o Impicita, existem aberto¥ ¢ R, U ¢ R™?! com xy € V,
ac U, tais que, para todb € U, existe umunico x = x(b) € V verifi-
candoF (x(b),b) = bg + bix(b) 4 - - - + by (x(b))" = 0 e x = x(b) € C™.
Como d—F(xo,a) # 0, podemos diminuir eventualmenitex V para ter

ox
da—l):((x(b), b) # 0 e concluir quex = x(b) & simples.

2. Sejaf(A,x) uma fanilia de fun@esf) : R — R a um paametroA € R,
isto &, f,(x) = f(A,x), f € CL. Supondo qué,, tenha um ponto fixao,
enuncie e prove um resultado que garanta a&nxisa e unicidade de ponto
fixo, proximo dexg, para todafy, comA proximo deAo.
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Indicago: ConsideraF (A,x) = f(A,x) —x. Assim,

oF ot

oy A0, %0) = o (Ao, %) — 1.

F(Ao,x0) =0e o

Suporg:(()\o,xo) =1 e aplicar o Teorema da Fug Implicita.

DEFINIGAO. Um nimero reak & valor regularde f: A C R" — R de classe
CK, k> 1, no abertoA se f1(c) # 0 e, para todax € f~(c), df(x) & sobrejetora
(istoé,0f(x) #0).

Nesse caso, segue do Teorema da kampipicita que, localmente em cada ponto,
f~1(c) & o gfico de uma furijo real de classg* den— 1 variaveis. Diremos que
f~1(c) & umasuperfcie regular (ou superfcie) de class&€* e dimen&on—1 ou
codimen&o 1. Oplano tangentemp € f~1(c) & dado por

Of(p).(x—p) =0.

EXEMPLO 3.38.

1. A circunfenciax? +y? = 1 emR2.

O cilindrox? +y? = 1 emR3,

A esfera +y?+ 7> = 1 emR3.

A curva v naoé imagem inversa de valor regular.

O giafico deg: A c RK — R de class€! no abertoA & superitie regular

de codimengo 1 e class€?. Indicago: f(x,y) = y—g(x) = 0.

6. A superfcie deRR? obtida pela rotago do gafico dez = z(x) € Ct, x €
Ja,b[, 0 < a, em torno do eix@ & uma supeftie regular de classg! e
codimengo 1.

7. Dar a equago do toro obtido pela rotap da circunfegncia dada por
(x—2)2+2% = 1 em torno do eixa e verificar que uma supeftie de
codimendo 1, dando sua classe e seu plano tangente em cada ponto.

8. O conez’ = x? 4 y? ndoé imagem inversa de valor regular. Verifique.

a s~ WD

DEFINICAO. Diremos quec € R & valor regularde f: A c R™* — RK de
classeCP, p > 1, no abertA se f~1(c) # 0 e, para todx € f~1(c), df(x) & so-
brejetora (iste@, se os vetores fi(x), ..., Ifk(x) sdo linearmente independentes).

Nesse caso, segue do Teorema da kamqpicita que, localmente em cada ponto,
f~(c) & o gafico de uma furiéo de class€P den variaveis conmk coordenadas.
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Diremos quef—1(c) & umasuperfcie regular (ou superfici¢ de classeCP e di-
mengon emR™K ou de codimer@ok. O plano tangentem p € f~1(c) & dado
por
Of1(p)-(x
Of2(p).(x

p)

0
p)=0

Ofk(p).(x—p) =0

EXEMPLO 3.39.
X4+y?=1
X+ =1
2. O g#éfico deg: A C R" — RK de class&€! no abertoA & imagem inversa
de valor regular:é uma supeftie de dimen&on emR™ e seu plano

tangente enixp,g(Xo)) & dado pol = g(Xo) +dg(Xo)(X— Xo). Justifique.

1. A curva{ naoé imagem inversa de valor regular. Justifique.

3.3. Multiplicadores de Lagrange

Nesta sego mostraremos que 0s extremos locais dedasgeaig: R™ — R
quando restritas a suptmies f ~1(c) c R™, de codimen&ok, podem ser encontra-
dos entre as soldes do sistema da+ k equages conm+ k incognitas

k
Dg = 21/\i fi
i=
f(x)=c
em queAy,...,Ax S0 indgnitas adicionais, chamadas mltiplicadores de La-
grange
Inicialmente vejamos a seguinte coratichecessia para um ponto ser ex-
tremo local de uma furdp real.

PropPOsIG0 3.40. Se f: AC R" — R tem todas as derivadas parciais em
um extremo local p, edb, 0f(p) = 0.

TEOREMA 3.41. Sejam g R" — R diferencavel e S= f~(c), em que &
valor regular de f: AC R"—R de classe &no aberto A. Se g Sé extremo local
de g condicionada a S et [g(p) = AOf(p), para algumA € R.

Nesse caso, 0s extremos locaigydestrita aSesto entre as soldgs de

f(X1,...., %) =¢C
Og(x) =A0f(x)

INDICAGCAO DA DEMONSTRACAO:
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: of
0] Supondoo_’—xn

y(x) € CLx= (x1,%, -, Xn-1) € p= (%, Y(%0));
(i) Xo & extremo local dé (x) = g(x,y(X));
(iii) gi’i(xo):Dg(p).(O,... 1 O,...,O,S}é(x@):O,Vi:l,...,n—l;

(p) # 0, localmente enp, Sé o giafico de uma furgoy =

7\ . s
|
(iv) Og(p) & perpendicular ao plano tangent8 @m po.
APLICAGAO. Determine os extremos absolutosgir, y,z) = X+ y+ z condi-

cionadad esfersB: x2 +y? + 2 = 1.

Solugga Comog é contnua eS & compactag assume os extremos absolutos
quando restrita & que o locais. Com&é uma supeftie regular de classe! e
g é diferencavel, podemos procurar esses extremos entre asheslalp sistema

X¥+yr+Z=1
ggzlz)\x
d—y:l:/\y
%:1:/\2

que $0
A =+V3 e (xy,2) :i\f(l,l,l).

Comog(+¥2(1,1,1)) = +/3 enfio ¥3(1,1,1) & ponto de raximo absoluto e
—?(1, 1,1) & ponto de rimimo absoluto.

TEOREMA 3.42 (Multiplicadores de Lagrange®ejam A- R™ um conjunto
aberto, f: A — RK uma fun@o de classe €e ce R¥ valor regular de f. Se
g: R™K - R & uma fungo diferenchvel que assume extremo local num ponto
po € f~1(c) quando condicionada superfcie f~(c) enfio existem ameros reais
A1,..., Ak tais quedg(po) = A10f1(po) + - - + AD f(po)-

DEMONSTRACAO. Suponhamos que, localmente @g= (Xo,Yo) € R" x R,
a supericie f(x,y) = c seja dada poy = y(x) € Ct. A funcio definida pot (x) =
g(x,y(x)), ou seja,@(X1,...,%n) = g(X1,...,%n,Y1(X),...,Yk(X)) assume extremo
local emxg. Logo, paratodo € {1,...,n},

99

28 00 = gt (012,01, P ), S 00) ) =0

0 5 " O
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isto &, 0g(po) € ortogonah supericie f ~1(c) empo. Assim,

K
0g(po) = 'Zl/\ini(po)
O

APLICACAO. Determine os extremos absolutosgie y,z) = x> +y3 + Z° res-
trita & curva
| Ry +Z2=1
| x+y+z=1
Solu@a
(i) y € uma curva regula! e g é diferencavel;
(ii) grestrita ay assume extremos absolutos, qae kcais, poig & contnua
ey é compacto;
(iii) Entre as solu@es do sistema

X4+y+72=1
X+y+z=1
X =Ax+u
Y =Ay+u
3P =Az+p

esfio 0s extremos procurados. Temos

3 —y?) =A(x—y)
3x2-2)=A(x—2) (5)
3y’ —Z2)=A(y—2)

22 1
Comx=youy=zouXx=z obtemos os pontof,0,1), (5,5,—3),
(0,1,0), (3,—3,2), (1,0,0) e (—%,2,2). O sistema &o admite outras

solu@es, pois s&, Y,z forem distintos entre si, de (5), tamos:
3(x+y)=3(x+2)=3(y+2) =>x=y=z

Calculanda nos seis pontos encontrados, obtemos(Gue 0), (0,1,0) e
(0,0,1) sdo os pontos de aximo absoluto e os outros, pontos dmimo
absoluto.

3.4. O Teorema da Imer§o

Neste paagrafo, mostraremos que e R" — R™ k > 0, de class€* tem
f’(xp) de posto raximo, endo, numa vizinhanchl de xp, f & injetora com in-
versa corinua. AEm disso, veremos que, a menos de mudanca de coordenadas,
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localmente emxp, f & uma inclugo. Consideraremds > 0 pois o cask = 0
corresponde ao Teorema da Faag¢nversad estudado.

DEFINICAO. DadoA C R" aberto, uma furfo f: A — R™ de classe&C! &
denominadamersioemxg se f'(xp) & injetora.

OBSERVACAO 3.43. Sef & imer§io emxg enfio existe vizinhanca de& na
qual f & imergo.
De fato, basta supdi(x) = (u(x),Vv(x)) € R™* comJu(xo) # 0 e considerar que a
composta

x & u'(x) € L(R")

L % detl

calculada enxg € diferente de 0.

PROPOSIARO 3.44. Se f: AC R" — R™ de classe & no aberto Aé uma
imersao em ¥ enio f & localmente injetora empxistoé, existe vizinhanca aberta
U de % tal que f: U — f(U) & injetora. Aém disso, f*: f(U) — U & contnua.

DEMONSTRACAO. Parax,y numa vizinhanc¥ dexg, temos:
F(x) = F(y) = f(x) — f(x0) + F(x0) — F(y) =
= 1'(%0) (X—%0) +1(X) — f'(x0) (y —X0) — 1 (y),
r(x)

em que lim——— =0. Assim,
X% [[X —Xo|

1) = F W= (0) (x=y) +1 () = r W)l = [If'(x0) (x=Y)[| = [Ir(x) = r (Y)]].

ComoL = f’(xp) € linear e injetora, existe > 0 tal que||L(x)|| > c||x||. Dessa
forma,

() = £ W = clx=yl = [Ir () =r(y)]-
Comor’ & contnua emxg er’(xg) =0, existed > 0 tal queBs(po) CV el|r'(X)||1 <
%, para todo € B (po). Logo,

c
IT(x) = T = clix=yll = 5[Ix—=yl|, parax,y € Bs(po).

Portanto|| f (x) — f(y)|| > gllx—yll, o que implica qud & injetora no abertd =
Bs(Po) € a sua inversa contnua. O

EXEMPLO 3.45.

1. SeL: R" — R™X & linear injetora ei@o & imerdo. Observe que, neste
caso,L(R") tem dimen&on e & gifico de fun@o den variaveis ek coor-
denadas.
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. Sejay: R — R? de class&€?, y(t) = (x(t),y(t)) imersio emty. Supondo
X (tp) # 0, segue do Teorema da Fé@wginversa que(t) & um difeomor-
fismo local de class€! emty, isto &, existem abertdd contenddg eV
contendox(tp) tais quex: U — V & bijetora com inversa= t(x) ¢ C.
Neste caso,

y(U) ={(x(®),y(t): teU} = {(xy(t(x)): xeV},

istoé, y(U) & o géafico de uma furéo de class€e?’.

. Sejay: ]a,b[— R? derivavel em|a,b[. Sex (t) # 0, para todd, enfiox &
um difeomorfismo entrga, b[ e um intervalo abertd com inversa = t(x)
derivavel (ver Teorema 3.25). Neste caso,

y(la,b]) = {(x(t),y(t)): t €]a,b[} = {(xy(t(x))): x € I},

isto&, y(]a,b[) & o géfico de uma furio deriavel.

. Acurvay(t) = (cod,sert) & imer§io emR, ndo injetora.

. A curvay(t) = (t —t,t?) & imer&o emR, ndo injetora. Observando na
figura a imagem dg, voc2 vé contradigo com o exemplo 2 aplicado em
to =07

. A figura abaixo &o pode ser imagem de imaesdeR emR?. Justifique.

N

. Considerer: R? — R3, a(u,v) = (x(u,v),y(u,V),z(u,v)) uma imer&o de
classeCt. Supondo quegg)lj—’)\g(uo,vo) # 0, segue do Teorema da Faiag

Xx=x(uyv) , . .

Inversa qu (uv) & um difeomorfismo de clas§2 entre abertos
y=y(uv)

deR?, U contenda(ug, Vo) eV contenda(x(Up, Vo), Y(Ug, Vo)) com inversa

u=u(xy)
{ v=vixy) Logo,

oU) ={(x(u,v),y(u,v),z(u,v)): (u,v) eU} =
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= {(xy,Z(u(x,y),v(x.y)): (x.y) €V}

istoé, g(U) & o géfico de uma furio real de classg! definida emV c
R2.

8. O cilindrox?+y? = 1 deRR3 & imagem da imeBC> o: R? — R3, dada
poro(6,z) = (cosB,send, z).

9. Verifique seo: R> =+ R3, 0(0,¢)=(cosf senp,send senp,cosp) & uma

imersho e determine lan.
x = (b+acos¢)cosd

10. Idem parar: ¢ y=(b+acosp)senf comO<a<b
z=asenp
11. Sef: Ac R" — RK & de class€! no abertoA enfio o géafico def &
imagem de ime#o de class€’. Basta considerdf (x) = (x, f(x)).
12. Alinclugio f: R" — R™K, f(x) = (x,0) & imer$o.

TEOREMA 3.46 (Teorema da Imes). Dados AC R" aberto e f: A— R"™P,
p > 0, de classe & se f(xo) & injetora enfio existe aberto U compx U tal que
f(U) & o gifico de uma furip de classe Edefinida num aberto d&" com p
componentes.

DEMONSTRACAO. Podemos supor, eventualmente reordenando as coordena-
das def, que f(x) = (u(x),v(x)) € R" x RP com U (xp) injetora. Assim, pelo
Teorema da Furdp Inversa, existem abertblseV deR", xg € U, u(xp) €V tais
queu: U — V & bijetora com inversa= x(u) € C'. Logo,

f(U)={(u(x),v(x)): xe U} ={(u,v(x(u))): ueV}.

Dai podemos concluir diretamente sem usar a Proposi;44 quef|y é injetora
com inversa comhua. O

Nas condides do teorema anterior, para mostrar que, localmenteefné,
a menos de mudanca de coordenadas, uma #/u®nsideramos : A x RP —
R™P dada pof (x,y) = (u(x),v(x) +Y).
du(xo)

dv(xo) |
¢ao Inversa, existem abertds<V eW deR" x RP, com(xp,0) €U xV eF (xo,0) =

f(x0) €W tais que a fun@oF : U xV — W & difeomorfismo de clas& com in-
versaF 1 =h.

ComodF(xp,0) = ( € isomorfismo, efdo, pelo Teorema da Fun-
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RP

Temosho f(x) = (x,0) emU. Logo, a menos do difeomorfisnim f restrita a
U & uma includo. Assim, obtivemos a seguinte v@osdo Teorema da Imeis:

TEOREMA 3.47. Se f: AC R" — R™P, p> 0, de classe €no aberto Ag
imersio em ¥, enfio existe um difeomorfismo de classe 8: W — U x V entre
abertos WC R™P contendo fxg) e U xV C R" x RP contendo(xp,0) tal que
ho f(x) = (x,0) em U.

3.5. O Teorema da Submer&o

Veremos, nesta s&g, que se : Rk — Rk n > 0, de class€* tem f'(po)
com posto raximo, en&o, localmente empy, f € aberta, &oé injetora e, a menos
de mudanca de coordenadasima projego. E sen = 0?

DEFINICAO. DadoA C R" aberto, uma furijo f : A— R™ de class€? & dita
umasubmerdoem pg se f’(pg) & sobrejetora (portanta,> m).

OBSERVACAO 3.48. Sef & submer@o emxg, enfio f & submerdo numa
vizinhanca dex.

EXEMPLO 3.49.
1. m: R"x RP — R", r1(X,y) = x & submergo.

2. L: R"x RP — R" linear sobrejetor& uma subme&o e InL & aberto de
R".
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3. f: R" — R de class€! comOf(x) # 0 & submer&o.
4. f(x,y) = X2 +y? & submergo emR?\ {(0,0)}.

TEOREMA 3.50 (Teorema da submérs). Seja f: Ac R™P — RP, n> 0, de
classe G no aberto A com '{ pp) sobrejetora. Eréio existe um aberto W contendo
po tal que f(W) & aberto deRP.

DEMONSTRACAO.

y ]Rp W Rp
N T <
T s e

e .

Rn

F RP
v

c UxV

f(Po) - ;
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, X:u
X0 R"

Podemos supor qué: A C R"x RP — RP e f/(pg) = (ﬁi(po) f{/(po)) com
fy(po) injetora (eventualmente reordenando as coordenadaB)x38 = (x, f(x,y))
en@o

|
fy(po)  fy(po)

Logo, pelo Teorema da Fuag Inversa, existem abertdg C A C R" x RP con-
tendo o pontopy = (Xo,Yo) € U xV C R" x RP contendo(Xo, f(po)) tais que
F: W — U xV é difeomorfismo de clas€z'.

Comof =1oF, enfio f(W) = 1m(F(W)) =1m®(U xV) =V & aberto.

Observe tambm que, em x V, f oF~1(u,v) = (u,v) = v, isto &, a menos de
um difeomorfismof restrita aV &€ uma projego. O

JF(po) =

‘ = detfy(po) # 0.

COROLARIO 3.51. Seja f: AC R™P — RP, n> 0, submerdo de classe €
no aberto A. Eréio f & aberta e 8o & injetora.



3.6. O TEOREMA DO POSTO 67

DEMONSTRACAO. Verifiquemos qud & aberta: dadB C Aaberto, comd |g
é submerdo, para cadac B, existeUy C B abertox € Uy, tal quef (Uy) é aberto.
ComoB = | J Uy, enfo f(B) = [ J f(Ux) & aberto.

xeB xeB
A funcao f nao & injetora, pois pelo Teorema da Féo¢lmpicita, o conjunto

f(x) = f(po), localmente enpy &€ um géfico de uma furio den variaveis comp
coordenadas. O

3.6. O Teorema do Posto

Consideraremos, nesta parte, o caso em que 0 posto da derivddaAde
R™ — R" ndo & maximo, mas constante num aberto. Os exemplos seguintes suge-
rem um enunciado para o Teorema do Posto.

OBSERVACOES EMOTIVAGAO.
1. SeL: R" — R™é linear, com postb = k (portanto k < min(m,n)), enfio
L(R") & subespaco de dimeitsk.

u=cogx+y)

v =sernx+y)
R? e Im f = {(u,v) : >+ V2 = 1} & uma curva enR?, tem dimenéo 1.

3. Sef: R? — R? de class€! tem postof’ = 0 emR?, enfio f & constante
e Imf tem dimen&o zero.

2. Sef: R? — R? é dada porf : , temos postd’ = 1 em

U=X—y+z
4. Sef: R® - R®édada porf: { v=(x—y+2°3 ,temos postd’ =1
W=2(Xx—y+2)
emR3 e Imf = {(u,u3,2u)) : uc R} & uma curva enRk?, tem dimen&o
1.
U=Xx+y
5. Sef: R® +R3édadapof: { v=2 , temos postd’ = 2, para
W=X+y+7
z#0,eImf ={(u,v,u+v):uve R} &um plano enR3, tem dimen&o
2.
u=x+y
6. Sef: R? — R® & dada porf: { v=2(x+y) , temos postof’ =1 e
w=>5

f(R?) = {(u,2u,5) : u€ R} & uma reta d&?, tem dimen&o 1.
7. Sef: R" — R™é& de class€! e postof’(xp) = k enfio existe uma vizi-
nhanca deg, na qual postd’ > k.
Consideremod : R" — R™ de class&C!. Quando o posto dé'(po) & maxi-
mo, os Teoremas da Fulng Inversari = m), da Imer&o (h < m) e da Submeéo
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(m> n) garantem que existe uma vizinhantgpy) de po tal que f(V(po)) tem
dimengio igual ao posto dé&'(pp). Quando o posto d& & zero numa vizinhanca
depo, enfio f & constante em uma vizinhan¢apg). Quando postd’(pp) # 0 ndo

€& maximo mast constante e igual pnuma vizinhanca dgg enfio o Teorema do
Posto garant& que existe uma vizinhad& po) tal quef (V(pp)) tem dimen&o p,
quef ndoé injetora e que, a menos de mudancas de coordenadasialalmente
em pp, uma projedo.

TEOREMA 3.52 (Teorema do PostoBeja f: AC R™ — R" de classe €no
aberto A com posto’ = constante= p, 0 < p < min{m,n}, numa vizinhanca de
po € A. Enfio existe um aberto W A contendo ptal que f(W) & o gréfico de
uma funéo de classe Edefinida num aberto d&P com n— p coordenadas.

DEMONSTRACAO. Podemos supor que, paray) € AC R™ P x RP,
f(xy) = (u(xy),v(x,y)) € R" P x RP

e DyVv(x,y) & injetora. Considere o difeomorfismo de cla€$eF: W — U x V,
F(x,y) = (X,v(Xx,y)) entre aberto8V contendopy = (Xo,Yo) €U xV C R™ P x RP

contenda(Xo, V(Xo, Yo))-
SeF~* =h, temosvoh(u,v) = vevoh(U x V) =v(W) =V.

y , RP W RP

v(po) |- 1 UV

Xo X=uecRMP
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Dai,

f(W) = f(h(U xV)) = {foh(u,v): (uv) €U xV} =

={(A(u,v),v): (u,v) €U xV}.

Observe qué é de class€?.

Agora mostraremos que(u,v) = A (v) emU x V. Como

D(foh)(uv) = < 0 "

) = Df(h(u,v))-Dh(u,v)

tem postap, poisD f (h(u,v)) tem postap e Dh(u, v) & isomorfismo, e@oDyA =0
emU x V. E, como o abertt) pode ser tomado conexo, segue due- A (V).
Assim, conclimos quef (W) = {(A(v),v): ve V}. Observar qud naoé injetora
emW. ([

OBSERVACAO 3.53. Para obter outra vés do Teorema do Posto, nas condi-
¢Oes anteriores, consideremos a famglada poG(u',v) = (A (v) + U, v) definida
numa vizinhanca dé0,vp) em R" P x RP com valores enR" P x RP. Temos

| DA
G(0,vo) = (U, Vo) = f(po) € IG(0,vp) = det(o I(VO)
difeomorfismo de classg! entre abertos)’ x V' contendo(0,vp) e W’ contendo
f(po) com inversa&G—1 = k. Assim, conclimos que, diminuindo eventualmette
eV, temos

> #0. Logo,G & um

(ko foh)(u,v) =k(A(v),v) = (0,v) € R" P x RP,

para(u,v) eU xV C R™ P x RP.
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y RP W RP
. f(W)={(A(v),v):veV}
>> Po) = (Uo, Vo)
ucR"P
F
h G k

RP
v v e RP

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, UxV </
v ———

Xo X € RM-P ueR"™P

COROLARIO 3.54. Se f: AC R™P — RP é de classe €no aberto Ae n-0
enfio f rdoé injetora.

DEMONSTRACAO. Sejar = max{postof’(x): x € A} = postof’(po). Existe
uma vizinhanca dgp na qual postd’(x) =r. Ser =0 enfio f € constante. Se
r = p, segue do Teorema da Subnirs Se O< r < p, segue do Teorema do
Posto. U



Exercicios

1. Mostre que, eriR", vale:
(@) |xyl <|x|||ly]] (desigualdade de Cauchy Schwarz)
(b) |xy| = |IX|lllyl| & x ey sao linearmente dependentes.
©) X+l < [IXI[+lyll-
(d) fIx+yll =[x+ [yl < x=Ayouy=AxcomA >0.
(€) [[x=yll < I +[lyll-
0 {11 = Ivil| < Ix= il

2. Mostre que d Aok 0 = detAdetD.

Cnxk ann

(Sugeﬁo: mostreAk 0 l 0 = A0 >
0 In Cnxk Dn C D

o

3. Mostre que sé& C R" & aberto er#to dA=0. D& exemplo dd c R" tal
guedD é aberto Ao vazio.

4. Dé exemplo de abertd C R que coném todos os racionais do intervalo
[0,1] mas rao coném [0, 1].
5. SejamA e B subconjuntos d&".
(2) Mostre quANB=ANBeAUBCAUB.
(b) D& exemplo em qua U B£AUB.
6. SeA,B e Ssao subconjuntos dR", mostre que®o falsas as afirmaes:
(&) ACB=0AC9B;
(b) dS=0S
(c) 0S=0S
d) s=S
(e) (99°=0;
() dANoB C d(ANB).

71
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

EXERACIOS

SejanmD e A subconjuntos d&". Mostre que

(a) D edD sao fechados;

(b) seD c F eF é fechado d&®" en@oD C F;
n n

(e) & exemploem quk A # | JA.

i=1 i=1

. Decidir se cada uma das afirag abaix@ verdadeira ou falsa, provando

ou dando um contra-exemplo:
(a) ACR"denso enR" < A=R";
(b) A,BC R"densos enkR" = ANB denso enR".

. SeF x G c R"x R™ & fechado, mostre qué & fechado deR" e G &

fechado d&R™.

Mostre que s& C A C R", K compacto €A aberto ertio existeK; com-
pacto tal queK dglc Ky CA

SejeD = {x€[0,1]: arepresentadp decimal dex sd tem os 61%itos 4et?.
Este conjunt@ abertoE fechado® enumeavel? Determin® eD.
Mostre que toda cobertura @cC R" por abertos admite subcobertura

finita ou enumeavel.

DadosE C A C R", A aberto, mostre quE = U En, comE, compactos,
n=1

EnCA.

SeK C R" &€ compacto, mostre que

(&) todo subconjunto infinito d€ tem ponto de acumulag emK;

(b) toda segéncia deK admite subsedincia convergente ek

SejaS ¢ R" infinito nao enumeavel. Mostre que exista € N tal que
Bn(0) tem infinitos pontos d& Conclua qué&Stem ponto de acumulag.

SejanK; # 0 compactos d&" tais queK; DKz O ... D K, D .... Mostrar
que( | Ki # 0.
i=1



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

EXERACIOS 73

Sejamf: R" — RK, f nula emA c R" e p € R" ponto de acumuldp de
A tais quexﬂgnf (x) = 0. Mostre quexlignf (x) =0.

XEA XeR"
ConstruaD C [0,1]? tal quedD = [0,1]2 e que corém no naximo um
ponto em cada vertical e em cada horizontal.

Dé exemplos de abertags e B de R2, disjuntos, Ao vazios, conexos e
limitados comdA = dB.

Dadal. € L(R",R¥), definal|L||1 = sup{|Lx|: [x| <1} e L] =, /3] aizj
em que(a;j) &€ a matriz dé na base caimnica. Mostre que

(@) | || el ||z S4o normas erb(R", R¥).

(0) Ll < [ILIf < vnllL .

© [[LoT[<[LITl eflLoTls <|[Laf[Tl[s, T:R™— R"&linear.

Sejaf: R — R confinua emx = 0 tal quef(x+y) = f(x) + f(y), para
todosx,y € R. Mostre:

(a) f & contnua enR,;

(b) existe uma constangetal quef(x) = ax, para todo € R.

Estude a continuidade, justificando:

serx, sexeQ;

@fm:{o &

: caso contario.

x|, sexeQ"cCR"
@f@:{g“ @c.

, caso conrio.
(c) f(xy)=8,sendoxy)=p€e® p>00<06<2m
m)fayyzgsmmqmw:péﬁp>qo<egzn
(e) f(x,y)=xly| , )

2x°(y—1 _

® Fxy)={ BE+(y—1)2 se(x,y) # (0,1);

0, caso contrio.

(9) supf,g}, comf,g: R — R confinuas.

¢ e m ' istirem:
alculary E}rg!(m) f(xy), )|(I_>TTE))|/I_% f(x,y) e (x,y)liT(]O,O) f(x,y) se existirem
X2 y2
——=, se(x 0.0
(a.) f(X7y): X2+y2’ ( 7y)7é( ) )
0’ Se(X, y) = (07 O)

(xy)?
@fmw{uw4u)m,%MW%wm
0, se(x, y) = (Ov 0)
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serxy
, sex#0
(© f(xjy)z{ X
Y, sex=20
(x+y)sen}ser& sexy#0
(d) f(xy) = Xy
0, sexy=0
serx — sery
== 277 setgrAt
@ fxy)={ tgx—tgy = ' F7
cos’x, se togx = tgy

24. E pos$vel definir cada fungo em(0,0) de modo que fique coimua nesse

25.

26.

27.

28.

ponto? ,
(8 f(xy)= sz_yyz;
2
(b) f(xy) = W IOy +5);
X5y10
(€) f(xy) = m;
et 1
d fixy) = W;
3
© 1Y) = o
x4
M fxy = (Xz_i_y;)gi
Xy

@ f(xy) = 2y
Sejaf : |a,b[— R monbtona. Mostre que existem linfi(x) e lim f(x)
X—p+ X—p—

parap €]a,b[ e conclua que o conjunto das descontinuidade$ eno
maximo, enumeavel.

SejanF = {(x,%) : xe R*} e m: R? - R, m(x,y) = x. Mostre queF &
fechado d&R? masri(F) naoé fechado de.

Mostre:
(@) f:[ab] — [ab] coninua= f tem ponto fixo.
(b) f: [ab[— [a,b[ confnua e sobrejetora- f tem ponto fixo.

Mostre:

(@) A fungao det:M,(R) — R & coninua.

(b) S={AecMy(R): detA+# 0} é aberto.

(c) Afuncio que, a cada € Mp(R) inversvel, associa a sua inversa*
é contnua.



29.

30.
31.
32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.
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(d) L: R" — RXlinear injetora= existec > 0 tal que||Lx| > c||x|, para
todox.

Sejam¢, Y: K € R" — R fungdes corinuas emK compacto tais que
¢ (x) < Y(x), para todox € K. Mostre queS= {(x,y) : x € K, (x) <
y < (x)} é compacto.

Mostre ques= {A € M,(R): detA# 0} & denso enM,(R) e desconexo.
Dadogp e D C R"eqe R"\ D, mostre qugpgn dD # 0.

Mostre que

(@) E Cc R" conexo (compacto) p € R" = p+ E conexo (compacto).
(b) E c R"aberto (fechado) p € R" = p+ E aberto (fechado).

(c) Ssubespaco vetorial d&" = Sé fechado e conexo.

(d) Nao existef : R? — R confinua injetora.

Sejaf: K c R — R, em queK & compacto. Mostre que é contnua em
K se, e somente se, gr&e compacto.

Mostrar que o conjuntg = {(0,y) :y € [-1,1]}U{(x,sent) : x€]0, [}
nao & conexo por caminhos.

Mostre que:

(a) f:R"— RKconfnua,E c R" conexo por caminhos- f(E) & conexo
por caminhos.

(b) E1 C R", E; ¢ R¥ conexos por caminhos- E; x E» & conexo por
caminhos.

(c) E c R"conexo por caminhog- E conexo por caminhos.

(d) E c R"conexo=- E conexo.

(e) Ei,E> C R"conexos conky NE, # 0 = E; UE, conexo.

() Ez,E> C R" conexos= E; x E; conexo.

Sejaf : R? — R confinua comf (x,0) = 0, para todx. Mostre que existe
r > 0 tal que|f(x,y)| < %, para toddx,y) € [0,1] x [—r,r].

Sejaf: R? — R uma fun@o coninua que se anula e®. Mostre que
existe 0<r < z tal que 1-r < [|(x,y)|| < 1+r1 = |f(x,y)| < &.

Mostre quef (x) = sen: naoé uniformemente contua em|0,1] e, sem
usar derivada, que uniformemente coimua em[1, co|.

Sef: [0,0[— R & uniformemente coimua, mostre que existem constan-
tesa> 0 eb € R tais que| f(x)| < ax+ b, para todox > 0.
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40.

41.
42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49

EXERACIOS

Sejamf: D ¢ R" — R¥ uniformemente cofiua ep € R" ponto de acu-
mulago deD. Mostre que existcxe Iiprrﬂ (x) e conclua qud pode ser esten-
%

dida continuamente para a fronteiralde
Sef: [a,b] — R & contnua, mostre qué & integavel em|a, b.

Sejaf: R? — R tal que, para toda curva | — &, 5[— R? confnua com
y(0) = (0,0), tem-se(f o y)(t) coninua emt = 0. Pergunta-se:f &
confinua em(0,0)?

Sejamf : [a,b] — R crescente (estritamenteke ..., X, € [a,b]. Mostre

que_io(f,xi) < f(b)—f(a) <io(f,xi) < f(b)— f(a)).

=
Mostre que a furdp f(x) = e*?lf, sex# 0 ef(0) =0é de classe”.

Dadaf : R? — R pergunta-se (i) Para quec R?, existeg:l(o, 0)? Cal-
of of

cule. (ii) Existeﬂ(q 0), a—y(O, 0) ? (iii) f & diferencavel em(0,0)? (iv)

f & contnua em(0,0)?

@ f(xy) = Y. se(x,y) # (0,0) e f(0,0) = 0.

X2y2

(b) f(xy)= x2y2+—(y—x)2 se(x,y) # (0,0) e f(0,0) = 0.

Sejaf : R" — RX diferencavel emp. ExistehlinSW?
—

Sejaf : R — R de class€. Prove que a furip

{ (IELICI——
f/

F(X7y) - y

(x), sex=y

é diferencavel sex # y e, se existirf”(x), enfioF & diferencavel emR?,

of - . o .
Calculeﬂ(o, 0) usando a definfp de derivada direcional e interprete
geometricamente:

(a) f (X7 y) = (Xz +y27 _X2 - yZ),
(b) f(xy) = (X+Y,xy);
©) f(xy) = (P2 xy).

. (@) Suponha que# 0 e que existag—\fl(p). Mostre que, para todoe R,

3 .. of of of, ..
tamkem eX|steﬂ(p) em(p) _tﬂ(p),
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- of of

E —_ PR

(b) Encontre exemplos em que exist u+v)(p)’ du(p) e dv(p)
of of of
com 5w P 7 gu P+ 5y (P
X2y .
sejamf(xy) =4 @iy W FO0 o (1’1>'
0, caso contario V2' V2

Mostre queg—z(o, 0) # 0f(0,0).u. Explique.

Sejaf : R" — RX diferencavel eF (x,y) = f(3x—y).

@) Calcule%(xo,yo) usando a defindo de derivada direcional.

(b) Mostre qud’: é diferencavel em(xp, yo) usando a parte anterior. Ex-
plicite dF(Xo, Yo)-

(c) CalculedF(xo,Yo) ((1, 1,11),(1,0,1, O)) para
f (X1, X2,X3,X4) = X1 — 2% + X3 — 2Xa.

(d) CalculedF(xo,Xo)(Xo,5x%0), N0 caso em qué(xy,X2,X3) = X1 + 2X3 €
X =(1,2,3).

Estude a diferenciabilidade explicitardie(p) e sua matriz:

(@) F(x)=(x, f(x)), sendof : R" — RK & diferencavel.

(b) F(xy)=(x, f(y)), sendof : R" — Rk & diferencavel ex € R™.

() F(X) =xXo, comxg,x € R".

(d) F(x) =x.Lx,comxeR"eL e L(R").

(e) F(xy) = f(xX)+9(y), em quef: R" - RX e g: R™ — Rk s30 dife-
rencaveis.

Mostre qud (X) = X2+ X3, X € My (R), & diferencavel e explicited f(Xo) (H).

ConsidereA € Mz(R) como elemento d&®3 x R3 x R3, em que cada
linha a € R3. Mostre que detMs(R) — R & diferencavel e explicite

(det(A)(1).
Estude a diferenciabilidade de R? — R:
@ f(xy) = x+1yl

(0) f(xy)=+/Ixyl
(© f(xy) =[xy
(d) f(xy)=sup{[x],|yl}.

1 1
t2cos—,t2sen- et £0;
Dadaf(t){( St t>’ set#0.

(0,0), caso contirio
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(@) Verifique quef €& diferencavel.

(b) Verifiqgue quef’(R) naoé conexo.

(c) Conclua que @o vale um Teorema do Valor Interméadb para deri-
vadas de fur@esf: R — R2.

Dé o maior subconjunto d&? em quef & de class€! mas rfoé de classe
c2.

@ f(xy)=+/Ixy;

(b) F(xy)=x/@+y"

Sejaf : AcC R" — R"™P de class€! no abertoA. Mostre que o conjunto
{x e A: f'(x) & injetorg & um aberto.

Sef: R" — RK & diferencavel e f(tx) = tf(x), para toda € R e todo
x € R", mostre que & linear.

Mostre quef (X,y) iz se(x,y) # (0,0) e f(0,0) = 0 nao & dife-

T Xty
rencével em(0,0), masf o y & diferencavel emt = 0, qualquer que seja
acurvay: | — 8,8[— R?, y(0) = 0, derivavel emt = 0.

Sejaf : R" x R" — RP bilinear. Mostre que
. f(h,k)

a) lim —~ =0

@ o (b

(b) f é diferencavel em(xo,Yo); explicited f(xo, yo)(h, k).

Sef: R™— R" & diferencavel e|| f (x) — f(y)|| < M||x—Yy||, para todo,y

, para todap,v e R™.

e M constante, mostre q#%(p)” < Mv

SejaF = (f,g): R? — R? de class&?. Mostre que a aplicép definida
por (x,y) € R? — dF(x,y) € L(R?) (L(R?) & identificado conM, ou R#)
é diferencavel e explicited(dF)(Xo, Yo) = d?F (X0, Yo).

Usando a Regra da Cadeia,

(a) Mostre quew(t) é diferencavel, explicitandalw(t), no caso em que
w=F(x,y,t),comx=Xx(t), y=y(t) eF(x,y,z) reais e diferenéveis.

(b) Idem para a furiipp w = w(x,y,z), comw = f(x,u,v), u=u(x,y) e
v =V(Y,2) reais e diferenéveis.

(c) Idem paraa furtipF (x,y,z) = f(g(x+Y),h(y+2)),emqueg,h: R —
R e f: R? — R sio diferencaveis.

Sejaf : R" — R" diferencavel. Mostre que
(@) F(x)= f(x).f(x) & diferencavel, explicitandaF (Xo)(h);
(b) [[f(x)| =1, para todo € R" = detf’(x) = 0.
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(c) Interprete geometricamente o item (b).

Verificar se as furies dadas& lipschitzianas no domio dado e, em
caso afirmativo, dar uma constante de Lipschitz.

(@) f(xy) = (3x%,x*>—y*) em[2,5] x [1,2] e emR?;

(b) f(X)=x2em[0,1] e emR*;

() f(x)= X3 em|0,1].

Verifiqgue seM = /100 pode ser constante de Lipschitz pa(a,y) =
(3x%y2 x3 —y3) em|0,1]2.

Mostre que sé: R™ — R" & uma fun@o tal que, paratoday € R™, vale
| f(x)— f(y)|| < |Ix—y]||?, enfio f & constante.

(@) Sejaf : AcC R? — R comA aberto convexo %—;(x, y) =0, paratodo

(X,y) € A. Mostre quef (x,y) = g(x) emA.

of of 2 ,
(b) Se& oy 0 emR<, mostre quef & constante.

SejaA = R?\ {(x,0) : x > 0}.
ot of

(a) Mostre que sé¢: A— Rtem X~ dy =0emAentiof & constante.

(b) Encontref: A— R com (;:/ =0 emA, masf ndoé independente de
y.
Sejaf : R" — R de classe€c! com f(0) =0. Mostre que existem fubes
n
confnuasg; : R" — R tais quef (x) = leigi (x), Vx.
i=
1of
Sugesdo: f(x) = [ —-(tx)dt
o Ot
Estude a diferenciabilidade Béx,y) = A(x)y, em queA: R™ — L(R",R¥)
é diferencavel.

Sejaf : R" — R uma fun@o com derivadas parciais limitadas. Mostre que
f & contnua.

Sejaf : R" — R diferencavel comdf (u)-u> 0, para toda tal quel|u|| =
1. Mostre que existe, ||p|| < 1 tal queDf(p) = 0.

Sejaf : R™ — R diferencavel em 0c R™ com f (%) = "%, para todox.
Mostre quef € linear.

Sejaf : R™ — R diferencavel com| |Iim f'(x).x = 0. Prove que a furép
X|—r0
g(x) = f(2x) — f(x) é limitada.
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Sef: R™ — R" & diferenchvel ea & ponto de acumulég de f~1(b),
mostre quef’(a) naoé injetora.

Sef: R™ — R" & de class€? e f(ix) = t?f(x), para todd € R e todo
x € R™M mostre que existe uma apliGagbilinearB: R™ x R™ — R" tal
que f(x) = B(x, ).

u=xy o .
é localmente injetora eifi, 1)? e em(0,0)? Por q&?
V=32 4y

U= Senxcosy — Senycosx - "
{ ¥ y e localmente injetora? Por g®

V = COSXCOSy + senx seny
Sejamf,g,h: R" — R" fungdes diferen@veis comh difeomorfismo tais
que f = h~1gh. Sepg & ponto fixo def, mostre quén(po) € ponto fixo de
ge quef’(po) ed (h(po)) ttm os mesmos autovalores.

(@) Mostre que uma raizde f: R" — R", f ¢ C!, & isolada sel f(p)
nao tem autovalor nulo.

(b) Mostre que um ponto fixp de f: R" — R", f € C!, & isolado se
df(p) ndo tem autovaloA = 1.

Mostre que

(a) seAC R"é aberto & : A— R" & difeomorfismo local em cada ponto
enBo f é aberta

(b) sef: R"— R"é& um difeomorfismo local em cada pontozmt —*(0)
é finito oué enumeavel ilimitado.

Sejany: [0,00[— R% confnua,A= {(x,y): 0<x<y}e

f(xy) = ( [, | Mg(t)dt)

definida emA. Mostre quef & um difeomorfismo dé sobre um aberto de
R?,

Xy X —y?
Idem pard (x,y) = </ g(t)dt,/ g(t)dt) eA={(x,y)cR?: 0<

0 0
y < X}.
Dada uma furip f : R™ — R" confinua, suponha que existamfungdes
de class€?, gi,...,0n: R"— R, tais quego f,...,gno f sejam de classe

C'. Mostre que s&lg;(f(x)),...,0gn(f(x)) sA0 linearmente independen-
tes, para toda € R™, enfio, f &€ de class€l.
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Sef: R" — R" & de class€?, || f'(x)||1 < ¢ < 1, para todx, mostre que
g(x) = x+ f(x) & sobrejetora.

Mostre quep (x,y) = (x+ f(y),y+ f(x)) & um difeomorfismo sobi? se
f: R —Re&C!com|f/(t)] <A < 1, paratodd € R.

Sejaf: R" — R" uma fun@o de class€* tal que f'(f(x)) o f’(x) =1,
para todox e f o f(Xp) = Xo, para algumxg. Mostre quef tem inversa e
quef-1=f.

z=y—X
y=(1-0ox+c
x? —y? interceptam-se e = (1,1,0). Mostre quep & ponto isolado da
intersec@o da reta com a supéte, sec £ 0, usando o Teorema da Famg
Inversa.

Para cada constantec R, a reta{ e a supeitiez=

SejamA C R" um aberto & : A— R" uma contrago. Mostre qué + f &
uma aplicago aberta.

Mostre quef(x,y) = (senx® coshy,coss® senhy) & localmente injetora
em(0,0). Sua invers& diferencavel nesse ponto?

SejaF : R? LR eG(x,y) = (F(F(x,y),y),F(x,y)). D& condi@es sobre
F para queG seja um difeomorfismo local e calcul&* nesse caso.
Sejaf: B/ (0) — B(0) C R" tal que|| f(x) — f(y)|| < Alx—y]|, comA
constante, & A < 1. Mostre:
@ fn= ”;nlf é contrago, para todm > 1.
(b) f tem ponto fixoZUnico?
Verificar sex® + xy? +y® = 1 pode ser dada localmente no pofitc0) por
x=X(y). E pory = y(x)? Determine a reta tangente ¢i0).
y
Dada a equapg(x) — / e’dt =0, comg: R — R de class€®, mostre
0
que, para cada € R, existe umlnicoy = y(X) que resolve a equag e
gue essa furgpe C™.
Podexye?*— zIny = 0 ser resolvida localmente no pont@,1,0) como
z=12z(x,y)? ex=X(y,2)? ey=y(x,z)? Determine o plano tangente em
(0,1,0).

Sejaf(x,y) = , sexy# 0, f(x,00 =0, f(0,y) =0. Estude a

senxy?

Xy
exiséncia e a unicidade de solugde class€?, y = y(x), para a equa&p
f(x,y) =0, localmente en(0,0).
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Dadaf (x,y) = 2x3 — 3x? + 2y° + 3y?, encontre

(a) os 4 pontos tais quef = 0;

(b) os pontos da curvé(x,y) = 0 para 0s quais a equag rao pode ser
resolvida unicamente pgr= y(x) nem porx = X(y).

& condi@es sobrd : R? — R, de class€! com f (2, —1) = —1, para que
f(xy)+2=0 :
a curvay: ossa ser resolvida p&#=x z=2(y),
y {Xz+3y3+2320 P paex(y), z=2(y)

de class€?, localmente eng2, —1,1). D& a reta tangentey em(2, —1,1)
supondof’(2,—1) = (1 —3). CalculeZ(—1) ex'(—1).

Para cad#x,y) € R? e z ¢ R, consideref(z) = z&¥ + 22(x> +y?) — 1.
Mostre que

(a) f é estritamente crescente,
(b) existe uminicoz= z(x,y) tal quef(z) =0,

() z(x,y) € de class€” e determine suas derivadas parciais de segunda

ordem em(0,0).

Verifigue sed = y*, parax,y > 1, pode ser resolvida unicamente pot

y(x).

SejaF : R? — R de class€?, F(0,0) = 0,F’(0,0) = (2 3).

(@) Mostre que a supécie F (x+2y+ 3z— 1,x3+y? — %) = 0 pode ser
dada localmente erf+-2,3,—1) como gafico dez=z(x,y) de classe
c2.

(b) CaIcuIeg;(—Z, 3).
9%F 9%F 0%F
(c) Sabendo-se qugx—z(o, 0)=3, ax—ay(o, 0)=-1, Tyz(o, 0) =5, cal-
%z
cule dydx(_z’s)'

Sejaf: R x R" — R", de classeC?, f,(x) = f(A,x) tal que f,,(Xo) =
Xo. Enuncie e prove um resultado que garanta a@&xisa e unicidade de
ponto fixo pHbximo dexg parafy comA ~ Ag.

Sejaf (x,y,2) = (X +y?> — 22,x—y—a). Para que valores dg (0,0) &

valor regular def ?

Sejac um valor regular def : R" — R, n > 1, de class€®. Mostre que
seq & o ponto def ~(c) mais poximo de um ponto fixade ¢ f~1(c),

enfio, p— g & ortogonal ao plano tangentd a'(c) ema.
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SeM = {(x,ag,...,an1) € R™L: X" a, x"14... +ax+ag = 0},
prove:
(@) M é supeicie de dimen&on e class&€® deR™1;
(b) arestri@o da projegom: R™1 — R,
m(x,ag,...,an-1) = (X,a1,...,8n-1)
a supericie M & um homeomorfismo sobR" cuja inversa imerg&o
de class€”.

1 2
Sejaf: [0,2] — R%, coninua, tal que/ f :/ f =1. Para cada
0 1
9%
[0,1], considereg(x) dada por/ f(t)dt = 1. Prove quey est bem
X
definida et de class€?.

(@) SejsS= {A e Mz(R): postoA = 1}. Mostre que, localmente em
cada pontoSé o géfico de uma furio real de classg’. Determine

o plano tangente e g Cl) = Ao.
(b) Comoé o ardlogo para
1 00
S={AcM3(R): postoA=2}eAy=|0 0 0|7
0 01
2

2
Sejaf : R? — R de classeC! tal que f2 + <g:{> + <g;) # 0, para

todo (x,y) € R?. Mostre que cada subconjunto limitado Bé encontra
apenas umimero finito de componentes conexasfdé(0).

Sejaf : Rk — Rk de class&€?, k,n> 1, comf’(po) de posto raximo e
f(po) = co. Prove que existem abertblsC RMK contendopg eV C RX
contendac tais que, para todoe€ V, f~1(c)NU & giéfico de fundo de
classeC! den variaveis ek componentes com o mesmo dioio.

Determine o paralelggedo de faces paralelas aos planos coordenados ins-
crito no elipHidex? + yzz + % =1 de maior volume poszl.
Determine os extremos absolutogyfley, z) = xyzcondicionada curva
XC+22+72=1
X+y+z=1
Sejaf: R" — R diferencavel rio constante. Dade > 0, mostre que
existep € R" tal que||p|| =€ ep//Of(p).
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. (&) Sejd € L(R") simétrica. Mostre que os extremos da faod (x) =
L(x) - x condicionadaa esferaS"~! sao autovetores de e os valores
extremos 80 o0s autovalores correspondentes.

(b) Conclua que o valor &aximo e o valor imimo da fun@o dada por
f(x,y) = ax? + 2bxy+ cy? sobre a circunfé@nciax? 4+ y? = 1 40 0s

fa
autovalores da matri

. SejaF: R™x R — R", de class&€!, m < n, tal que, para cadac R, a
funcdo ik (x) = F(x,t) tem derivada de postoarimo, para todo € R™.
Mostre que a furigo G(x,t) = (F(x,t),t) tem posto raximo, para todo
ponto(x,t) € R™ x R.

Mostre que o @fico def: R" — RK, de class&€! & imagem inversa de
valor regular e imagem de ime#&® de class€?.

Dadaf (x,y,2) = (x> +y? — 4)? 4 22 — 1, determine seus valores regulares
c € R e descreva os conjuntds?(c).

SejaSL(3) = {A e M3(R): detA=1}.
(a) Mostre queSL(3) & supericie deM3z(RR), dando sua dime@as.
(b) Determine o plano tangentesa(3) na identidadé.

Dadaf (x,y,zt) = (x? +y? — 22 +t2,t2), determine os valores regulares
(a,b) de f e descreva os conjuntds?(a,b).

(a) Determine os extremos b, y) = x.y, X,y € R", em||x||2+||y/|? = 1.
(b) Use (a) para provar a desigualdade de Cauchy SchwaR'em

Mostre que a imagem inversa de um valor regulaf deC?, localmente
em cada pont& a imagem de uma imérs de class€’. Reciprocamente,
a imagem de uma imeis de class€?, localmente em cada ponté,a
imagem inversa de valor regular?

Seja = R valor regular def : R3 <5 R, f(a)=0,y: ] —1,1— R de-
rivavel comy(0) = a ey (0) nao pertencente ao plano tangeatipericie

f =0 ema. Mostre que exist® > 0 tal quef(y(t)) ndo se anula e tem
sinais distintos emi— d,0[ e em]0, d[, respectivamente. Interprete geo-
metricamente.

Sejap : [a,b] — R, de class€?, isto &, de class€! em um aberto con-
tendo[a,b], 0 < a < b. Mostre que a supddie obtida pela rotép do
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grafico dez= ¢ (x) em torno do eixa & imagem de uma imeis de classe
C! e imagem inversa de valor regular.

125. DadaM e N superfcies de class€! e dimengesk el, respectivamente,
prove queM x N & uma supefttie deR™ x R", dando sua dime@as, classe
e o plano tangente num de seus pontos.

126. Sejanu: R" — R™P imersio de class€! eF : R" — R" difeomorfismo
de class€!. Mostre ques o F & imergio de class€?.

127. As curvas

¥ (O OO
Vvl

podem ser imagem de im@sinjetora de classe! deR emR?? E ima-
gem inversa de valor regular?

128. Sejaf : R™P — R" de class&€?, f(x) = 0 e f/(Xg) com posto raximo.
Mostre que a equao f(x) = ¢ tem solu@o, para toda suficientemente
proximo de 0.

129. Sejany, : R" — R™P imeresC!. Mostre que

o xP(xy) = (9(X), g(y))

& imergioCL. Conclua que o tor&' x St ¢ R* & imagem de ime&o C!
deR? emR*,

130. Mostre que sé: R"P — R" & submer&o de class€?, enfio f & aberta.

131. Sejaf: R" = R?, f(Xq,..., %) = (X + -+ +X2, X2 — (X3 +--- +x2)). De-
termine os subconjuntos @' em que o posto dé é constante.

132. SejanA C R" aberto,f: A— R™ de class€* e os conjuntos
A =int {x€ A: postof’(x)=r},

parar =0,1,..., p=min{m,n}. Mostre quedg UA1U...UA, & denso em
A. Verifique no casd (Xq,...,%) = (X + - +X2,X2 — (X3 + - -- +x2)).
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133. Sejaf : R* — R3 submer&o de class€’ com f (x) # 0, para todx. Mos-
tre que|| f (x)|| ndo tem extremos.

134.

135.

Sejamo: R? — R3 imersio de class€! injetora com inversa cofrtua
ey: R — R3, de class€?, comy(R) C g(R?). Mostre que existe uma
curvaCl a:]—- 6,6 — R? & >0, tal quey = coa em] - 3,6[. Dé
contra-exemplo para o caso em gue' naoé contnua.

n(n+1)

Consideref (X) = XX!, X € My(R) como aplicago deR"” emR"z ",
levando em conta quéX! é simétrica.

(@)
(b)

()
(d)

(€)

(f)

f : .
Calculeg—H e mostre qud é diferencavel emX.

Suponha quA seja ortogonal, isté, AA = |. Mostre que a aplic&p
f'(A) € L(R"z,an?l)) é sobrejetora.

Mostre quef € C.

Conclua qtz@(n)): {A € Mn(R) : Aortogonall & uma supeitie de
nn—1

dimenso
Mostre que o plano tangenteGin) em| & o conjuntol + {A €
Mn(R) : At = —A}.

Mostre queO(n) & compacto.
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bola oscilago, 24
aberta, 9
fechada, 9 plano tangente, 26, 53, 58, 59
ponto
conjunto de acumulago, 9
conexo, 13 de adeéncia, 9
por caminhos, 20 de fronteira, 9
contragio, 46 interior, 9
isolado, 15
derivada .
direcional, 29 Regra da Cadeia, 33
parcial, 29 reta tangente, 55
desigualdade de Cauchy Schwarz, 71 subconjunto
difeomorfismo, 45 aberto, 9. 13

diferencial, 26 compacto, 11

dis@ncia fechado, 9, 13
de ponto a conjunto, 22 submerao, 65
B superfcie, 58, 59
funcao regular, 58, 59
aberta, 43, 44
contnua, 15 Teorema
de class€?, 37 da Fun@o Impicita, 55
de class€?, 39 da Fun@o Inversa, 44
diferencavel em um ponto, 25 da Imer&o, 64
lipschitziana, 15 da Perturba®o da Identidade, 47
uniformemente coiua, 22 da Submei@o, 66
de Heine Borel, 11
imagem inversa de um conjunto, 18 de Weierstrass, 21
imersao, 62 do Ponto Fixo de Banach, 46
do Posto, 68
limite do Valor Intermedirio, 19
de uma fungo em um ponto, 15 do Valor Médio, 40
Multiplicadores de Lagrange, 60 valor regular, 58
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vizinhanca aberta, 37



