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Realce no do mínio de freqüências

Hitoshi

Capítulo 4 do Gonzalez

Sistemas lineares 

� muito utilizado para a descrição de sistemas 
elétricos e ópticos

� possuem fundamentos matemáticos bem 
estabelecidos para examinar processos de 
amostragem, filtragem e resolução espacial, 
entre outros

Sistema: definição

� Sistema: qualquer coisa que recebe uma entrada e 
como resultado produz uma saída

– não estamos preocupados ainda com o que há dentro do 
sistema

– a entrada e saída podem ser multidimensionais

� exemplo de sistema 1D:

Sistema

Linear
x(t)

entrada

y(t)
saída

Propriedades

� Linearidade: sejam 
– o sinal x1(t) que produz a saída y1(t)
– o sinal x2(t) que produz a saída y2(t)
– o sistema é linear iff x1(t) + x2(t) = y1(t) + y2(t)
– se a propriedade não for satisfeita, o sistema é dito não linear

� Invariância a deslocamento: 
– assuma que x(t) -> y(t)    (x produz y)
– considere que a entrada é deslocada por T
– um sistema é dito invariante a deslocamento se

x(t - T) = y(t - T)

Sistemas harmônicos e análise de 
sinais complexos

� Em geral, sinais (e imagens) podem ser representados 
por funções de valores reais, que representam 
magnitudes de propriedades físicas

– a análise de sistemas lineares é simplificada com a utilização 
de funções complexas

� Sinal harmônico: é um sinal complexo definido por:
– x(t) = exp(j w t) = cos(w t) + j sin(w t), onde j*j = -1
– pode ser considerado como um vetor de comprimento unitário 

girando no plano complexo com velocidade w (em rad/s), 
onde w = 2*pi*f

Resposta a entrada harmônica

� Considere:
– um sistema linear invariante a deslocamento (SLID)
– o sinal harmônico x1(t) = exp(j w t) como entrada
– a resposta do sistema é y1(t) = K(w, t) exp (j w t)

� K(w,t) é uma função complexa de w e t
� Pode-se mostrar que a resposta de um sistema linear 

invariante a uma entrada harmônica é simplesmente a 
entrada multiplicada por um número complexo que 
depende apenas de w

– ou seja, uma entrada harmônica em um SLID produz uma 
saída harmônica de mesma freqüência 
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Sinais harmônicos e senoidais

� Como na prática os sinais de entrada e saída 
são representados por funções de valores 
reais, podemos introduzir uma outra restrição 
para que SLIDs preservem a parte real

– x(t) -> y(t)  => Re{ x(t) } -> Re{ y(t) }

� Essa restrição facilita o processo de análise

exemplo

– se a entrada é um função coseno, podemos adicionar uma 
componente imaginária seno para que o sinal se torne 
harmônico, determinar a resposta do sistema e ao final 
desconsiderar a parte imaginária 

� Esse método de transformação (do domínio senoidal 
para harmônico e de volta ao senoidal) para resolução 
de sistemas lineares é uma ferramenta muito utilizada 
na prática

Função de transferência

� K (w) é chamada de função de transferência 
do sistema L e é suficiente para especificar 
completamente o sistema

� é comum utlizar a forma polar, com amplitude 
e fase

� exemplo: qual a saída (y(t)) produzida pela 
entrada x(t) = cos (w t)?

Resumo

� 1) uma entrada harmônica produz em um SLID 
uma saída harmônica de mesma freqüência 

� 2) um SL é especificado pela sua função de 
transferência, que é uma função complexa da 
freqüência

� 3) a função de transferência produz 2 efeitos 
sobre a entrada, mudança de amplitude e 
deslocamento de fase

Convolução

� Definição
� Propriedades
� Na forma de matrizes
� Convolução em 2D

Transformada de Fourier

� 1822 - Matemático francês J. Fourier mostrou que 
qualquer função periódica pode ser expressa como 
uma soma infinita de funções exponenciais complexas 
periódicas. 

� Muitos anos mais tarde, suas idéias foram 
generalizadas

– funções não periódicas
– sinais de tempo discreto periódicos
– sinais de tempo discreto não periódicos

� 1965: Fast Fourier Transform
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Exemplo 1D

Exemplo 2D exemplo 2D

Imagem de microscópi
eletrônico

Espectro de Fourier

Fil tragem no espaço de freqüências Passos básicos

1. multiplique a função imagem de entrada por (-1)x+y

1. assim a DFT será deslocada para u=M/2 e v=N/2

2. calcule F(u,v), a DFT da imagem de entrada
3. multiplique F(u,v) pela função de filtragem H(u,v)
4. calcule a DFT inversa do resultado em (3)
5. extraia a parte real do resultado em (4)
6. multiplique o resultado em (5) por (-1)x+y para cancelar 

a múltiplicação em (1)
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Notch fil ter

� notch filter é um filtro pontual, elimina uma 
componente específica de freqüência

� Por exemplo, pode forçar a componente F(0,0) para 
zero

– A compontente F(0,0) equivale ao valor médio dos níveis de 
cinza na imagem

– conhecida como componente DC (direct current), ou 
componente contínua

� na realidade, a média dos níveis de cinza não pode 
ser zero pois precizaríamos de níveis negativos, e a 
saída do filtro precisa ser reescalonada

Exemplo: Compon ente DC = 0

Fil tros 
passa 
alta e 
passa 
baixa

Passa a lta + constante DC

Fil tros nos domínios do espaço e 
freqüência Fil tro passa baixas ideal
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Fil tro passa baixas ideal

Fil tro passa 
baixas ideal

exemplo

Fil tro passa 
baixas ideal

Exemplo

Fil tro passa baixas de Butterworth

Exemplo FPBB de ordens diferentes
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Fil tro passa baixas gaussiano Exemplo

Exemplos práticos Exemplos práticos

Exemplos práticos

Fil tros 
passa 
alta
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Fil tros passa a lta Exemplo: FPA ideal

Exemplo: FPA de Butterworth Exemplo: FPA Gaussiano

Fil tro 
Laplaciano

Exemplo
Fil tro
Laplaciano
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Exemplo de fil tragem no do mínio de
freqüências Exemplo

Period icidade do espectro de Fourier P
a
d
d
i
n
g

� Note que com a 
introdução da 
moldura, o 
resultado da 
convolução é 
correto

Padding 2D
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Exemplo correlação


