3.a aula: 9ago (resumo)

3.1 Chamaremos de dominio do plano C um subconjunto aberto e conexo de
C. Salvo menc¢ao em contrario, doravante nossas fungoes estarao definidas num
dominio 2 de C.

3.2 Uma funcao f : @ — C é dita holomorfa em um ponto zy € Q se f é
derivével em todos os pontos de uma bola B(zg, €) inteiramente contida em
(para algum e > 0). f é dita holomorfa em Q se f é holomorfa em todos os
pontos de €2; equivalentemente, f é holomorfa em 2 se f é derivavel em todos
os pontos de 2. Uma fungao que é holomorfa em todo C é chamada de inteira.

3.3 (Ezemplos de fungdes holomorfas) (i) f(z) = 1/z é holomorfa em C\ {0}.
(i) f(z) = |2|? ndo é holomorfa em nenhum ponto (mas é derivavel em 0).
(iii) Se f e g sdo holomorfas em ), entdo f + g e f - g também o sdo. Além

disso, f/g é holomorfa nos pontos zg € €2 tais que g(zp) # 0.

(iv) Se f é holomorfa em € e g é holomorfa num dominio contendo f(€2),
entao g o f é holomorfa em Q.

(v) Polinémios P(z) = ag+a1z+- - -+an 2" sdo fungdes inteiras. O quociente
de dois polindémios R(z) = P(z)/Q(z) é chamado de uma fun¢do racional. Uma
tal fungao é holomorfa nos pontos em que Q(z) # 0. Por exemplo, R(z) =
m_‘f:(itg’w é holomorfa em C\ {1, +i\/5}.

(vi) A funcdo f(z) = e®(cosy + isiny) é chamada de fun¢do exponencial e
denotamos f(z) = e* = exp z. Temos que u(z,y) = e cosy e v(x,y) = e®siny
sao funcdes de classe C! que satisfazem as equacdes de C-R em C e portanto
a funcdo exponencial é uma fungdo inteira. Note que f/(z) = u, + v, = f(2)
para todo z.

(vii) As equagdes de C-R em coordenadas polares sao

ug = —ru,
Vg = Tl
Como aplica¢do, seja f(z) = y/r(cos + isin$) onde z = r(cosf + isinf) e
0y < 0 < Oy + 2r para algum 6y € R fixado. Entdo u e v sdo de classe C' e
satisfazem as eqs. de C-R como fungoes de r, 6. Segue que f é holomorfa em C
menos a semireta § = 6y e a origem.

3.4 Proposigao. Se f'(z) = 0 para todo z € Q entdo f é constante em (2.

Dem. De fato 0 = f'(z) = ug + iv; = vy — iu, implica que u e v tém gradiente
nulo e portanto todas as derivadas direcionais nulas em ). Segue que u e v s&o
constantes ao longo de qualquer caminho poligonal. Como 2 é conexo, u, v sao
constantes em {2 de onde segue o resultado desejado. g.e.d.

3.5 Proposicdo. Se f e f sdo holomorfas em € entdo f é constante.



Dem. f =u+ive f =u—iv. Das egs. de C-R deduzimos que u, = Uy = Vg =
vy = 0. Logo f' =0 em Q e o resultado segue de (3.4). g.e.d.

3.6 Proposigao. Se f é holomorfa em 2 e | f| é constante entdo f é constante.

Dem. Suponhamos |f(z)] = ¢ € R para todo z. Se ¢ = 0 entdao f(z) = 0
para todo z. Caso contrério, f nunca se anula e ff = |f|? = ¢* # 0, portanto
f =c?/|f|? é holomorfa. O resultado segue de (3.5). q.e.d.

3.7 Dizemos que u : Q C R? — R é harmonica se v admite derivadas parciais até
segunda ordem e Au := Uy, + uyy = 0. A é chamado de operador Laplaciano.

3.8 Fato. Se f = u + iv é holomorfa em ) entao u e v sao fungoes de classe
Cc>.

3.9 Suponhamos que f = u + v é holomorfa em Q. Entdo, usando (3.8) e as
egs. de C-R:

Au = (ug)z + (uy)y = (Vy)a + (—V2)y = Vyo — Vay =0

pela igualdade das derivadas mistas (Teorema de Schwarz). Analogamente Av =
0. Mostramos que as partes real e imaginaria de uma fungao holomorfa sao
fungoes harmonicas; elas sao ditas harmonicas conjugadas.

3.10 (i) f(2) = 1/2% = 22 /|2|* é holomorfa em 2z # 0. Segue que

(x,y) - (09 = o
u\xr = e vlx =
T G2 g2t T @22

sao fungdes harmonicas em (z,y) # (0,0).
(ii) E imediato que u(x,y) = 2% — y? é harménica em R?. Calculamos sua
harménica conjugada v integrando as eqs. de C-R:

Vg = —Uy = 2y
Vy = Uy = 2T
Integrando a primeira equacdo em relacdo a x temos v(z,y) = 2zy + h(y).

Derivando esta equagao em relacdo a y e comparando com a segunda acima,
obtemos h'(y) = 0. Portanto h(y) = ¢ (constante real) e v(z,y) = 2zy + c.

Ex. 3.1 Determinar os pontos em que f ¢é derivavel e os pontos em que é

holomorfa em cada caso: (a) f(z) = 2z +ixy?; (b) f(2) = e %(cosy — isiny);

(¢) f(z) = Bz +y) +i(By — 2); (d) f(2) = zy +iy; (e) f(2) =2 +iy?; (£)
— 2241

(%) = ey

Ex. 3.2 Prove que f(z) = Inr + i6 é holomorfa em r > 0, 0 < 6 < 27 e que

f'(z)=1/z.



Ex. 3.3 Prove que se f é holomorfa e assume apenas valores reais em um
dominio 2 entdo f é constante.

Ex. 3.4 Determinar a forma mais geral de um polinémio harmonico cibico
ax® 4 bx?y + cry® + dy®. Exibir seu harménico conjugado.



