l.a aula: 2ago (resumo)

1.1 A equacdo z2 + 1 = 0 ndo tem solucdo se x é um nimero real. Assim
estendemos R a um conjunto maior da seguinte forma. Nimeros complexos sao
expressoes da forma a + ib onde a, b € R e i é a unidade imagindria e satisfaz

i? = —1. Podem ser adicionados e multiplicados:
(a+1ib)(c+1id) = ac+ aid+ ibc+ ibid
= ac+i%bd + iad + ibc

= (ac —bd) + i(ad + be).

Essas operacoes satisfazem nove propriedades e tornam o conjunto C dos niimeros
complexos um corpo.

1.2 O conjugado de z = a +ib € C é 2 = a — ib. Note que 2z = a? + b? € R.
Entao se z # 0, temos a* 4+ % > 0 e o inverso de z é dado por 27! = 24, =

a - —b
W +Zm. TemOS

Z4+w=z+w, 2w = Zw,
_ zZ+Zz Z—Zz
Zz=2z Rz= , Sz = -
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1.3 Identificando C com R2?, a adicdo de nimeros complexos coincide com a
adicao de vetores. Temos também
|z| = 2z, (z,w) = R{zw}.
Segue que
2wl = Jof ul.| 2| = 21
wl fuwl
De
(z,0) + (2, 1w)* = |2]?|w]?

deduzimos a Desigualdade de Cauchy-Schwarz
(2, w)] < [2]|w]. (1)

O angulo 6 entre z, w # 0 satisfaz

cosf = {2, w)
|2||w]
Calculando
|2+ w]? = |2* + [w]? + 2(z,w) (2)

e notando que 6 + ¢ = 7 onde @ é a medida do angulo oposto ao lado 02z + w
no triangulo de vértices 0, z, z + w, vem a Lei dos Cossenos

|z +w? = |2]? + |w|* — 2|z||w]| cos .



Finalmente, (1) e (2) dao a Desigualdade Triangular
|2+ w| < [z] + |w].
1.4 Usando coordenadas polares em R?, podemos escrever
z=x+ 1y =rcosf +irsinf =r(cosf +isind).
Se w = s(cos p + isin ¢), a multiplicagdo fica
zw = rs(cosbcosp — sinfsin p) + i(cossin ¢ + cos @ sin b)
= rs(cos(0 + @) +isin(d + ¢)).

Em particular,
2% = r%(cos 20 + isin 26).

Por exemplo, as raizes quadradas de z = r(cos @ + isin ) podem ser calculadas
desta forma. A equacio w? = z tem as solucdes

6 .0
w—\/?(cos2 —|—zsm2>

0 0
w = +r (cos (2 —|—7T) + isin (2 +7r>)
0 s 0
—/r | cos—=+isin— ).
2 2
Ex. 1.1 Calcular as partes reais e imaginarias de

(1+2i)?, <32_+;_)2, <_1 J;“/g>2

Ex. 1.2 Quais sao as raizes quadradas de i7

Ex. 1.3 Prove que para o #  temos

a—p
=

se la| =1ou |8 =1.

Ex. 1.4 Sendo «, 8 € C, mostre que |z — a| + |z + a] = 2|8| é a equagao de
uma elipse. Identifique os focos e semi-eixos.

Ex. 1.5 Sendo z, w € C dois vértices de um quadrado, determine os outros dois
vértices em todos os casos possiveis.

Ex. 1.6 Expressar sin 50 em fungao de cosf e sin6.

Ex. 1.7 Qual sdo as condigoes sobre «, 3, v € C para que a equacao az+pz+vy =
0 represente uma reta?



