Férmulas de Taylor - Notas Complementares ao Curso

de Calculo 1

Glaucio Terra
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§1. INTRODUCAO

Dada uma funcao real a valores reais f, suposta derivavel até ordem n numa vizinhanca
de um ponto xy pertencente ao seu dominio, o polinomio de Taylor de ordem n de f em
xg € definido como sendo a (tinica) fungao polinomial de grau menor ou igual a n que tem
“contato até ordem n” com f em xg, i.e. que coincide com f em z( e cujas derivadas de
ordens menores ou iguais a n coincidem com as de f em zy. Nestas notas, mostrar-se-a
que um tal polinomio existe e é unico, e que, num sentido a ser precisado, é o polinomio
de grau menor ou igual a n que melhor aproxima f numa vizinhanca de xy. Os principais
resultados a serem apresentados sao os teoremas relativos as féormulas de Taylor com
resto de Lagrange e com resto infinitesimal; como exemplo de aplicacao, mostrar-se-a
como a férmula de Taylor com resto de Lagrange pode ser usada em calculos numéricos
aproximados.

§2. NOTACOES

Dados n € N e f uma fungao real a valores reais, derivavel até ordem n numa vizi-
nhanca de um ponto zy € dom f, denotar-se-& por f*)(zy) a derivada de ordem k de f



em zy (para 1 < k < n). Por extensdo, f(*) denotara a prépria funcao f.

§3. NOTAS PRELIMINARES SOBRE FUNCOES POLINOMIAIS R — R
PROPOSICAO 3.1. Sejam n € N e P : R — R uma fun¢ao polinomial de grau menor ou
igual a n. Entdo P tem derivadas de todas as ordens e P*®) =0 para todo k > n + 1.

Demonstragao. Faca como exercicio, usando o principio da inducao finita. O

PROPOSICAO 3.2. Sejam n € N, P : R — R uma funcdo polinomial de grau menor ou
wgual an, e xg € R. Entao, para todo v € R, tem-se:

" PE) (g, i
P(z) = P() +ZPk—(‘)(x—xo) . (1)
k=1 )

Demonstragao. Serd feita por inducao sobre n.

(i) Se n =0, P é uma funcao constante, logo (Va: c R) P(z) = P(z0) e a igualdade
esta verificada.

(ii) Seja mg > 0, e suponha que seja verdadeira para toda fungao polinomial com
grau menor ou igual a ng — 1. Seja P uma fun¢ao polinomial com grau menor ou
igual a ng; queremos verificar que vale para P.

Como P’ é uma funcao polinomial de grau menor ou igual a ny — 1, pela hipotese
de indugao a igualdade vale para P’, i.e. para todo x € R:

no—1

1\ (k) T .
P'(z) = P'(xo) + Z % (x — x0)
k=1 ’

no—1 P+ (g

k=1

0) K

(x — x0)".

Tome F' : R — R definida por:

01 P () 20 P ()
(k+1)!

k=0

Entao F’' = P’; portanto, pelo teorema do valor médio, existe ¢ € R tal que P =
F+c. Como F(z) = 0, segue-se ¢ = P(z), donde (Vz € R) P(z) = P(z) + F(x),
o que é equivalente a .



O

COROLARIO 3.3. Dados n € N, 2y € R e ag,a1,...,a, € R, existe uma tnica funcao
polinomial P : R — R de grau menor ou iqual a n tal que P® (x0) = ag, para 0 < k < n.

Demonstragao. Tome P : R — R definida por (Vo € R) P(z) =Y, _ % (z — zo)*. O

§4. DEFINICAO DO POLINOMIO DE TAYLOR

Com base no corolario anterior, faz sentido a seguinte definigao:

DEFINICAO 4.1. Sejamn € N, f: ACR — R e xg € R tais que [ € derivdvel até ordem
(n — 1) numa vizinhanca de o e f"V € derivdvel em zy. Definimos o polinémio de
Taylor de ordem n de f em x¢ como sendo a (unica) fun¢do polinomial de grau menor
ou igual a n tal que P® (zo) = f®)(x), para 0 < k < n. Ou seja, P: R — R ¢ definida
por, para todo x € R:

") (2
P =3 T (o (4)

k=0

Conforme serd demonstrado em [, o polinémio de Taylor de ordem n de f em x é,
num certo sentido, o polindmio de grau menor ou igual a n que melhor aproxima f numa
vizinhanga de xy. Por exemplo, para n = 1, o polinomio de Taylor de ordem 1 de f em
xo ¢ a funcao afim cujo grafico ¢ a reta tangente ao grafico de f em z(, portanto esta reta
é a que melhor aproxima (no referido sentido) o grafico de f numa vizinhanga de z. A
medida que se tomam valores de n maiores, é intuitivo esperar que a referida aproximacao

seja cada vez melhor.

Exemplo 4.2. (1) Seja f = exp : R — R. Esta fungao tem derivadas de todas as
ordens e (Vn eN, Vg € ]R) exp™ () = exp(xg). Portanto, dados n € N e zy € R,
o polinomio de Taylor de ordem n de exp em x( é dado por:

k=0
é o polinomio de Taylor de ordem n de exp em xy = 0. Os graficos dos polinémios
de Taylor de ordens 1,2,3 de exp em xy = 0 encontram-se esbogados na figura 1.

(2) Seja f = sin : R — R. Esta fungdo tem derivadas de todas as ordens e
(Vn € N,Vag € R) sin®(zg) = sin(z), sin® ™ (z9) = cos(zo),sin*" 2 (z,) =

— sin(z), sin"*¥) () = — cos(x) (verifique, por inducéo sobre n). Em particular,



para zo = 0, tem-se (Vn € N) sin®”(0) = 0,sin®*(0) = (—1)". Portanto, dado
n € N, o polinémio de Taylor de ordem (2n + 2) de sin em xy = 0 é dado por:

2n+1 . (m(o) n _1\k
_ Sin ko (1) 2k+1
Pla)=2 —r—* _Z(2k+1)!x '
k=0 k=0
Os gréficos dos polinomios de Taylor de ordens 1,3,5 de sin em zy = 0 encontram-se
esbogados na figura 2.

(3) Seja f = cos : R — R. Esta funcao tem derivadas de todas as ordens e
(Vn € N,Vag € R) cos™ (zq) = cos(zo), cos™ D (zg) = —sin(zo), cos" 2 (z) =
—cos(zq), cos™3) () = sin(wg) (verifique, por inducdo sobre n). Em particular,
para 2o = 0, tem-se (Vn € N) cos®" ) (0) = 0, cos®(0) = (—1)". Portanto, dado
n € N, o polinémio de Taylor de ordem (2n + 1) de cos em zy = 0 é dado por:

2" cos(k) "L (=1)*
P(:U):ZT@):U’“:Z< 1) 2,

k=0 k=0

Figura 1: Gréafico de f(x) = e” e seus polinémios de Taylor de ordens 1(vermelho),
2(verde), 3(azul) em xy = 0.

§5. FORMULA DE TAYLOR COM RESTO DE LAGRANGE

Dada uma fungao f definida num intervalo I, derivavel até ordem (n + 1), o teorema
a seguir fornece uma férmula para o resto da aproximagao de f pelo seu polinémio de
Taylor de ordem n, em termos da derivada (n + 1)-ésima de f. Assim, se for possivel
estimar superiormente o moédulo de tal derivada em I, o teorema pode ser aplicado para
se obter uma estimativa superior do médulo do referido resto, o que é freqiientemente 1til
em calculos aproximados.



Figura 2: Gréafico de f(z) = sinx e seus polinomios de Taylor de ordens 1(vermelho),
3(verde), 5(azul) em xy = 0.

TEOREMA 5.1 (Férmula de Taylor de ordem n, com resto de Lagrange). Sejam n € N,
I C R um intervalo, f : I — R derivdvel até ordem n + 1E| e xo,x € I. Entao existe c
entre xg e x (l.e. xo < c <z oux < c< xy) tal que:

- f(k)(xo) k f(nﬂ)(c) n+1
):; ] ($—$0)+m(1’—$0)+- (5)

Demonstracao. Suponha xy < = (se z < xg, o argumento é analogo). Tome F : [zg, z] —
. 0 n

R definida por (Vy € [z, 2]) F(y) = f(2) = f(y) =24 D (x—y)k = A(z—y)"*+, onde

A € R é escolhido de forma que F'(xy) = 0. Tem-se: F' é continua em [z, 2] (pois todas as

derivadas de ordem menor ou igual a n de f sado continuas em I, por hip6tese), derivével

em |z, x| (pois todas as derivadas de ordem menor ou igual a n de f s@o derivaveis no

interior de I, por hipétese), e F(x) = F(xy) = 0. Entao, pelo teorema de Rolle, existe
f<k+1>

¢ €]z, x| tal que F'(c) = 0. Mas, (Vy €]zo, z[) F'(y) = —f'(y) — Zpey (54 )
’([,ik_)(g? (z—y)F )+ m+ DAz —y)" = ) (x—y)"+ (n+1)A(x —y)"; como ¢ #

n!

(pois ¢ €]xg, x[), da dltima igualdade segue-se que F'(c) = 0 é equivalente a A = f((:;:_ll))(,c) :
portanto (5)) segue-se de F(zq) = 0.
U
Ezemplo 5.2. (i) Aplicando o teorema anterior ao exemplo .1, com g = 0, segue-
se que Vne NyVo e R,3c € R,0 < |¢] < |z] tal que:
eXp ) n+1
exp(x Z k:' (1) " (6)

Ina verdade, basta supor f derivével até ordem n, f™ continua em I e derivavel no interior de I.



Vamos usar esta ultima igualdade para calcular a representacao decimal do niimero
(132

¢’ até a décima casa. Pondo P,(z) = > ;_ 42" ¢ R, = exp—P,, segue-se de
(©) que, para x = 1, existe ¢ € (0,1) tal que R, (1 ) = 20 Epcontremos n tal

(n+1)!
que |R,(1)] < 107", Como |R,(1)] = |exp 7| < n+1 i, basta tomarmos n tal que
ﬁ <107 ie. (n+1)! >3 x 10" & n > 14. Portanto, para n = 14,
47395032961
Pu(l) = — o
17435658240

é um numero racional e |exp(1) — Pi4(1)] < 107!, Representando-se a referida
fragao na forma decimal e truncando-se na décima primeira casa, obtém-se Pi4(1) =
(1))

2,71828182845.... Conclui-se, portanto, que a representacao decimal do niimero “e
coincide, até a décima casa, com:

2,7182818284

(ii) Aplicando o teorema anterior ao exemplo .2, com xg = 0, segue-se que Vn €
N,Vz € R, dc € R,0 < |¢| < |z| tal que:

: - (—1)F 2k-+1 sin(2”+3)(c) 2n+3
S N S e A A 7
sin(z) ; Chr” T ntay ” 0

Vamos usar esta ﬁltima igualdade para representar sin(1) até a décima casa decimal.

Pondo Paio(z) = >0, Qki)l), 2%+ e Ry,io = sin — Py, 9, segue-se de que,
. n(2n+3)
para x = 1, existe ¢ € (0,1) tal que R2n+2(1) = % Encontremos n tal que
(2n+3)
Ropo(1)] < 107, Como |Rsy,o _ [sinnt < , basta tomarmos n
+ + (2n+3 (2n +3 !

tal que m < 107H ie. (2n + 3). > 10" & 2n+3 > 15 & n > 6. Mais

precisamente, para n = 6, tem-se (2n + 3)! = 15! > 10'2. Portanto, P14(1) é um
niimero racional e [sin(1) — P4(1)] < 10712, Como

209594293

249080832
= 0, 8414709848086584197695308806419917531028642139753250864361975473

P14(1)

conclui-se que sin 1 coincide, até a décima casa decimal, com

0, 8414709848

§6. FORMULA DE TAYLOR COM RESTO INFINITESIMAL

Nos teoremas abaixo, sera mostrado que, dada uma funcao real a valores reais f
derivavel até ordem n numa vizinhanca de um ponto xzy pertencente ao seu dominio, o
polinomio de Taylor de ordem n de f em zy é a tnica funcao polinomial P, de grau



menor ou igual a n, tal que o resto R = f — P tem a propriedade de “tender a zero mais

rapidamente do que (z — x¢)™ quando x tende a z,” (ou seja, tal que lim (ﬁ(fo))n =0).
T—T0

E neste sentido que dissemos, na introducao, que o polinomio de Taylor de ordem n de f
em z( ¢ o polindmio de grau menor ou igual a n que melhor aproxima f numa vizinhanca
de zg.

PROPOSICAO 6.1 (Férmula de Taylor de ordem 1, com resto infinitesimal). Sejam A C R,
ro € Aef:A— R continua em xy.

(i) Se f for derivdvel em xo e Ry for a diferenca entre f e o seu polinomio de Taylor
Rl(!l)) — O

de ordem 1 em xq, entdo lim

T—T0

(ii) Reciprocamente, se P for uma func¢ao polinomial de grau menor ou igual a 1 e

R = f — P satisfizer lim f(iz) = 0, entao f ¢ derivdvel em xy e P € o polinomio
T—T(

de Taylor de ordem 1 de f em xg.

Demonstracao. (i) Com efeito, suponha que f seja derivavel em xg, i.e. existe
f'(xo) = Ili_)ngrclo f(x) (()x o) . Entdo, como (Vo e A\ {zo}) fi(;o) — @) = x(()““"o — (o),
segue-se lim fi—(mo) =0.

T—xQ

(ii) Reciprocamente, seja:

P: R — R

x +— a(z—x09)+b’

a,b € R, uma funcao polinomial tal que, se R = f — P, entao lim R@) — . Em

T—X0

particular, isto implica lim R(z) = 0; como f é continua, segue-se b = f(zy). Logo,

T—TQ

(Vo e A\ {zo}) 2 iz) f(r:z_x((]mo) —a. Como lim f_(zz] = 0, conclui-se que [ é
T—x0
derivével em xy e f'(xg) = a, portanto P é o polinémio de Taylor de ordem 1 de f
em xo.
O

TEOREMA 6.2 (Férmula de Taylor de ordem n, com resto infinitesimal). Sejam n € N,
ACR,zp€ Aef:A—R. Suponha que f seja derivdvel até ordem (n—1) e que f™Y
seja derivdvel em xy. Entdo:

(i) Se R, € a diferenca entre f e o seu polinomio de Taylor de ordem n em xq, entao

; Bn(®)  _ (.
Jrh—>na:10 (z—z0)™ 07

(ii) Reciprocamente, se P for uma fun¢ao polinomial de grau menor ou igual a n e

R = f — P satisfizer lim = (;;))n 0, entao P € o polinomio de Taylor de ordem
Tr—T0

n de f em xg.



Demonstracao. Serd feita por inducgao sobre n.
(1) Para n = 1, vide proposi¢ao anterior.
(2) Seja k > 2, e suponha que (i) e (ii) sejam verdadeiras para n < k — 1. Provemos
que também serao verdadeiras para n = k. Com efeito:
(i) Se (Vo € A) Ry(z) = f(x) _E?:o 19D (wo) (r—m0)7, entao Ry, : A — R é derivavel

J!

) (2 . _1 (f1)m) m
e (Vo € A) Ry(x) = f'(x)-3, f(j_(lﬁ) (z—20)"~ = f'(z)— 3 om Ly LI (2 —o)

Portanto, pela hipotese de indugao, lim % = 0. Assim, como lim Ry(x) =0
T—T0 T—T0
e lim (z — x0)* =0, a regra de ’Hopital implica lim (ka o=

T—T0 T—T0

(ii) Suponha (Vx € A) f(z) = P(x) + Ri(x), com grau P < k e lim fk(wgk —

T—T0 (

Isto implica lim ka—x)m =0, para 0 < m < k. Sejam ay, ..., a; € R tais que (‘v’x €

T—xQ ( _‘770)

R) P(z) = S an (T — 20)" + ax(x — 20)*. Definamos P(z) = ST an (T — 20)",
de forma que, para todo = € R:

f(z) = ﬁ(m) + ap(r — x20)* + R(z). (8)

Como lim %W =0 egrau P < k— 1, pela hipétese de inducao conclui-se
T—T0

que P é o polinomio de Taylor de ordem (k — 1) de f em zy, i.e. a, = % para

0 <n < k—1. Resta mostrar a; = f(k)(zo . Afirmo que lim fgz);f)(,f) = f(k;:,m) .

T—XT0

Com efeito, para cada j € {0,...,k—2}, lim [fU)(z)—PD(z)] =0e hm d_jJ [(z—
T—x

20)¥] = lim (k1) (b—j+1)(z—a0)* 7 — 0. Como f*~1) ¢ derivivel em o (por

0 FE=D () Ph-1(z) _ f#)(=0)

hipétese) e P*=D(z) = cte. = f*D (), temos lim Fl(2—z0) o

T—x0
logo, aplicando-se (k — 1) vezes a regra de I'Hopital, prova-se a afirmagao. Por

outro lado, de segue-se lim % = lim [ag + = iog | = ax; portanto,
—xT0 T—T0
pela unicidade do limite, conclui-se a = £ (k,l(,w logo P é o polinomio de Taylor de

ordem k de f em x.

O

§7. FORMULA DE TAYLOR COM RESTO INTEGRAL

Deduziremos, nesta secao, uma féormula integral para o resto da féormula de Taylor de
ordem n de uma funcgao derivavel até ordem n + 1, cuja derivada de ordem n + 1 seja
Riemann-integréavel.



Seja ¢ : [0,1] — R derivéavel até 2a. ordem, com ¢” : [0,1] — R Riemann-integrével.
Pelo Teorema Fundamental do Célculo:
1
- [ ot
0

Faremos uma integragao por partes da seguinte maneira: pomos f = ¢, g(t) =1 —t, de

modo que fg' = —¢; assim, [ ¢'()dt = — [§ f(t)g'(D)dt = — (OO + Jy [/ (B)g()dt
ou seja:

6(1) — 6(0) = ¢/(0) + / (1 - 6)6"(t)dt

Se ¢" tiver derivada Riemann-integravel, continuamos a integrar por partes... suponha,
assim, que ¢ : [0,1] — R derivavel até ordem n+1 (dado n € N), e que ¢V : [0,1] — R
seja Riemann-integravel. Mostraremos, por indugao em n, que:

n (k) 1 _A\n
—y ¢k_'<0> N / %qs("“)(t)dt (9)

Com efeito:
1. Paran =0, @D é o Teorema Fundamental do Calculo.

2. Admita que (9) seja valida para n = p € N. Seja ¢ : [0,1] — R derivdvel até
ordem p + 2 e suponha que ¢P*? : [0,1] — R seja Riemann-integravel. Em parti-
cular, ¢! ¢é continua, portanto Riemann-integravel; pela hipétese de inducao,

tem-se: @(1) = Y r_ 0¢(k)! + fo lpt P (H)dt. Tome f = ¢@PtV) e g(t) =
(1(;_?;;1 . Entao f(t)¢'(t) = —% o (¢ ) Logo integrando por partes, obtemos:
1 (1-t)P (r+1) 1 (1—¢)pt!

Jy S 0TI dt = —F @9+ [y S (g0t = TP + [ G o ()t

donde se conclui que @D Vale paran =p+ 1.
Como consequéncia imediata de @, obtém-se o seguinte teorema:

TEOREMA 7.1 (Férmula de Taylor de Ordem n, com Resto Integral). Sejam a,h € R,
h>0,n€Nef:l|aath] — R derivivel até ordem n+1, com f™+Y Riemann-integrdvel
no intervalo [a,a + h]. Entao:

_ . f(k)(a) k ' (1-o" (n+1) n+1
f(a+h)—kZZOTh +[0 - f (a+ th)dt|h (10)
Demonstragao. Definamos ¢ : [0,1] — R por ¢(t) = f(a + th). Entdo, aplicando-se a
regra da cadeia sucessivas vezes, conclui-se que ¢ é derivavel até ordem n + 1 e, para
0 <k <n o) = f®(a+th)h*. Em particular, ¢"*V () = f*+V(a + th)h"+ é
Riemman-integravel. Assim, por @D, demonstrada acima, obtém-se .

O
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