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Questao 1-) Sel0<p<g<r<oo, L9CLP4L"
SUGESTAO: Dada f € L9 tome A={zx € X :|f(z)| <1} eescreva f = fxa + fxae.

Questao 2-) Se0<p<qg<r<oo, LPNL" C L9. Além disso, tomando A € (0, 1) tal que % = % + 1?‘, tem-se,
para toda f : X — C mensurével, ||f], < Hf||;‘\|f||$*>‘
SUGESTAO: Basta verificar a desigualdade. Se r = oo, o argumento é direto. Se 0 < p < ¢ < r < 0o, escreva

% = p%\ + ﬁ e aplique a desigualdade de Hélder generalizada para o produto |f| = |f|*|f|1 2.

Questao 3-) Demonstre as proposigoes 6.11 e 6.12.

1 Secao 6.1

1-) Quando vale a igualdade na desigualdade de Minkowsky? (a resposta é diferente se p=1¢e¢ 1 < p < 00).

2-) Demonstre o teorema 6.8:

(a) Se f e g forem funcdes mensurdveis em X, entdo | fglli < [|f]l1]l9]lcc- Se f € L} e g € L, entdo ||fgl1 =
1£ll1llgllse see [9(z)] = llglle a5. no conjunto onde f(z) 0.

(b) I/l é uma norma em L.

(©) Ifn = flloo = 0 see IE € M tal que u(E°) =0 e f, — f uniformemente em E.
(d) L é um espago de Banach.

(e) As fungbes simples sdo densas em L*°.

3-) Sel<p<r<oo LPNL" é um espago de Banach com norma || f|| = || fll, + || fll-. Além disso, se p < ¢ <,
a inclusao LP N L" — L9 é continua.

7-) Se f € LPNL*™ para algum p < oo, de modo que f € LY para todo g > p, entdo || fllco = limg—oolf|l4-
) Suponha p(X) =1e f € LP para algum p > 0, de modo que f € L9 para 0 < ¢ < p.

8-
(a) log||fllq = [log|f|. SucEsTAO: Use a desigualdade de Jensen com F = exp.
(

b) (JIf1*=1)/q > log| fllg, e limgo([1f17 = 1)/q = [log|f].
(c) limgollfllq = exp(/ log|f]).

9-) Sejal < p < oo. Selfn— fllp = 0, entdo f, — f em medida, portanto alguma subsequéncia de (f,)n
converge para f g.s. Por outro lado, se f, — f em medida e (Vn € N) |f,| < g € LP, entdo ||f, — f|l, = 0.
10-) Seja 1< p<oo. Se fu, f €LP e fu = f qs., entdo || fn — fll, = 0 see || full, = | fllp-

11-) Seja f uma funcdo mensurdvel em X. Defina a imagem essencial Ry de f por Ry = {z € C|Ve > 0, u{z €
X||f(z) — 2| <€} > 0}.

(a) Ry é fechado.

(b) Se f € L™, Ry é compacto e || f|lcc = max{|z||z € Ry}.

11 - complemento-) Com a notagado da questdo anterior, mostre que:

(a) L*°(X) é uma algebra de Banach com unidade (a multiplicagdo é induzida pelo produto de fungées induzido
pelo produto de C e a unidade é a classe de equivaléncia da funcdo constante e igual a 1).

(b) f € L> é inversivel see 0 ¢ Ry.
13-) LP(R™,m) é separdvel para 1 < p < co. Todavia, L (R™,m) ndo é separdvel (mostre que existe um conjunto
nao-enumerdvel F C L tal que (Vf #g € F)||f — glloo = 1).

14-) Se g € L™, o operador T : LP — LP definido por f — fg é limitado em LP para 1 < p < co. Além disso,
IT]| < ||gllco, valendo a igualdade se p for semi-finita.



