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I) Integrais de Funç~oes Positivas

• Fixaremos um espaço de medida (X,M, µ) até o final desta seção.

Definição 1. L+ .
= {f : X → [0,∞] mensurável}

Definição 2. Seja φ ∈ L+, simples. Seja
∑n
i=1 anχEi a representação padrão de φ (i.e., Im φ = {a1, · · · , an}

com ai 6= aj se i 6= j, Ei = φ−1({ai}), 1 ≤ i ≤ n). A integral de φ é
∑n
i=1 aiµ(Ei) ∈ [0,∞].

• Notações: ∫
φdµ,

∫
φ,

∫
φ(x)dµ(x),

∫
φ(x)µ(dx)

• Se A ∈M: ∫
A

φdµ
.
=

∫
χAφdµ

Proposição 1. Sejam (X,M, µ) espaço de medida, φ, ψ ∈ L+ simples, c ≥ 0. Tem-se:

(i)
∫
cφ = c

∫
φ

(ii)
∫
φ+ ψ =

∫
φ+

∫
ψ

(iii) Se φ ≤ ψ,
∫
φ ≤

∫
ψ

• Prova:

(a) É claro se c = 0. Se c > 0 e se
∑n
i=1 aiχEi representação padrão de φ, a representação padrão de

cφ =
∑n
i=1 caiχEi e áı a igualdade é clara também.

(b) Sejam φ =
∑n
i=1 aiχEi

, ψ =
∑m
j=1 bjχFj

, φ+ ψ =
∑l
k=1 ckχGk

representações padrão de φ, ψ e φ+ ψ,
respectivamente. Note:

⋃̇n

i=1
Ei =

⋃̇m

j=1
Fj =

⋃̇l

k=1
Gk = X

(por definição de representação padrão). Tem-se:

1) ∫
φ =

n∑
i=1

aiµ(Ei) =
↑

Ei = ∪̇mj=1Ei ∩ Fj

n∑
i=1

m∑
j=1

aiµ(Ei ∩ Fj)

2) Analogamente, ∫
ψ =

m∑
j=1

bjµ(Fj) =
∑
i,j

bjµ(Fj ∩ Ei)

De 1) e 2): ∫
φ+

∫
ψ =

n∑
i=1

m∑
j=1

(ai + bj)µ(Ei ∩ Fj)
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3) ∫
φ+ ψ =

l∑
k=1

ckµ(Gk)
(∗)
=
∑
i,j,k

ckµ(Gk ∩ Ei ∩ Fj) (∗∗)

(∗) note que: ⋃̇
1≤i≤n
1≤j≤m

Ei ∩ Fj = X

∴ ∀k, Gk =
⋃̇

1≤i≤n
1≤j≤m

(Gk ∩ Ei ∩ Fj)

Ora, ∀i, j, k|Ei ∩ Fj ∩ Gk 6= ∅, ck = ai + bj (pois, se x ∈ Ei ∩ Fj ∩ Gk, φ(x) = ai, ψ(x) = bj e
(φ+ ψ)(x) = ck). Dáı, ∀i, j, k:

ckµ(Gk ∩ Ei ∩ Fj) = (ai + bj)µ(Gk ∩ Ei ∩ Fj)

∴ (∗∗) =
∑
i,j,k

(ai + bj)µ(Gk ∩ Ei ∩ Fj) =

n∑
i=1

m∑
j=1

(
l∑

k=1

(ai + bj)µ(Gk ∩ Ei ∩ Fj)

)
︸ ︷︷ ︸
= (ai + bj)

l∑
k=1

µ(Gk ∩ Ei ∩ Fj)︸ ︷︷ ︸
= µ(Ei ∩ Fj)

=

∫
(φ+ ψ)

(c) Sejam φ =
∑n
i=1 aiχEi e ψ =

∑m
j=1 bjχEj (representação padrão) com φ ≤ ψ `

∫
φ ≤

∫
ψ

Tem-se: ∫
φ =

n∑
i=1

aiµ(Ei) =

n∑
i=1

m∑
j=1

aiµ(Ei ∩ Fj)
afirmação
≤

∑
i,j

bjµ(Ei ∩ Fj) =

∫
ψ

Afirmação: (∀i, j) aiµ(Ei ∩ Fj) ≤ bjµ(Ei ∩ Fj)
Prova da afirmação: Se Ei ∩ Fj = ∅, 0 ≤ 0. Se Ei ∩ Fj 6= 0, tome x ∈ Ei ∩ Fj , ai = φ(x) ≤ ψ(x) = bj

Corolário 1.

(i) Se (φi)1≤i≤n ≺ L+, φi simples, então ∫ n∑
i=1

φi =

n∑
i=1

∫
φi

Basta usar (ii) da proposição anterior e indução sobre n.

(ii) Se φ ∈ L+ simples e φ =
∑n
i=1 aiχEi

(não necessariamente a representação padrão), então∫
φ =

n∑
i=1

aiµ(Ei)

Basta aplicar o item anterior com φi = aiχEi
para 1 ≤ i ≤ n.

Proposição 2. E ∈M 7→
∫
E
φ ∈ [0,∞] é uma medida.

(Decorre da σ-aditividade da medida, e isso garante boas prorpiedades de convergência para a integral, como
veremos.)

• Prova: Seja φ =
∑n
i=1 aiχEi

representação padrão

1) Se E = ∅ ∫
∅
φ =

∫
χ∅φ =

∫
0 = 0
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2) Sejam (An)n∈N ≺·M, A = ∪̇n∈NAn. Tem-se:∫
A

φ =

∫
χAφ =

∫ n∑
i=1

ai χAχEi︸ ︷︷ ︸
= χA∩Ei

cor. 1
=

n∑
i=1

aiµ (A ∩ Ei)︸ ︷︷ ︸
= ∪̇n∈N(Ei ∩An)

µ σ aditiva!
=

n∑
i=1

∑
n∈N

aiµ(Ei ∩An) =

=
∑
n∈N

n∑
i=1

aiµ(Ei ∩An) =
∑
n∈N

∫ n∑
i=1

ai χEi∩An︸ ︷︷ ︸
χEiχAn

=
∑
n∈N

∫
χAn

(
n∑
i=1

aiχEi

)
︸ ︷︷ ︸

φ

=
∑
n∈N

∫
An

φ

Definição 3. Para f ∈ L+ ∫
f = sup

{∫
φ : φ ∈ L+ simples, φ ≤ f

}
∈ [0,∞]

• Observação: Se φ ∈ L+ simples∫
nova

φ = sup

{∫
antiga

ψ : ψ ∈ L+ simples ψ ≤ φ
}

∴
∫

antiga

φ ≤
∫

nova

φ

e, ∀ψ ∈ L+ simples com ψ ≤ φ, ∫
antiga

ψ
por (iii)

≤
∫

antiga

φ

∴
∫

nova

φ = sup

{∫
antiga

ψ : ψ ∈ L+ simples, ψ ≤ φ
}
≤
∫

antiga

φ

∴
∫

antiga

φ =

∫
nova

φ

Proposição 3. ∀f, g ∈ L+, ∀c ∈ [0,∞):

(1)
∫
cf = c

∫
f

(2) Se f ≤ g,
∫
f ≤

∫
g

Definição 4. Se f ∈ L+, A ∈M ∫
A

f
.
=

∫
fχA

Definição 5. Diz-se que f ∈ L+ é integrável (ou somável) se
∫
f <∞

Teorema 1 (Teorema da convergência monótona). Seja (fn)n∈N ≺ L+ sequência crescente. Então,∫
lim fn︸ ︷︷ ︸
∈L+

= lim

∫
fn

• (O que garante este teorema é o fato de a medida ser enumeravelmente aditiva!)

• Prova: Note que, por monotonicidade da
∫
·, (
∫
fn)n ≺ [0,∞] é seq crescente

∴ ∃` lim

∫
fn = sup

{∫
fn : n ∈ N

}
∈ [0,∞]

Seja f = lim fn ∈ L+, `
∫
f = `

Como (∀n) fn ≤ f , por monotonicidade
∫
fn ≤

∫
f

∴ ` = lim

∫
fn ≤

∫
f = sup

{∫
φ : φ ∈ L+ simples,φ ≤ f

}
` ∀φ ∈ L+ simples com φ ≤ f , tem-se ` = lim

∫
fn ≥

∫
φ.

3



Seja φ ∈ L+ simples com φ ≤ f . Tome α ∈ (0, 1). Então, ∀x ∈ X, ou f(x) = 0 ou αφ(x) < f(x). No
primeiro caso, (∀n)fn(x) = 0 = φ(x) e, no segundo, como fn(x) ↗ f(x) > αφ(x), ∃n0 ∈ N|fn0

(x) ≥ αφ(x).
Assim, tomando, ∀n ∈ N:

En
.
= {x ∈ X|fn(x) ≥ αφ(x)} ∈ M

Tem-se (En)n∈N sequência crescente em M e ∪n∈NEn = X. Então, ∀n ∈ N∫
fn ≥

∫
fnχEn =

∫
En

fn ≥
∫
En

αφ = α

∫
En

φ

↓∫
X
φ(∗)

→ α

∫
φ

(∗) pois M→ [0,∞], E 7→
∫
E

φ é medida

∴ ` = lim

∫
fn ≥ α

∫
φ

Como isso vale ∀α ∈ (0, 1), conclui-se que

` ≥ sup

{
α

∫
φ : α ∈ (0, 1)

}
=

∫
φ

Ou seja, ` = lim
∫
fn é cota superior de {

∫
φ : φ ∈ L+ simples com φ ≤ f} ∴ ` ≥

∫
f . Então ` =

∫
f

(Usamos fortemente o fato de E ∈M 7→
∫
E
φ ser medida.)

Corolário 2. Seja (fn)n sequência em L+ (finita ou infinita). Então,∫ ∑
n

fn =
∑
n

∫
fn

Prova:

1) Para sequências finitas. Basta provar para dois somandos, digamos, f e g ∈ L+.

Tome (φn)n∈N sequência crescente de funções em L+ simples tal que φn
p

↗ f e (ψn)n seq crescente em L+

simples com ψn ↗ ψ. Então (φn+ψn)n∈N sequência crescente em L+ simples e (φn+ψn)↗ (f + g). Então:∫
f +

∫
g

TCM
= lim

∫
φn︸ ︷︷ ︸

=
∫
f

+ lim

∫
ψn︸ ︷︷ ︸

=
∫
g

= lim

(∫
φn +

∫
ψn

)
︸ ︷︷ ︸

=
∫

(φn+ψn)

=

∫
(f + g)

2) Para sequência infinita (fn)n∈N ≺ L+

∫ ∑
n∈N

fn︸ ︷︷ ︸
= lim
k→∞

k∑
n=0

fn︸ ︷︷ ︸
gk

TCM
= lim

k→∞

∫ k∑
n=0

fn︸ ︷︷ ︸
1)
=

k∑
n=0

∫
fn

= lim
k→∞

k∑
n=0

∫
fn =

∑
n∈N

∫
fn
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