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I) Medidas com Sinal (continuag3o).

I.1) Propriedades da Derivada de Radon-Nikodym

PROPOSIGAO 1 (regra da soma). Sejam u medida positiva, v1 e vo medidas com sinal em (X, M), todas o-finitas.
d(vitve) _ duvg + dvs
du — dp dup

Se v < pevy < u, e se v + vy estiver definida, entao vy + v < pe [-quase sempre.

Demonstra¢do. A primeira afirmacdo é imediata; quanto a segunda, basta observar que, VE € M:

d(v1 + v9) dvq dvs dvy ds
———Zdp=w1+wm)(E)=un(E)+wnE)= | —dpu+ | —dp=[ — + dg,
| FE = ) (B) = () () = [ P [P [ T T
e a tese segue da unicidade da derivada de Radon-Nikodym. O

PROPOSIGAO 2 (regra da cadeia). Sejam u, A medidas positivas, v medida com sinal em (X, M), todas o-finitas.
Suponha v < p < A. Entao:

i) VgelLt, [gdu= fg d\. Consequentemente, Vg : X — C:

1) gell(p) < gg—’; € LY(\) e, caso afirmativo, vale a mesma igualdade entre as integrais.

2) gell(v) & g(dl—; € LY(p) e, caso afirmativo, [gdv = fgg” dp.

i) v e g = SZ g‘; A-quase sempre.
Demonstragio. Para g € LT, aigualdade [ gdp = fgg—’; d\ vale se g for uma funcio caracteristica, pela definicao
da derivada de Radon-Nikodym. Por aditividade, também deve valer se g for uma funcao simples positiva.
Finalmente, para g mensurével positiva qualquer, basta tomar uma sequéncia crescente de funcoes simples positivas
(én)nen que convirja pontualmente para g; entao (¢n I Jnen € uma sequéncia crescente em LT e ¢, d’)f — gdA ,
de modo que, pelo teorema da convergéncia monotona:

/gdu—hm/@,d/z hm/(bn d\ = / dp dA.

Isso prova a afirmagao i). A afirmagdo i.1) é um coroldrio, aplicando-se a igualdade acima para as fungoes
positivas (Reg)®™ e (Img)*. A afirmacio i.2), por sua vez, é coroldrio de i.1) aplicado a vT < pev™ < pu,
lembrando que L*(v) = L*(v ) NLY(v") e, Vg € LX(v), [gdv = [gdvT — [gdv.

Quanto a afirmagao ii), é claro que v < A; e, para todo E € M, segue de i) que fE dvt = fE du
/ 5 dé’; g’; d)\, de modo que, pela unicidade da derivada de Radon-Nikodym, % = d(;’: 3—’/{ A-quase sempre.

Afirmacao andloga vale para v~ e, como v = vT — 1™, obtém-se a tese com uma aplicacio da regra da soma. [
COROLARIO 1. Sejam p, A medidas positivas e o-finitas em (X, M), tais que g < A e A < p. Entao gi 32 =1

quase sempre (com respeito a A ou p).

Demonstragao. Aplique o coroldrio anterior com 1 < A < p, notando que g—z =1. O

I.2) Medidas Complexas

DEFINIGAO 1 (medidas complexas). Uma medida compleza p num espago mensurdvel (X, M) é uma aplicacao
u: M — C tal que:

mec.i) p(0) =0.

me.ii) Se (A,)nen <=M, p(Upendn) = Yoo, v(A,), com o significado de que, no segundo membro, a série é
absolutamente convergente (i.e. a integral com respeito & medida de contagem existe) e sua soma é igual
ao primeiro membro.

EXEMPLO 1:  Se y for uma medida positiva em M e f : X — C for p-integravel, v : M — C dada por E — [ fdp
é uma medida complexa em (X, M). NOTAGAO: v = fdpu.



OBSERVAQAO. E imediato verificar que, se p for uma medida complexa em (X, M), u, = Repu e p; = Im p séo
medidas com sinal finitas em (X, M), o que nos permite generalizar para medidas complexas a teoria desenvolvida
nas secoes anteriores, conforme descrito nos teoremas abaixo.

DEFINIGAO 2. Sejam v, A medidas complexas e p medida positiva em (X, M). Diz-se que:
i) v e A s@o mutuamente singulares (NOTAGAO: v L \) se v, L Ay para a,b =r,i.

ii) v é absolutamente continua com respeito a u (NOTAGAO: v < ) se v, < [ para a =T, 1.

DEFINIGAO 3. Seja v medida complexa em (X, M). L}(v) = LY(v,.) NLY(1;). Se f € LY(v),

/fdui/fdz/r—ki/fdz/i.

TEOREMA 1. Sejam v medida complexa e p medida positiva o-finita em (X, M).

1. (TEOREMA DE DECOMPOSIGAO DE LEBESGUE) Existem tnicas medidas complexas v, e v, em (X, M) tais que
Vg K Uy Vs Ltev=vy,+vs.

2. (TEOREMA DE RADON-NIKODYM) Se v < pu, existe f : X — C p-integrével tal que v = fdu. Tal fungao
é unica, no sentido de que, se g for outra funcao com a mesma propriedade, entdo g = f quase sempre com
respeito a .

DEFINIGAO 4. Com a notagao do teorema acima:

1. v, e vy chamam-se, respectivamente, parte absolutamente continua e parte singular de v com respeito a p.

2. f chama-se derivada de Radon-Nikodym de v com respeito a u e denota-se por S—Z .

Demonstragao. Basta aplicar a versdo do teorema para medidas com sinal aos pares (Rev, u) e (Imv, u). Ponha
vs = (Rev)s +i(Imv)s e v, = (Rev), +i(Imv),, e S—Z = ddR;” + i%r;‘” . Isso prova a existéncia, e a unicidade
decorre da unicidade das partes reais e imagindrias enunciada na versao do teorema para medidas com sinal. [

Exercicio:
Com a notagao da definigao e teorema acima, enuncie e verifique generalizagoes das regras da soma e da cadeia
para a derivada de Radon-Nikodym, c.f. proposicoes 1 e 2.

1.2.1 Variagao total de uma medida complexa

Seja v medida complexa em (X, M). Tome p medida positiva em (X, M) tal que v < pu (existe; por exemplo,
i = |Rev|+ [Imv|). Pelo teorema de Radon-Nikodym, v = f du, onde f € L!(u) é a derivada de Radon-Nikodym
de v com respeito a p. Definimos:

lv| = [f]dp.

Verifiquemos que isto é uma boa definicao, i.e. ndo depende da medida positiva p tomada. Com efeito, suponha
que ' seja outra medida postivia em (X, M) tal que v < p/, de modo que v = f'dp’. Seja A = u+ u’, de modo
que n < XAep' < A Segue da regra da cadeia que v < A e:

dv o du
dx  Tdx 7 dA

A-quase sempre, de modo que |f |i—‘)f =|f %\, A-quase sempre. Portanto, novamente pela regra da cadeia:
du dy’
dp = |f|== dX = |f/| - dX = |f'| dy’
[flde =115 1l |f'1dp

o que prova a afirmagio de que |v| estd bem definida.
DEFINIGAO 5 (variagdo total). Com a notagao acima, a medida positiva |v| chama-se variagdo total de v.
OBSERVAQAO.  Se v for uma medida com sinal finita, a definicdo acima coincide com a definicao prévia de

variagao total, i.e. |v| = v 4+ v~. Com efeito, se (P, N) for uma decomposigao de Hahn para v, ji vimos que
v=(xp—xn)d(¥t +v7), e basta observar que |xp — xn| = 1.



PROPOSIGAO 3 (propriedades da variagao total). Seja v uma medida complexa em (X, M).
a) VE € M, [u(E)| < v|(B).
c) LY(v) = LY(|v|) e, para toda f € LX(v), | [ fdv| < [|f]d]v|.

)

b) v < |v|e % tem valor absoluto 1 quase sempre com respeito a |v|.
) L
) Se A for outra medida complexa em (X, M), entdo |v + A| < |v| + |A].

d



