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I) Medidas com Sinal (continuacg3o).

I.1) O teorema de Radon-Nikodym.

DEFINIGAO 1. Sejam v medida com sinal e p medida positiva em (X, M). Diz-se que v é absolutamente continua
com respeito a p (NOTAGAO: v < ) se VE € M, v(E) = 0 sempre que u(E) = 0.

No caso em que v € finita, a condigao acima corresponde, de fato, a uma ideia de “continuidade”, no sentido
da proposigao abaixo:

PROPOSIGAO 1. Sejam v medida com sinal finita e ;4 medida positiva em (X, M). Entdo v < u seeVe > 0,35 > 0
tal que, se E € M e u(E) < 0, entdo |[v(E)| < e.

Demonstragdo. (<) é imediata.

(=) Redugao: basta provar o caso em que v é positiva. A redugao decorre de: (i) (VE € M)|v(E)| < [v|(E) e
(ii) v < p see |v| < p (verifique).

Seja, pois, ¥ medida positiva finita tal que ¥ < p. Suponha, por contradigao, que exista ¢ > 0 tal que,

V8§ > 0, IE € M tal que u(E) < § e v(E) > e. Pondo § = 27", obtém-se uma sequéncia (E,),eny < M tal

que (Yn € N)u(E,) <27 " e v(E,) > €. Tome E = limsup E,, = NyenUk>n Er € M. Entao p(E) = 0 (pois,

Vn € N, pu(UksnEr) < 3 pe,, (Eg) < 271 mas v(E) > € (pois, Vn € N, v(Uy>,E)) > €, donde, pela

continuidade para baixo, v(Npen Ug>n Ex) = limy, o0 ¥(Uk>nEx) > €). Isso contradiz v < u, donde a tese.

O

COROLARIO 1. Sejam (X, M, i) espaco de medida e f € L}(u). Entao, para todo € > 0, existe § > 0 tal que, se
EeMep(E) <4, entao | [, fdu| <e.

Demonstragdo. Basta observar que v = |f| dp é uma medida positiva finita e v < p; aplique a proposigdo anterior
e a desigualdade triangular. O

OBSERVAGQAO. Alguma motivagdo para o teorema de Radon-Nikodym:

1. Seja f : R — R de classe C! e crescente. Pelo que vimos na primeira parte do curso, f induz uma medida de
Lebesgue-Stieltjes p1 : Bg — [0, 00]. Note que, Va < b € R:

TFC b
wy ((a,8)) = () — f(a) T2 / pa=[ s

de modo que as medidas p¢ e f’dm coincidem em todo h-intervalo limitado. Isso implica, conforme jé vimos
quando da discussao das medidas de Lebesgue-Stieltjes, py = f dm. Se py for uma medida de probabilidade,
f' chama-se densidade de probabilidade da medida de probabilidade em questao.

2. Tendo em vista o que foi exposto no item anterior, gostariamos de investigar condicoes sob as quais uma medida
boreliana na reta é da forma f dm, com f boreliana positiva. Ou, num contexto mais abstrato, dado (X, M, u)
espaco de medida, gostarfamos de caracterizar as medidas em M da forma fdy, com f € LT, E claro que, se
uma medida v for dessa forma, entao ¥ < u. No caso em que p é o-finita, vale a reciproca; este é o contetido
do teorema de Radon-Nikodym, abaixo.

LEMA 1. Se u e v forem medidas positivas finitas no espago mensurdvel (X, M), entdo p L v ou existem € > 0 e
E € M tais que u(E) > 0 e E é positivo para a medida com sinal v — ep.

Demonstragio. Seja (Vk € N)A\y = v — + u. Entdo (Vk)A, é uma medida com sinal em (X, M); tome (Pg, Ny)
decomposigdo de Hahn para A;. Como (Vk € N)Ap < Agy1, podemos supor (Py)ren crescente. Tome P =
UrenPr € M e N = NpenNi, € M, de modo que PUN = X. Entdo, para todo mensurdvel E C N, (Vk €
N)v(E) — ¢ n(E) <0, ie. v(E) <  u(E); como p é finita, isso implica v(E) = 0, portanto N é nulo para v. Se P
for nulo para p, entdo p L v; caso contrério, existe um mensuravel FE C P tal que u(E) > 0. Como F ¢é a unido da
sequéncia crescente (E N Py)ren < M, usando a continuidade para cima da medida u conclui-se que existe ky € N
tal que E = En Py, tem medida pu(E) > 0; e, sendo E C Py,, E é positivo para A\g, = v — 1?10 1, obtendo-se a
segunda alternativa da tese com e = 1/ko. O



TEOREMA 1. Sejam v medida com sinal e p medida positiva em (X, M), ambas o-finitas.

1. (TEOREMA DE DECOMPOSIGAO DE LEBESGUE) Existem tnicas medidas com sinal v, e vs em (X, M) tais que
Vo < W, Vs L ppev=uv,+vs. Além disso, v, e v, sao o-finitas.

2. (TEOREMA DE RADON-NIKODYM) Se v < pu, existe f : X — R p-quase integravel tal que v = fdu. Tal
funcao é tnica, no sentido de que, se g for outra fungao com a mesma propriedade, entao g = f quase sempre
com respeito a pu.

DEFINIGAO 2. Com a notagio do teorema acima:

1. v, e vy chamam-se, respectivamente, parte absolutamente continua e parte singular de v com respeito a p.

2. f chama-se derivada de Radon-Nikodym de v com respeito a p e denota-se por S—Z .

OBSERVAGAO.

1. As partes 1. e 2. do teorema sao, em geral, enunciadas em teoremas distintos; foram aglutinadas aqui num
Unico teorema porque a demonstragao que faremos permite prova-las conjuntamente.

2. O teorema de Radon-Nikodym admite uma generalizagao: sem a o-finitude de v, i.e. dadas p medida positiva
o-finita e ¥ medida com sinal (ndo necessariamente o-finita) tal que v < p, garante-se a existéncia e unicidade
p-quase sempre da derivada de Radon-Nikodym. A unicidade depende do lema proposto no exercicio abaixo.
A existéncia serd provada no exercicio 14 da segdo 3.2. Vide também o exercicio 15 da mesma sec¢do, no qual
se substitui a o-finitude de p pela hipdtese de ser p uma medida decomponivel (c.f. defini¢io dada no referido
exercicio).

Exercicio:
Sejam (X, M, p) espago de medida o-finito e f,g : X — R quase integrdveis e tais que (VE € M) [, fdu =
J 9du. Entdo f = g p-quase sempre.

Demonstragao do teorema 1. 1) Suponha, inicialmente, v e p positivas e finitas. Considere F = {f : X —
[0, 0o] mensurével |(YE € M) [, fdu < v(E)}.

IDEIA:  Alguma motivacgao para o argumento subsequente: suponha que existam v; medida com sinal mutua-
mente singular com g e f : X — R p-quase integravel tais que v = v, + f du. Entdo, como v é uma medida po-
sitiva e finita, conclui-se que v também o é e f é positiva u-quase sempre, de modo que podemos assumi-la po-
sitiva, alterando-a num conjunto y-nulo se necessario. Portanto, (VE € M)v(E) = vy (E)+ [, fdu> [, fdp.
Além disso, para toda g € LT tal que (VE € M) fE gdu < v(E), tem-se, tomando X = SUA de-
composicao de X em mensuraveis disjuntos com A nulo com respeito a vs e S nulo com respeito a pu,
(VE e M) [pgdp = [poa9dp < v(ENA) = [, fdp = [, fdp. Em particular, [, gdu < [y fdp.

Isso nos motiva a procurar f no conjunto JF acima que tenha integral maxima com respeito a .

Note que F # 0, pois 0 € F. Tome m = sup{ [, fdu|f € F}. Pela definicdo de F, m < v(X) < oo. Afirmo

que m é um méaximo. Com efeito:

a) Se f,g € F, entao h = max{f,g} € F. De fato, h € LT e, VE € M, [ hdu = f{f>g}mEhd,u+
f{fgg}mE hdp = f{f>g}mE fdﬂ+f{f§g}mEng < V({f > g} ﬂE) +V({f <g} ﬁE) =v(E).

b) Seja (gn)nen < F tal que [y gndp — m. Defina (fn)nen por (Vn)f, = max{gi,...,g,}. Entao,
pelo item anterior, (fy)nen < F; além disso, (f,)n é crescente e, como (Vn)g, < fn, por monotoni-
cidade tem-se (Vn) [y gndp < [y fndp < m. Portanto, [y fudu — m. Seja f : X — [0,00] dada
por (Vxz € X)f(z) = lim f,(z). Entdo f é mensurdvel e, pelo teorema da convergéncia mondétona,
(VE e M) [, fdpu =1lim [ fndu < v(E), portanto f € F. Pondo E = X na tltima igualdade, obtém-se
fX fdu =m, de modo que m é um maximo, como afirmado.

Tome, pois, f € F tal que fx fdu=m = sup{fngMg € F}. Defina vy = v — fdu, e mostremos que
vs L 1, 0 que provard a existéncia da decomposicao de Lebesgue com v, e v, = f du.

Observe que v, é uma medida positiva finita em (X, M), pois, (VE € M)0 < [, fdu < v(E), uma vez que
f € F,edai 0 <vs; <v. Suponha que v; ndo seja mutuamente singular com p. Pelo lema 1, existe € > 0 e
Ey € M tais que u(Ey) > 0 e Ey é positivo para vs — eu. Logo, pondo F' = f + exg,, obtém-se F' mensuravel,
positiva e tal que (VE € M) [, Fdu = [, fdu+eu(EyNE) = fE\EO fdu+ (onnEfdu—i— ew(Eo N E)) <
V(E\Ey) +v(EgNE)=v(E). Dai F € Fe [ Fdu= [ fdu+eu(E) > [, fdu=m, o que contraria a
maximalidade de m. Entao vs 1 u, como afirmado.



ii)

iii)

Provemos a unicidade da decomposicao v = vs + v, tal que vs L pe v, < u. Se A\g e A, também forem
medidas com sinal em (X, M) tais que v = A\g + Aoy, As L pe Ay < p, entdo A =v; — Ay =\, — 1, é uma
medida com sinal tal que A L p e A < pu (verifique). Portanto, A = 0, donde A\s = vs e Ay = v,.

As medidas vy e v, sao finitas, conforme ja observado; em particular, sao o-finitas.

Finalmente, se g : X — R for u-quase integravel e v, = gdu, entdo g é integrével (pois v, é finita) e
(VE € M) ngd,u = fE fdu, o que permite concluir, por um exercicio proposto nas notas de aula 8, que
g = f quase sempre com respeito a u. Caso v < u, a unicidade ja demonstrada para a decomposicao de
Lebesgue implica vy =0 e v = v, = fdu, sendo f Unica u-quase sempre, conforme acabamos de verificar.

Esta concluida, portanto, a demonstragao das partes 1. e 2. do teorema no caso em que v e i sao positivas e
finitas.

Suponha, agora, v e p positivas e o-finitas. Podemos tomar (X, )neny < M tal que X = Upen X, € Vi € N,
w(Xp) < 00 e v(X,) < oo (verifique). Tome, Vn € N, v, = v 21X, e pt, = p 1 X,,. Entdo Vn € N,
Un € fi, sa0 medidas positivas finitas em (X, M), e v = > _(Vn, t = > cntn. Pela parte anterior da
demonstracao, para cada n € N: (i) existem tnicas medidas (positivas e finitas) v, s € vy, 4 em (X, M) tais
quUe Uy, = Uns + Un,as Vn,s L fin € Up o < fiy; (i) existe f,, : X — [0, 00] mensurdvel tal que v, o = fp, dpin.
Podemos supor, alterando f,, num conjunto p,-nulo, se necessario, que f,, se anula em X;.

Pomos: vs =) cnVsins Va = D nenVan © f = D ey o Portanto, v, e v, sdo medidas positivas e o-finitas
em (X, M), e f € L*. Verifique que vy L u, v, < pe v = v, + v, Além disso, usando-se o teorema da
convergéncia mondétona, conclui-se que v, = f du (verifique isso também).

Verifiquemos a unicidade da decomposigao de Lebesgue. Suponha que v = A + A4, com A\, e Ay medidas com
sinal em (X, M) e Ay L p, Ay < p.

OBSERVAGAO. Queremos mostrar que As = v5 e A, = v,. O argumento da parte i) néo se aplica diretamente,
pois vs — A\s pode nao estar bem definida!

Tome (Y, )nen < M crescente tal que UpenY, = X e (Vn € N)v(Y,,) finito (o que é equivalente a serem
vT(Y,) e v (Y,) ambos finitos) e u(Y,) < co. Paracadan € N, v 1Y, = v, 1Y, + v, 1Y, ev 1Y, =
As 1Y, + Ay 1Y, s@o ambas decomposicoes de Lebesgue para v 1Y, com respeito a u 1Y,,. Pela unicidade
da decomposigao de Lebesgue no caso em que as medidas sdo finitas, cf. parte i), conclui-se que (Vn € N)
Vs 1Y, = As 1Y, e v, 1Y, = A\, 1Y,,. Usando a continuidade para cima das medidas, conclui-se que, VE € M:
As(E) =lim A\ (ENY,) =limv,(ENY,) =vs(F), e analogamente se conclui que \, = v,.

Quanto & unicidade de f, suponha que g : X — R seja pu-quase integréavel e v, = gdy. Tomando (Y;,)nen < M
como acima, para cada n € N tem-se gd(p 2Y,,) = fd(p 2Y,). Como (Vn € N)u 1Y, é finita, conclui-se
da parte i) que g = f p JY,-quase sempre; em particular, A, = {x € Y, |g(z) # f(x)} € M é um conjunto
p-nulo. Entao N = UpenA4,, é um conjunto p-nulo e f = g em N€.

Finalmente, se v < pu, a unicidade da decomposicao de Lebesgue permite concluir que vy =0ev = v, = fdpu.

Esta concluida, portanto, a demonstracao das partes 1. e 2. do teorema no caso em que v e y sao positivas e
o-finitas.

No caso geral, i.e. v medida com sinal e p medida positiva em (X, M), ambas o-finitas: tome v = v+ — v~
decomposicio de Jordan para v. Entdo v+ sio medidas positivas e o-finitas (sendo ao menos uma delas finita)
em (X, M). Podemos, pois, aplicar a parte ii) para (v*, ) e (v, i), obtendo-se decomposicoes de Lebesgue
vt = (), + (vh),, com (vF), = fFdu e f+ mensurdveis e positivas, sendo ao menos uma delas integrével
(e podemos supor que a parte integravel toma valores finitos, modificando-a, se necessdrio, num conjunto -
nulo). Ponha vy = (v1)s — (v ), Vo = (v )a — (v ) e f = ft — f~. Entdo v = v + 1, é uma decomposigao
de Lebesgue para v com respeito a i, Vs e v, sio ambas o-finitas, f : X — R é u-quase integravel e v, = f du.
Note que o fato de ser v L v~ implica (v1)s L (v7)s e (vT)s L (¥ )a, 0 que acarreta, pela unicidade
da decomposigao de Jordan, (vs)t = (1), (vs)” = (V7 )sy, Wa)T = (W), € (Vo)™ = (¥ )4, de modo que
podemos omitir os paréntesis da notacao.

Se Ag e A, forem outras medidas com sinal em (X, M) tais que A L p, Ay < pev = A+ Ag, entdo A\, L Ag,
o que implica (verifique) [(As)T + (Aa)™] L [(As)™ 4+ (Aa)~]. Dai, pela unicidade da decomposigao de Jordan,
conclui-se que vt = M)t + M)t ev™ = (A\)™ + (). E, como (\)T L pe (A\)T < p, conclui-se
da parte ii), i.e. da unicidade da decomposicdo de Lebesgue no caso em que as medidas sdo positivas, que
vi =) vl =)t vs = (As)” ev, = (M), de modo que Ay = (A\)T — (\s) ™ =v —v; =vs e
analogamente, A\, = v,, 0 que prova a unicidade da decomposicao de Lebesgue no caso geral.

Se g : X — R for pu-quase integravel e v, = g dpu, entdo, pela unicidade da decomposicao de Jordan, v = ¢ du
e v~ = g~ du, de modo que, pela parte ii), gt = fT e g~ = f~ p-quase sempre, i.e. g = f pu-quase sempre.
Para concluir, se v < p, a unicidade da decomposi¢ao de Lebesgue fornece vy, =0e v =r, = fdu.

O



