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I) Medida Produto (continuaç~ao)

Proposição 1. Sejam (X,M, µ) e (Y,N , ν) espaços de medida σ-finitos. Dado E ∈M⊗N :

1. as aplicações X → [0,∞] e Y → [0,∞] definidas, respectivamente, por x 7→ ν(Ex) e x 7→ µ(Ey), são ambas
mensuráveis.

2.
∫
ν(Ex)dµ(x) = µ× ν(E) =

∫
µ(Ey)dν(y).

• Prova da proposição:

(i) Suponha µ e ν finitos. Seja C = {E ∈M⊗N| 1. e 2. valem para E}. ` C =M⊗N . Basta mostrar:

1. A = A(R) ⊂ C.
2. C é uma classe monótona.

Dáı: C ⊃ C(A)
Lema da classe monótona

= σ(A) =M⊗N e então C =M⊗N .

Tem-se:

(a) Se E = A×B ∈ R (i.e. A ∈M e B ∈ N ),

∀x ∈ X,Ex =

{
B se x ∈ A
∅ c.c.

∴ ν(Ex) = χA(x)ν(B) ∴ x 7→ ν(Ex) é mensurável. Analogamente, y 7→ µ(Ey) é mensurável. Além
disso,∫
ν(Ex)dµ(x) =

∫
χA(x)ν(B)dµ(x) = ν(B)

∫
χAdµ︸ ︷︷ ︸

=µ(A)

= µ(A)ν(B) = (µ× ν)(A×B) = (µ× ν)(E)

Analogamente, ∫
µ(Ey)dν(y) = (µ× ν)(E)

(b) Se E = ∪̇ni=1Ei com Ei ∈ R para 1 ≤ i ≤ n: (∀x ∈ X) Ex = ∪̇ni=1(Ei)x ∴ ν(Ex) =
∑n
i=1 ν((Ei)x)

∴ 1. vale para x 7→ ν(Ex). Além disso:∫
ν(Ex)dµ(x) =

n∑
i=1

∫
ν((Ei)x)dµ(x)︸ ︷︷ ︸

por (a)
= (µ× ν)(Ei)

= µ× ν(E)

∴ 2. vale para
∫
ν(Ex)dµ. Para as seções “y” o argumento é análogo. Então A ⊂ C.

(c) Afirmo que C é classe monótona. É claro que C 6= ∅, pois A ⊂ C.
(c.1) Seja (En)n∈N ≺ C crescente. ` E .

= ∪nEn ∈ C. Com efeito:

• ∀x ∈ X: (∪nEn)n = ∪n(En)x e, pela continuidade para cima de ν, segue ν(Ex) = lim ν((En)x)
é M-mensurável.

• Como x 7→ ν((En)x) cresce pontualmente para x 7→ ν(Ex), pelo TCM∫
ν((En)x)dµ(x)︸ ︷︷ ︸

= µ× ν(En)
(∗)−−→ µ× ν(E)

TCM−−−→
∫
ν(Ex)dµ(x)

onde (∗) vale pela continuidade para cima para µ × ν. Portanto, pela unicidade do limite,
segue: ∫

ν(Ex)dµ(x) = µ× ν(E)
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O mesmo argumento se aplica para as seções “x” e conclui-se que E = ∪n∈NEn ∈ C.
(c.2) Seja (En)n∈N ≺ C decrescente. ` E .

= ∩n∈NEn ∈ C. Com efeito:

• ∀x ∈ X: (∩n∈NEn)x = ∩n∈N(En)x e, como ν é finita, segue, pela continuidade para baixo
de ν, que ν(Ex) = lim ν((En)x) dáı x 7→ ν(Ex) é M-mensurável. Note que, ∀x ∈ X,
∀n ∈ N, ν((En)x) ≤ ν(Y ) <∞, ∴ ν(Y )χX é uma função integrável que domina a sequência
x 7→ ν((En)x) e, pelo TCD:∫

ν((En)x)dµ(x)︸ ︷︷ ︸
= µ× ν(En)

(∗∗)−−→ µ× ν(E)

TCD−−−→
∫
ν(Ex)dµ(x)

onde (∗∗) vale pela continuidade para baixo de µ× ν. Logo, pela unicidade do limite, segue:∫
ν(Ex)dµ(x) = µ× ν(E)

O mesmo vale para as seções “y”, ∴ E satisfaz 1. e 2., i.e. E ∈ C. Dáı C é classe monótona,
como afirmado. Então M⊗N = C, o que prova a tese no caso µ e ν finitas.

(ii) Caso geral, i.e. µ e ν σ-finitas. Posso tomar (An×Bn)n∈N ≺ R crescente tal que (∀n) µ×ν(An×Bn) =
µ(An)ν(Bn) <∞ e ∪n∈NAn ×Bn = X × Y . Para cada n ∈ N, o caso (i) se aplica para a medida finita
(µ× ν)y(An ×Bn), a qual coincide com a medida produto das medidas finitas µyAn e νyBn, conforme
o último item do exerćıcio abaixo:

Exerćıcio:
Recorde a questão 10 da lista 2 (seção 1.3): dados (X,M, µ) espaço de medida e E ∈M, µyE :M→
[0,∞] dada por A 7→ µ(A ∩ E) é uma medida. Além disso:

a) Se f ∈ L+ ou f ∈ L1(µ),
∫
f d(µyE) =

∫
E
f dµ.

b) µ = µyE + µyEc. Portanto, conforme visto na questão 1 da lista 8, L1(µ) = L1(µyE) ∩ L1(µyEc).

c) Se (Y,N , ν) for outro espaço de medida, A ∈ M e B ∈ N σ-finitos, então (µyA) × (νyB) =
(µ× ν)y(A×B).

Portanto, pela parte (i), (∀E ∈M⊗N ,∀n ∈ N)x ∈ X 7→ νyBn(Ex) é mensurável e:

∫
νyBn(Ex) d(µyAn)(x) = µyAn × νyBn(E) =

= µ× ν(E ∩An ×Bn).

(1)

Como (Bn)n ≺ N é crescente e sua união é Y , segue-se que, (∀x ∈ X)νyBn(Ex) = ν(Ex∩Bn)↗ ν(Ex),
usando a continuidade para cima da medida ν. Dáı x 7→ ν(Ex) é mensurável (pois é o limite pontual
de uma sequência de funções mensuráveis). E, como

(∀x ∈ X)χAn
(x)νyBn(Ex)

n→∞
↗ ν(Ex)

conclui-se pelo TCM que
∫
νyBn(Ex) d(µyAn)(x) =

∫
χAn

(x)νyBn(Ex) dµ(x) →
∫
ν(Ex) dµ(x). Por-

tanto, por (1), este deve ser o limite de µ× ν(E ∩ An ×Bn), o qual, usando a continuidade para cima
da medida µ × ν, também deve ser igual a µ × ν(E). Por unicidade do limite, conclui-se, finalmente,∫
ν(Ex) dµ(x) = µ× ν(E).

O mesmo vale para as seções “y”, dáı a tese.

Teorema 1 (Tonelli). Sejam (X,M, µ) e (Y,N , ν) espaços de medida σ-finitos e f : X × Y → [0,∞] M⊗N -
mensurável, f ≥ 0. Então (1) as aplicações X → [0,∞] e Y → [0,∞] dadas, respectivamente, por x 7→

∫
fxdν e

y 7→
∫
fydµ são ambas mensuráveis (e ≥ 0) e:

(2)

∫
fd(µ× ν) =

∫ [∫
fxdν

]
dµ =

∫ [∫
fydµ

]
dν.

• Prova:

(i) Se f = χE , com E ∈M⊗N , (1) e (2) já foram provados na proposição anterior.
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(ii) Segue de (i) que (1) e (2) também valem se f for simples ≥ 0; com efeito, se f =
∑n
i=1 aiχEi (repre-

sentação padrão), tem-se, ∀x ∈ X:

fx =

n∑
i=1

ai(χEi)x

e ∫
fxdν =

n∑
i=1

ai

∫
(χEi)xdν

dáı x 7→
∫
fxdν é mensurável e∫ [∫

fxdν

]
dµ =

n∑
i=1

ai

∫ [∫
(χEi

)xdν

]
dµ︸ ︷︷ ︸

(i)
=

∫
χEi

d(µ× ν) = µ× ν(Ei)

=

∫
fd(µ× ν),

e argumento análogo se aplica para seções “y”.

(iii) Dada f ∈ L+(M⊗ N ), tome (φn)n∈N sequência crescente de funções simples ≥ 0 tal que φn
p

↗ f .

Então, ∀x ∈ X, (φn)x
p

↗ fx e, pelo TCM,∫
(φn)xdν ↗

∫
fxdν

Dáı x 7→
∫
fxdν é M-mensurável (pois é o limite pontual de uma sequência de M-mensuráveis) e,

novamente pelo TCM: ∫ [∫
(φn)xdν

]
dµ

TCM→︸ ︷︷ ︸
(ii)
=

∫
φnd(µ× ν)

TCM→
∫
fd(µ× ν)

∫ [∫
fxdν

]
dµ

Por unicidade do limite, segue ∫
fd(µ× ν) =

∫ ∫
f(x, y)dν(y)dµ(x)

e argumento análogo para as seções “y”.

Teorema 2 (Fubini). Sejam (X,M, µ) e (Y,N , ν) σ-finitos.

(a) Se f : X × Y → R for µ× ν-quase integrável, então:

(1) • Para µ-q.t. x ∈ X, fx é quase-integrável e x 7→
∫
fxdν é uma função mensurável (definida quase

sempre) e quase-integrável.

• Para ν-q.t. y ∈ Y , fy é quase-integrável e y 7→
∫
fydµ é uma função mensurável e quase-integrável.

(2) ∫ [∫
fxdν

]
dµ =

∫
fd(µ× ν) =

∫ [∫
fydµ

]
dν

(b) Dada f ∈ L1(µ× ν), então valem (1) e (2) acima substituindo-se “quase-integrável” por “integrável”.

• Prova:

(i) Basta provar (a). Por hipótese, f : X × Y → R é quase-integrável; digamos,
∫
f+d(µ× ν) <∞.

(ii) Note que, ∀x ∈ X, (fx)+ = (f+)x; omitiremos, pois, os parênteses da notação e escreveremos f+
x .

(iii) Pelo teorema de Tonelli aplicado a f+ e f−, tem-se:

X → [0,∞]

x 7→
∫
f±x dν

é mensurável e ∫ [∫
f±x dν

]
dµ =

∫
f±d(µ× ν)
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(iv) Como
∫
f+d(µ× ν) <∞ tem-se ∫ [∫

f+
x dν

]
dµ <∞

dáı ∃N ∈M com µ(N c) = 0 e (∀x ∈ N)
∫
f+
x dν <∞. Então, ∀x ∈ N , fx é quase-integrável e∫

fxdν =

∫
f+
x dν −

∫
f−x dν

e dáı

N → R

x 7→
∫
fxdν

é mensurável, i.e. x 7→
∫
fxdν é mensurável no sentido estendido. Note que

(∫
fxdν

)+

=


∫
fxdν =

∫
f+
x dν −

∫
f−x dν ≤

∫
f+
x dν se

∫
fxdν ≥ 0

0 c.c.

Dáı, ∀x ∈ N , (
∫
fxdν)+ ≤

∫
f+
x dν e, como x 7→

∫
f+
x dν é integrável, segue que x 7→ (

∫
fxdν)+ é

integrável e dáı x 7→
∫
fxdν é quase-integrável e

∫ ∫ fx︸︷︷︸
=f+

x −f−
x

dν

 dµ =

∫ [∫
f+
x dν −

∫
f−x dν

]
dµ =

∫ [∫
f+
x dν

]
dµ︸ ︷︷ ︸

=

∫
f+d(µ× ν)

−
∫ [∫

f−x dν

]
dµ︸ ︷︷ ︸

=

∫
f−d(µ× ν)

=

∫
fd(µ× ν)

Para seções “y” o argumento é análogo.

• Observação: Os dois teoremas acima são, em geral, aplicados “in tandem”. Tipicamente, dada f : X×Y → K
M⊗N -mensurável, queremos calcular

∫
f via integrais interadas. A estratégia é:

(i) Calcule
∫
|f | por Tonelli.

(ii) Se
∫
|f | <∞, aplica-se Fubini para calcular

∫
f , calculando-se integrais iteradas.

Teorema 3. (Fubini para medidas completas) Sejam (X,M, µ) e (Y,N , ν) espaços de medida σ-finitos e comple-
tos, e (X × Y,M⊗N , λ) o completamento de (X × Y,M⊗N , µ× ν). Dada f M⊗N -mensurável e a) f ≥ 0 ou
b) f ∈ L1(λ), tem-se:

(1) Para µ-q.t. x ∈ X, fx é N -mensurável (≥ 0 com a), ∈ L1(ν) com b)), a função definida q.s. x 7→
∫
fxdν é

mensurável (≥ 0 com a) e ∈ L1(µ) com b)) e:

(2) ∫ [∫
fxdν

]
dµ =

∫
fdλ

Enunciado análogo para seções “y”.

Observação. O teorema acima se aplica, em particular, para o completamento de (Rn =
∏n

1 R,⊗n1L,
∏n

1 m),
onde L é a σ-álgebra de Lebesgue em R e m a medida de Lebesgue em L. Como veremos na próxima seção, tal
completamento é o espaço de medida de Lebesgue (Rn,Ln,mn).
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