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Prefacio

A area de modelagem estatistica de regressao recebeu um grande impulso
desde a criacdo dos modelos lineares generalizados (MLGs) no inicio da
década de 1970. O crescente interesse pela drea motivou a realizagao de
varios encontros informais no inicio dos anos 1980, a maioria deles na Ingla-
terra, até que em 1986 foi realizado na cidade de Innsbruck na Austria o “Ist
International Workshop on Statistical Modelling” (1st IWSM). Esse encontro
tem sido realizado anualmente sendo que o ultimo (37th IWSM) aconteceu
em julho de 2023 em Dortmund, Alemanha. O 38th IWSM seré realizado em
julho de 2024 em Durham, Inglaterra. No Brasil a area comecgou efetivamente
a se desenvolver a partir de meados da década de 1980 e em particular apés
a 1% Escola de Modelos de Regressao (IEMR) realizada na Universidade de
Sao Paulo em 1989. As demais escolas ocorreram desde entao a cada dois
anos sendo que a 17EMR foi realizada remotamente em novembro/dezembro
de 2021 na ENCE-IBGE, Rio de Janeiro e a 18EMR ocorreu em novembro
de 2023 em Belém do Para.

Este texto comegou a ser desenvolvido a partir de 1994 quando a disciplina
Modelos Lineares Generalizados passou a ser ministrada regularmente no
programa de pos-graduacao em Estatistica do IME-USP. O texto é direcio-
nado para alunos que tenham cursado um semestre de inferéncia estatistica
e que tenham conhecimentos de regressao linear. Portanto, trata-se de um

segundo curso de modelagem estatistica de regressao com um enfoque infe-



rencial bésico e vérias aplicagoes. O texto tem sido também utilizado nas dis-
ciplinas Andlise de Dados Categorizados e Modelos de Regressdo II
ministradas aos alunos do Bacharelado em Estatistica do IME-USP.

No Capitulo 1 a classe dos modelos lineares generalizados (MLGs) ¢é des-
crita juntamente com alguns conceitos basicos. Em seguida sao discutidos
a estimacao dos parametros, propriedades assintéticas dos estimadores de
maxima verossimilhanca e a aplicacao de alguns testes estatisticos mais co-
nhecidos. Uma revisao de métodos de diagndstico é apresentada na sequéncia,
inicialmente fazendo-se uma sintese para o modelo normal linear com ex-
tensoes para a classe dos MLGs. Discute-se também a selegao de modelos e
sempre que possivel as metodologias sao apresentadas em separado para os
modelos normais lineares e posteriormente estendidas para toda a classe dos
MLGs. O capitulo é concluido com a anélise de 6 conjuntos de dados através
de MLGs apropriados.

O Capitulo 2 é dedicado aos modelos com resposta gama e resposta nor-
mal inversa para a andlise de dados assimétricos positivos. Inicialmente
aborda-se os modelos com resposta gama sendo apresentados alguns resul-
tados inferenciais e técnicas de diagndstico. Trés conjuntos de dados sao
analisados. Em seguida, alguns modelos usualmente aplicados em Econome-
tria sao discutidos e um exemplo é apresentado. Em seguida sao discutidos
modelos com resposta normal inversa, alguns resultados tedricos sao apre-
sentados e 2 conjuntos de dados sao analisados. No final do capitulo sao
apresentados os MLGs duplos, em que a média e a dispersao sao ajusta-
dos conjuntamente. Apresenta-se o processo de estimacao conjunto, alguns
procedimentos de diagnodstico e um exemplo ilustrativo.

No Capitulo 3 discute-se modelos para a andlise de dados bindrios, com
énfase para os modelos logisticos lineares. Inicialmente uma revisao de pro-
cedimentos tradicionais para a analise de tabelas de contigéncia 2 x 2 é apre-

sentada. Duas aplicacoes sao descritas nesta primeira parte do capitulo. Em
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seguida o modelo logistico linear é apresentado. Alguns procedimentos sao
revisados, tais como selecao de modelos, analise de dados retrospectivos, qua-
lidade do ajuste e técnicas de diagnéstico. Quatro conjuntos de dados sao
analisados. Discute-se no final do capitulo modelos de dose-resposta, sobre-
dispersao e modelos logisticos aplicados na andlise de dados emparelhados e
mais quatro aplicagoes sao apresentadas.

No Capitulo 4 sao discutidos alguns modelos para a analise de dados de
contagem, com destaque para modelos com resposta de Poisson e modelos
com resposta binomial negativa. Inicialmente apresenta-se uma revisao de
metodologias tradicionais para a analise da tabelas de contingéncia do tipo
2 x 2 com dados de contagem. Uma aplicacao é apresentada. Em seguida
discute-se modelos de Poisson para a andlise de dados de seguimento e mode-
los log-lineares de Poisson. Dois exemplos sao apresentados. Na sequéncia sao
derivados modelos com resposta binomial negativa para a andlise de dados
de contagem com sobredispersao. Um processo iterativo para a estimacao
dos parametros, resultados assintéticos e metodologias de diagndstico sao
apresentados, bem como 3 aplicagoes. Modelos log-lineares com resposta
de Poisson sao comparados com modelos log-lineares com resposta multino-
mial, sendo 2 conjuntos de dados analisados. Finalmente, uma breve resenha
dos modelos com excesso de zeros é apresentada, em particular, os modelos
ajustados em zero (modelos de fronteira) e os modelos inflacionados de zeros.

O Capitulo 5 é dedicado aos modelos de quase-verossimilhanca e as equagoes
de estimagcao generalizadas. Inicia-se o capitulo com a introducao do con-
ceito de quase-verossimilhanca. Em seguida sao apresentados os modelos de
quase-verossimilhanca para respostas independentes juntamente com o pro-
cesso de estimacao, alguns resultados assintéticos e técnicas de diagnéstico.
Trés aplicagoes sao apresentadas. Na sequéncia deriva-se as equagoes de
estimacao generalizadas para a analise de dados correlacionados nao gaussi-

anos. Apresenta-se o processo de estimacao, alguns resultados assintoticos
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e metodologias de diagnéstico. Esse subtépico é ilustrado com 3 aplicagoes.
No Apéndice A sao descritos os conjuntos de dados usados nas aplicacoes e
nos exercicios propostos e no Apéndice B sao descritos alguns cédigos em R.
No final de cada capitulo sao propostos exercicios tedricos e aplicados e ao
longo do texto sao apresentados cédigos e subrotinas em R, particularmente
na andlise dos exemplos. Procura-se diversificar as aplicagoes com conjun-
tos de dados das diversas areas do conhecimento, tais como Agricultura,
Biologia, Ciéncias Atuariais, Ciéncias Sociais, Economia, Engenharia, Geo-
grafia, Medicina, Nutrigao, Pesca e Odontologia. Alguns conjuntos de dados
sao oriundos de trabalhos desenvolvidos no Centro de Estatistica Aplicada
(CEA) do IME-USP. Pégina na Web onde estao disponiveis informagoes sobre
este texto: http://www.ime.usp.br/~giapaula/textoregressao.htm.
Finalizando, fica um agradecimento aos alunos que cursaram as discipli-
nas Modelos Lineares Generalizados e Tépicos de Regress&o e contri-

buiram com suas sugestoes para o aprimoramento dos primeiros manuscritos.

Sao Paulo, marco de 2024
Gilberto A. Paula

e-mail:giapaula@ime.usp.br
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Capitulo 1

Modelos Lineares
Generalizados

1.1 Introducao

Durante muitos anos os modelos normais lineares foram utilizados na ten-
tativa de descrever a maioria dos fenomenos aleatérios. Mesmo quando o
fenomeno sob estudo nao apresentava uma resposta para a qual fosse razoavel
a suposicao de normalidade, algum tipo de transformacao era sugerida a fim
de alcangar a normalidade procurada. Provavelmente a transformacao mais
conhecida foi proposta por Box e Cox (1964), a qual transforma o valor
observado y (positivo) em

A
L y)\l se A#0
logy se A =0,

sendo A uma constante desconhecida. O objetivo da transformacao de Box
e Cox, quando aplicada a um conjunto de valores observados, ¢ produzir
aproximadamente a normalidade, a constancia de variancia e também a li-
nearidade E(Z) =1, em que n = 121 + faxa + - - - + [px,. No entanto, isso
raramente ocorre para um unico valor de A\ (Box e Draper, 1987).

Com o desenvolvimento computacional ocorrido na década de 70, alguns



modelos que exigiam a utilizacao de processos iterativos para a estimacgao
dos parametros comecaram a ser mais aplicados, como por exemplo o mo-
delo normal nao linear. Todavia, a proposta mais interessante e pode-se
dizer inovadora no assunto foi apresentada por Nelder e Wedderburn (1972),
que propuseram os modelos lineares generalizados (MLGs). A ideia bésica
consiste em abrir o leque de opgoes para a distribuicao da variavel resposta,
permitindo que a mesma pertenca a familia exponencial linear de distri-
buigoes, bem como dar maior flexibilidade para a relacao funcional entre a
média da variavel resposta e o preditor linear 7. Assim, por exemplo, para
dados de contagem, em vez de aplicar a transformagao ,/y no sentido de
buscar a normalidade dos dados e constancia de variancia, pode-se supor que
a distribuicao de Y é Poisson e que a relagao funcional entre a média de Y
e o preditor linear é dada por log(u) = n. Essa relagao funcional é conveni-
ente, uma vez que garante para quaisquer valores dos parametros do preditor
linear um valor positivo para y. Similarmente, para proporgoes, pode-se pen-
sar na distribuicao binomial para a resposta e numa relagao funcional do tipo
log{u/(1 —p)}, em que 0 < u < 1 denota a proporcao esperada de sucessos.

Nelder e Wedderburn propuseram também um processo iterativo para a
estimacgao dos parametros e introduziram o conceito de desvio que tem sido
largamente utilizado na avaliacao da qualidade do ajuste dos MLGs, bem
como no desenvolvimento de residuos e medidas de diagndstico. Intimeros
trabalhos relacionados com modelos lineares generalizados foram publica-
dos desde 1972 bem como a implementacao dos MLGs em alguns softwa-
res. Neste texto as saidas e graficas foram desenvolvidos no software R
(http://CRAN.R-project.org).

Os modelos de quase-verossimilhanga, que estendem a ideia dos MLGs

para situagoes mais gerais incluindo dados correlacionados, foram propos-



tos por Wedderburn (1974). Os modelos de dispersao (Jgrgensen, 1983)
ampliam o leque de opgoes para a distribuicao da variavel resposta. Li-
ang e Zeger (1986) estendem os modelos de quase-verossimilhanga propondo
as equagoes de estimagao generalizadas (EEGs) que permitem o estudo de
variaveis aleatorias correlacionadas nao gaussianas. Os modelos nao linea-
res de familia exponencial (Cordeiro e Paula, 1989 e Wei, 1998) admitem
preditor nao linear nos parametros. Tem-se ainda os modelos aditivos gene-
ralizados (Hastie e Tibshirani, 1990; Green e Silverman, 1994; Wood, 2017)
que supoem preditor linear formado também por fungoes aditivas e parciais
aditivas e os modelos lineares generalizados mistos (Breslow e Clayton, 1993
e McCulloch e Searle, 2001) que admitem a inclusdo de efeitos aleatérios
gaussianos no preditor linear. Mais recentemente, Lee e Nelder (1996, 2001)
estenderam o trabalho de Breslow e Clayton propondo modelos lineares ge-
neralizados hierarquicos em que o preditor linear pode ser formado por efei-
tos fixos e efeitos aleatérios nao gaussianos. Muitos desses resultados sao
discutidos no livro de Lee et al. (2006). Extensoes de MLGs para séries
temporais, andlise de dados de sobrevivéncia, modelos de espaco de estado e
outros modelos multivariados sao descritas, por exemplo, em Fahrmeir e Tutz
(2001). Os modelos aditivos generalizados de localizacao, escala e forma pro-
postos por Rigby e Stasinopoulos (2005) contemplam as diversas extensoes
dos MLGs. Referéncias de texto no assunto sao os livros de McCullagh e
Nelder (1989) e Cordeiro (1986).

Neste capitulo os modelos lineares generalizados sao introduzidos junta-
mente com varios resultados relacionados com estimacao, teste de hipoteses,
métodos de diagndstico e selecao de modelos. Algumas aplica¢oes sao apre-
sentadas no final do capitulo, como também varios exercicios tedricos e

praticos.



1.2 Definicao

Sejam Y7, ...,Y, varidveis aleatérias independentes, cada uma com funcao

densidade de probabilidade ou funcao de probabilidade na forma dada abaixo

f(yi;0i, 0) = exp[p{yiti — b(0:) } + c(ys, 9], (1.1)

denominada familia exponencial linear. Pode-se mostrar sob condig¢oes usuais

de regularidade que

logf (Vi 0;,0) |

E{ 20, } =0

o [Plosf(Vibi0)] {8logf(Yz-;9m>}2
S el e [ e U

em que E(Y;) = u; = V(6;) e Var(Y;) = ¢ 'V (), sendo V; = V(w;) =
du;/df; é denominada funcao de variancia e ¢~ > 0 (¢ > 0) é o parametro
de dispersao (precisao), i = 1,...,n. A funcao de variancia desempenha um
papel importante na familia exponencial, uma vez que a mesma caracteriza
a distribuicao. Isto é, dada a funcao de variancia, tem-se uma classe de dis-
tribuigoes correspondentes, e vice-versa. Para ilustrar, a funcao de variancia
definida por V(u) = pu(1—p), 0 < p < 1, caracteriza a classe de distribuigoes
binomiais com probabilidades de sucesso p e 1 — . Uma propriedade inte-

ressante envolvendo a distribuicao de Y e a funcao de variancia ¢é a seguinte:

VoY —p) —q NO,V(), quando ¢ — oc.

Ou seja, para ¢ grande Y segue distribuicao aproximadamente normal de
média p e variancia ¢V (u). Esse tipo de abordagem assintética, diferente
da usual em que n é grande, foi introduzida por Jgrgensen (1987).

Os modelos lineares generalizados sdo definidos por (1.1) e pela parte

sistematica

9(pi) = mi, (1.2)
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em que 7; = x; 3 é o preditor linear, 8 = (81,...,08,)", p < n, é um vetor
de parametros desconhecidos a serem estimados, x; = (@1, ..., %;,)  repre-
senta os valores de varidveis explicativas e ¢g(-) é uma fungdo mondtona e
diferenciavel, denominada funcao de ligacao. Apresenta-se a seguir as distri-

buigoes mais conhecidas pertencentes a familia exponencial linear.

1.2.1 Casos particulares

Normal

Seja Y uma varidvel aleatéria com distribui¢ao normal de média p e variancia
02, Y ~ N(u,0?). A funcao densidade de probabilidade de Y é expressa na
forma

oV 2 o2

em que —0o < g,y < oo e o2 > 0. Logo, para 6 = p, b(0) = 0?/2, ¢ = 02

e c(y; ¢) = 3log(e/2m) — quyZ obtém-se (1.1). Verifica-se facilmente que a

fungao de variancia é dada por V(u) = 1.

Poisson
No caso de Y ~ P(u), a func¢ao de probabilidade fica dada por

e [yl = exp{ylog(p) — p —log(y!)},
em que up > 0 ey = 0,1,.... Fazendo log(u) = 6, b)) = €, ¢ = 1 e
c(y; ¢) = —log(y!) obtém-se (1.1). Segue portanto que V(i) = p.
Binomial

Seja Y* a proporcao de sucessos em n ensaios independentes, cada um com

probabilidade de ocorréncia p. Denota-se nY* ~ B(n,u). A funcao de
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probabilidade de Y* fica entao expressa na forma

(nZ*>Mny*(1_,u)n—ny* = exp {log (TLZ*> + ny* log (ﬁ) + nlog(l — ,u)} ,

em que 0 < p,y* < 1. Obtém-se (1.1) fazendo ¢ = n, 6 = log{u/(1 — u)},
b(#) = log(1 +€?) e c(y*; ¢) = log (qﬁi) A fungao de variancia fica dada por
V() = p(1—p).

Gama

Seja Y uma variavel aleatoéria com distribuicao gama de média u e coeficiente
de variacao qb’%, denota-se Y ~ G(u,¢). A fungao densidade de probabili-
dade de Y é dada por

1 (dy\* oy
T@(j) xp (‘;) d(logy) = exp[p{(—y/p) —log(n)} —log(T'(¢)) +
plog(dy) — log(y)],

em quey >0, ¢ >0, u>0eT(¢) = [Tt edt é a fungdo gama. Logo,
fazendo 6 = —1/p1, b(6) = —log(—6) e c(y; 6) = (¢ — 1)log(y) + ¢ log(9) —
log(I'(¢)) obtém-se (1.1).

Para 0 < ¢ < 1 a densidade da gama tem uma pole na origem e decresce
monotonicamente quando y — co. A exponencial é um caso especial quando

= 1. Para ¢ > 1 a funcao densidade assume zero na origem, tem um
méximo em y = p — p1/¢ e depois decresce para y — co. A xi é um outro
caso especial quando ¢ = k/2 e p = k. A distribuicdo normal é obtida
fazendo ¢ — oco. Isto é, quando ¢ é grande Y ~ N(u, ¢~V (u)). Tem-se que
¢ =E2(Y)/Var(Y) é o inverso do coeficiente de variagao de Y ao quadrado,
ou seja, ¢ = 1/(CV(Y))?, em que CV(Y) = /Var(Y)/E(Y). A funcio de

variancia da gama ¢ dada por V(i) = p?.



Normal inversa

Seja Y uma variavel aleatéria com distribuicao normal inversa de média p e
parametro de precisao ¢, denotada por Y ~ NI(u, ¢) e cuja fungao densidade

de probabilidade ¢ dada por

— 1) 1 1
ny?’exp{—%—@m} = exXp {Qf){—%ﬂ + ;} 3 {log(27ry3/¢) + g}} )

em que y > 0, u > 0. Fazendo 0 = L b(0) = —(—20)42 ¢ c(y; ¢) =

_Q“Qa

tlog{p/(2my®)} — % obtém-se (1.1). A normal inversa se aproxima da normal
quando ¢ — co. Ou seja, para ¢ grande tem-se que Y ~ N(u, o~V (1)), A
funcao de variancia fica aqui dada por V(i) = p?.

Na Tabela 1.1 é descrito um resumo dessas distribuigoes.

Tabela 1.1

Principais distribuicoes pertencentes a familia exponencial linear.
Distribuicao b(0) 0 0] V()
Normal 62 /2 L o2 1
Poisson e? log(p) 1 i
Binomial log(1 +¢?) log{u/(1 — )} n pu(l — )
Gama —log(—0) —1/p 1/(CV(Y))? w2
N.Inversa —v—20 —1/24? 0] T

1.3 Ligacoes canonicas

Supondo ¢ conhecido, o logaritmo da fungao de verossimilhanca de um MLG

com respostas independentes pode ser expresso na forma
L(B) = Z ¢{yibi — b(0:)} + Z c(Yi, 9).
i=1 i=1

Um caso particular importante ocorre quando o parametro canoénico () coin-

cide com o preditor linear, isto é, quando 6; = n; = Z§:1 x;;3;. Nesse caso,
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L(B3) fica dado por

L(B) = Z o{yi injﬂj — b(z zii05)} + Z (Yi, ¢).

Definindo a estatistica S; = ¢ Y., Yix;;, L(B) fica entdo reexpresso na forma

L(B) = Z $jBj — ¢Z b(z i B) + Z (Yi, 9)-
Jj=1 =1 7j=1 =1

Logo, pelo teorema da fatorizacio a estatistica S = (Sy,...,S,)" é suficiente
minimal para o vetor 8 = (31,...,08,)". As ligacdes que correspondem a tais
estatisticas sao chamadas de ligacoes canonicas e desempenham um papel
importante na teoria dos MLGs. As ligagdes candnicas mais comuns sao

dadas abaixo.

Distribuicao Normal Binomial Poisson Gama  N. Inversa

Ligagio ~ p=1 10g{ﬁ}=n log(p)=n p'=n p?=n

Uma das vantagens de usar ligacoes canonicas é que as mesmas garantem
a concavidade de L(3) e consequentemente muitos resultados assintéticos
sao obtidos mais facilmente. Por exemplo, a concavidade de L(3) garante
a unicidade da estimativa de maxima verossimilhanca de 3, quando essa
existe. Para ligacoes nao canonicas Wedderburn (1976) discute condigoes

para a existéncia da concavidade de L(3).

1.3.1 Outras ligacgoes
Ligacao probito

Seja p a proporcao de sucessos de uma distribuicao binomial. A ligacao

probito é definida por
(1) =,

8



em que ®(+) é a funcado de distribuigdo acumulada da normal padrao.

Ligacao complemento log-log

A distribuicao do valor extremo (logaritmo da exponencial) tem fungao den-

sidade de probabilidade dada por

J(y) = exp{y — exp(y)},

em que —oo < y < 00. Logo, a funcao de distribuicao acumulada fica dada

por

Figura 1.1:
extremo.

F(y) =1 — exp{—exp(y)}.
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O modelo binomial com ligacao complemento log-log é definido tal que

p=1—exp{—exp(n)},

ou, equivalentemente,
log{—log(1 — p)} = 7.

A ligacao logito é definida de forma similar. A funcao densidade de pro-

babilidade da distribuicao logistica é dada por

exp(y)
) = T ey

em que —oo < y < 0o. Dai segue que a fungao de distribuicao acumulada
fica expressa na forma

ey

F(y):m-

O modelo logistico binomial é obtido substituindo F(y) por p e y por n na
expressao acima. Como no caso binomial o parametro de interesse sempre é
uma probabilidade, fica muito razoavel que funcoes de distribuicoes acumu-
ladas sejam utilizadas para gerarem novas ligacoes e consequentemente novos
modelos. Na Figura 1.1 tem-se a F(y) da distribuicao logistica e da distri-
buicao do valor extremo para valores de y variando no intervalo [—-3, 3]. Note
que a curva logistica é simétrica em torno de F(y) = 1/2, enquanto que a

curva do valor extremo apresenta comportamentos distintos para F'(y) < 1/2

e F(y) > 1/2.

Ligacao de Box-Cox

Uma classe importante de ligacoes, pelo menos para observacoes positivas, é

a classe de ligacoes de Box-Cox definida por

n=(u*—=1)/x
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Figura 1.2: Ligacao de Box-Cox para alguns valores de A.

para A # 0 e n = log(u) para A — 0. A ideia agora ¢é aplicar a transformagao
de Box-Cox, definida na Secao 1.1, na média da variavel resposta ao invés de
transfor a prépria variavel resposta. Tem-se na Figura 1.2 o comportamento

de u para alguns valores de A e para n variando no intervalo [0, 10].

Ligacao de Aranda-Ordaz

Uma outra transformagao importante foi proposta por Aranda-Ordaz (1981)

para dados binarios. A transformagao é dada por

nzlog{W},

«

em que 0 < 4 < 1 e a éuma constante desconhecida. Quando @ = 1 tem-se a

ligacao logito n = log{p/(1—p)}. Quando o — 0 tem-se {(1—p) " *—1}/a —
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Figura 1.3: Ligacao de Aranda-Ordaz para alguns valores de a.

log(1— )™t de modo que n = log{—log(1—p)} e obtém-se portanto a ligagao
complemento log-log. Na Figura 1.3 tem-se o comportamento de p para
alguns valores de . Em muitas situagoes praticas o interesse pode ser testar
se o modelo logistico é apropriado, Hy : @ = 1, contra a necessidade de uma
transformacao na ligagao, Hy : o # 1.

Os MLGs sao ajustados no aplicativo R através do comando glm. Para
ilustrar uma aplicagao, supor que o interesse ¢ ajustar um modelo de Poisson
com ligacao canodnica e que a variavel resposta é denotada por resp com
variaveis explicativas covl e cov2. Pode-se mandar os resultados do ajuste
para um arquivo (objeto no R), por exemplo com nome fit.poisson, através
do comando

fit.poisson = glm( resp ~ covl + cov2, family=poisson).

Com o comando

summary (fit.poisson)
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tem-se um resumo dos resultados do ajuste.

1.4 Funcao desvio

Sem perda de generalidade, supor que o logaritmo da funcao de verossimi-
lhanga seja agora definido por

Lp;y) = > L vs),
i=1
em que i; = g~ *(n;) e m; = x; B. Para o modelo saturado (p = n) a funcao

L(p;y) é estimada por
Liy;y) = Y L(yi ).
i=1

Ou seja, a estimativa de méxima verossimilhanca de p; fica nesse caso dada
por fi; = y;. Quando p < n, denota-se a estimativa de L(p;y) por L(f;y).

Aqui, a estimativa de maxima verossimilhanca de p; serd dada por ji; =

A

9 (1:), em que 7; = x; B.

A qualidade do ajuste de um MLG é avaliada através da fungao desvio

D*(y; i) = ¢D(y; i) = 2{L(y;y) — L(i;y)},

que ¢ uma distancia entre o logaritmo da funcao de verossimilhanga do
modelo saturado (com n parametros) e do modelo sob investigacao (com
p parametros) avaliado na estimativa de méaxima verossimilhanga ,@ Um
valor pequeno para a fungao desvio indica que, para um nimero menor de
parametros, tem-se um ajuste tao bom quanto o ajuste com o modelo sa-
turado. Denotando por 6; = 0;(f1;) e 0, = 0;(f1;) as estimativas de méxima

verossimilhanca de § para os modelos com p parametros (p < n) e saturado
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p = n), respectivamente, tem-se que a funcdo D(y; ft) (nao escalonada por

n

¢) fica, alternativamente, dada por

D(y; 1) =2 Z{yz(éz — 0;) + (b(6:) — b(6:))}.
i=1

A seguir a funcao desvio é derivada para alguns casos particulares. O
desvio no R sai com o nome deviance apos o ajuste do modelo e o niimero
de graus de liberdade correspondente é dado por n — p. E usual denotar
D(y; o) = >0, d*(yi; fis), em que d*(y;; fu;) serd denominado componente do

desvio nao escalonado.

Normal

Aqui 0; = p;, logo 9~Z =y, e HAZ = f1;. O desvio fica portanto dado por
D(y; 1) =2 {wilyi — i) + 07/2 =47 /2} = > (i — )’
i=1 =1
que coincide com a soma de quadrados de residuos.

Poisson

Neste caso tem-se 0; = log(u;), o que implica em 6; = log(y;) para y; > 0 e

0; = log(ji;). Assim,
D(y; ) = QZ{yilog(yz‘/ﬂi> — (yi — )}
i=1

Se y; = 0 0 i-ésimo termo de D(y; 1) vale 2/i;. Resumindo, tem-se o seguinte

resultado para o modelo de Poisson:

Py i) = 4 2woai/ i) = (yi = fu)} se yi > 0;
yl? (A 2/11 se yl — O
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Binomial

No caso binomial em que Y; ~ B(n;, pi;), i = 1,. .., k, obtém-se 0, = log{y;/(n;—
yi)} e 0, = log{/;/(1 — f1;)} para 0 < y; < n;. Logo, o desvio assume a se-

guinte forma:

D(y; ft) = QZ[yilog(yi/niﬂi) + (ni — yi)log{ (1 — yi/mi) /(1 — f1;) }].

Todavia, quando y; = 0 ou y; = n;, 0 i-ésimo termo de D(y; 1) vale —2n;log(1—
;) ou —2n;logji;, respectivamente. Portanto, os componentes do desvio no

caso binomial assumem as seguintes formas:

yilog(yi/mifis) + (ni — yi)log{(1 — vi/m:) /(1 — f1;)} se 0 <y; <ny;

d*(yi; i) = § —2nilog(1 — fi;) se y; = 0;
—2n,logji; se yi = 1.

Gama

No caso gama, 0; = —1/y; e 6; = —1/f1;. Assim, segue que o desvio (quando

todos os valores sao positivos) pode ser expresso na forma
D(y; fr) = 22{—10g(%’/ﬂi) + (i — fui)/ 1}
i=1

Se algum componente de y; é igual a zero o desvio fica indeterminado. Mc-

Cullagh e Nelder (1989) sugerem substituir D(y; ft) nesse caso por
D*(y; 1) = 20C(y) + 26 Y log(jis) + 20 > _(yi/fu),
i=1 i=1

em que C(y) é uma fungao arbitréaria, porém limitada. Pode-se, por exemplo,

usar C(y) = >0 ui/(1+ ).
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Normal inversa

Para este caso 0; = —1/2y2 e 6; = —1/2i2. A funcdo desvio fica entéo dada

por
n

D(y; o) = > (yi — 1)/ (wifl)-

=1
1.4.1 Medida R?

Na regressao normal linear, como é bem conhecido, uma medida de qualidade

do ajuste é dada pelo coeficiente de determinagao, definido por

SQRes S0 i)

SQT B Z?:l(yi — )2 ’

em que SQRes e SQT denotam, respectivamente, a soma de quadrados de

R?=1

residuos e a soma de quadrados total, e 0 < R? < 1. Um refinamento dessa
medida é obtido ajustando-se os graus de liberdade das formas quadraticos,

obtendo-se o coeficiente de determinagao ajustado

R_1_ SQRes/(n —p) 1 (n—1)> (v — ?%)2

SQT/(n—1) = (n—p) > (i —0)?

) —9 . . =2
Mostra-se facilmente que R~ < R? e nao necessariamente R~ aumenta com o
aumento do ntimero de variaveis explicativas.

Uma extensao natural para os MLGs é dada por

2, D(y;p)

RP=1-——,

D(y;¥)
em que D(y;y) denota o desvio do modelo apenas com o intercepto. Na
pratica o coeficiente de determinagao para os MLGs (exceto para o caso
normal) raramente é superior a 0,40, sendo portanto esse valor utilizado
como referéncia de excelente ajuste. Contudo, ha varias outras propostas de

pseudo R? em regressao. Por exemplo, a proposta de Cox e Snell em que
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RZ=1- {L(y;y)/L(ﬂ,;y)}%. A ideia aqui é subtrair de 1 a n-ésima raiz
de duas vezes a razao entre o menor valor e o valor ajustado do logaritmo
da funcao de verossimilhanca. Como essa quantidade em geral nao alcanca
o valor 1, Nagelkerke, Cragg e Uhler propdem uma correcio R* = [l —
{L(y;y)/L(; y)}%]/[l—L(y; y)%] Esss duas quantidades podem ser obtidas
na biblioteca GAMLSS do R (ver, por exemplo, Stasinopoulos et al., 2017)
através dos comandos

require(gamlss)

ajuste = gamlss(resp ~ covl + cov2, family=P0)

Rsq(ajuste, type="both").

1.4.2 Resultados assintoticos

Embora seja usual comparar os valores observados da funcao desvio com os
quantis da distribuicao qui-quadrado com n — p graus de liberdade, em geral
D(y; f¢) ndo segue assintoticamente uma Xi—p- No caso binomial quando
k é fixo e n; — oo para cada i, D(y;ft) segue sob a hipdtese de que o
modelo é verdadeiro uma xi,p- Isso nao vale quando n — oo e np; (1 — ;)
permanece limitado. Para o modelo de Poisson, quando p; — oo para todo
i, segue que D(y; @) ~ Xi—p- No caso normal, como é conhecido para o?
fixo, D(y; 1) ~ 0®x5_,. Lembre que E(x?) = r, assim um valor do desvio
proximo de n—p pode ser uma indicacao de que o modelo estda bem ajustado.
Em geral, para os casos em que D*(y; fx) depende do parametro de dispersao
¢~ 1, o seguinte resultado (Jorgensen, 1987) para a distribuigao nula da fun¢io

desvio pode ser utilizado:
D*(y: ft) ~ X5_,, quando ¢ — oc.

Isto é, quando a dispersao é pequena, fica razoavel comparar os valores ob-

servados de D*(y; ft) com os quantis da Xi—p- Em particular, para o caso
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normal linear, o resultado acima diz que Y 7" | (y; — i1;)*/0® ~ x5_, quando
02 — 0. No caso do modelo gama, o desvio estard bem aproximado por uma
qui-quadrado com n — p graus de liberdade a medida que o coeficiente de

variagao ficar préximo de zero.

1.4.3 Analise do desvio

Supor para o vetor de parametros 3 a particao 8 = (8, ,8, )", em que 3,
é um vetor g-dimensional, enquanto 3, tem dimensao p — g e ¢ é conhecido
(ou fixo). Portanto, pode haver interesse em testar as hipdteses Hy : 3, = 0
contra Hy : B, # 0. As fungbes desvio correspondentes aos modelos sob Hy
e H serdo denotadas por D(y; 1°) e D(y; ft), respectivamente, em que f1° é
a estimativa de maxima verossimilhanca sob Hy. A estatistica do teste da

razao de verossimilhancas fica nesse caso dada por

Erv = o{D(y; &) — D(y; )}, (1.3)
isto é, a diferenca entre dois desvios. Como é conhecido, sob a hipdtese nula,
Ery ~ Xg quando n — oco. De forma similar, pode-se definir a estatistica

p_ (D i") = Dly: 1)} /g

D(y;i)/(n—p)
cuja distribuigao nula assintética é uma Fy ,—p,) quando o denominador de

(1.4)

(1.4) é uma estimativa consistente de ¢! (ver, por exemplo, Jgrgensen,
1987). A vantagem em utilizar (1.4) em relacao a (1.3) é que a estatistica F
nao depende do parametro de dispersao. O resultado (1.4) também é verifi-
cado quando ¢ — oo e n é arbitrario. Quando ¢ é desconhecido a estatistica
do teste da razao de verossimilhancas assume uma expressao diferente de
(1.3). A estatistica F acima fica, no caso normal linear, reduzida a forma

conhecida dada abaixo

F— Do (Wi = 9)? = >0 (yi — )’
qs®

Y
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em que s =Y (y; — f1;)*/(n—p) é o erro quadratico médio do modelo com
p parametros. A forma da estatistica F dada em (1.4) pode ser obtida, em
particular, quando tem-se uma hipotese de igualdades lineares num modelo

de regressao normal linear. Como ilustracao, supor o modelo
y =XB+ Wy +e,

em que € ~ N(0,0%I,), X é uma matriz n x p, I, é a matriz identidade
de ordem n, W é aqui uma matriz n X ¢, ambas de posto completo, B =

(Bi,-- - By) ey =(7,...,7)". Considere as hipiteses
Hy: CO =0 contra H;: CO # 0,

em que @ = (8",4")" e C é uma matriz k x (p+ ¢) de posto completo. O
acréscimo na soma de quadrados de residuos devido as restrigoes em Hy é

dado por
ASQ(CO =0) = (CO)"{C(Z"Z)~'CT}"'(CH),

em que @ = (Z7Z)'Z7y ¢ Z = (X, W). A estatistica F para testar Hy fica

entao dada por

ASQ(CO =0)/k
D(y;p)/(n—p—4q)
em que D(y;ft) é o desvio do modelo completo com p + ¢ parametros e
ASQ(CO = 0) = D(y; i”) = D(y; f), com D(y; ) sendo o desvio do modelo
sob Hy. Portanto, F assume a forma
p_ (DO i") = Dly: 1)}/
D(y;p)/(n—p—4q) ’

e segue, sob Hy, uma distribuicao I (,—,—q). No caso de testar Hy : v = 0

F=

contra Hy : v # 0, a matriz C tem dimensao ¢ x (p + ¢) com a i-ésima
linha tendo o valor 1 na posicao p + ¢ e zeros nas demais posicoes. Essa
formulagao pode também ser aplicada quando ha interesse na inclusao de

novas covariaveis num modelo de regressao normal linear.
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Tabela 1.2
Andlise do desvio (ANODEV) supondo dois fatores na parte sistemdtica.

Modelo Desvio  Diferenca G.L. Testando
Constante Dy
Do — Dy n(A)—1 A ignorando B
Do — Dp n(B) —1 B ignorando A
+A Dy

Dy —Dasp n(B) —1 BJ|A ignorando AB
+B Dpg
D —Duasn n(A)—1  A|B ignorando AB
+A+B DA+B
DA+B_DAB {TL(A)—l}X AB|A+B
fn(B) -1}
+A+B+AB  Dyp

Para ilustrar o uso das diferencas de desvios para hipdteses em modelos
encaixados, supor um MLG com dois fatores, A e B. O fator A com n(A)
niveis e o fator B com n(B) niveis. Na Tabela 1.2 tem-se os possiveis testes
envolvendo os dois fatores. Em particular, se o interesse é testar a inclusao do
fator B dado que o fator A ja estd no modelo, deve-se comparar a diferenca
A{D(y; fr4)—D(y; e 4 5)} com os niveis criticos da distribuicao qui-quadrado
com {n(B) — 1} graus de liberdade. Alternativamente, pode-se comparar o
valor observado da estatistica F correspondente com os niveis da distribuicao
F com {n(B) — 1} e {n — n(A) — n(B) + 1} graus de liberdade. No caso
normal linear pode ser construida a tabela ANOVA utilizando a estatistica F
no lugar da diferenca entre desvios. A vantagem disso é o fato do parametro
de dispersao ¢! nao precisar ser estimado. Através do comando anova() o
R fornece uma tabela ANODEV para os ajustes colocados como objetos. Por
exemplo, supor que os objetos fitl.reg, fit2.reg e fit3.reg correspon-
dam aos ajustes de um MLG com um, dois e trés fatores, respectivamente.

Entao, o comando
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anova(fitl.reg,fit2.reg,fit3.reg)
fornece uma tabela ANODEV comparando os trés fatores.

Como aplicacao do ANODEV, considere o exemplo descrito na Secao 1.12.2
em que um modelo logistico com resposta Bernoulli é ajustado para explicar a
ocorréncia de cancer de pulmao numa amostra de 175 pacientes com processo
infeccioso pulmonar, em que foram observadas as variaveis explicativas SEXO
e IDADE e a intensidade das células HF e FF. A parte sistematica do modelo

é representada abaixo

1 4+ SEXO + IDADE + HL + FF,

em que 1 denota a presenca de intercepto no modelo, SEXO (1:feminino,
0:masculino), IDADE (em anos) e HL e FF sao dois fatores com 4 niveis
cada um representando a intensidade de dois tipos de célula. A Tabela 1.3

resume alguns resultados.

Tabela 1.3
Andlise do desvio referente ao exemplo sobre processo
infeccioso pulmonar.
Modelo  Desvio Diferenca G.L. Testando
Constante 236,34 - - -

+SEXO 23520 1,14 1 SEXO
+ IDADE 188,22 46,98 1 IDADE | SEXO

+ HL 162,55 25,67 3 HL | SEXO +
IDADE

+ FF 157,40 9,15 3 FF | SEXO +

IDADE + HL

Para calcular os niveis descritivos das diferencas apresentadas na Tabela
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1.3, pode-se aplicar o comando pchisq(dv,q) do R. Por exemplo, para cal-
cular o nivel descritivo referente ao efeito do fator SEXO, aplica-se

1 - pchisq(1.14,1)
obtendo-se P = 0, 285. Similarmente, para testar a inclusao de FF dado que
ja temos no modelo 1+SEXO+IDADE+HL, aplica-se

1 - pchisq(5.15,3)

e obtém-se P = 0, 1611, indicando que o fator FF é néo significativo a 10%.
1.5 Funcao escore e informacao de Fisher

1.5.1 Escore e Fisher para (3

Considere a particao 6 = (BT, ®)" e denote o logaritmo da funcao de verossi-
milhanga por L(8). Para obter a func¢ao escore para o parametro (3 deriva-se

inicialmente L(0) com relagdo a cada coeficiente

. & d0; dp; On;  db(0;) dO; dyu; Ony
aL(O)/(()ﬂ] - ZZ ¢ {yz dMi dm‘ 5]‘ do; d,ui dni 86]

“ du; /dn; du; /dn;
= Z¢{yi(MT/in)l‘zj—M%$ij}

= i¢{ %(yz’ - ui)xz‘j} :

em que w; = (du;/dn;)?/V;. Logo, é possivel escrever a funcio escore na

forma matricial

oL(0
Us(0) = 29 xrwiviy - ),
B
em que X é uma matriz n X p de posto completo cujas linhas serao de-
notadas por x,,i = 1,...,n, W = diag{wy,...,w,} é a matriz de pesos,

V:diag{‘/l?"wvn}?y:(yl>"'ayn)T ell»:(/h;---,un)T-
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A matriz de informagcao de Fisher para o parametro 3 é obtida derivando-

se novamente L(0) com relagdo aos coeficientes

“L(0)/0B;08 = ¢ Z

" a8, d2ul

+¢ Yi % Lij s
S d; (dp\’

_(bz d,U/Z <d_77z) LijTig,

cujos valores esperados ficam dados por

E{0°L(0)/08;08:} = —¢Z

dyu;
( ﬂ) LijLip
dpi \ dn;

(dp;/dn;
= —¢Z %%’jxw
i=1

i
n
= —¢E WiLijLie-
i=1

Logo, a submatriz de informacao de Fisher para 3 fica expressa na forma

matricial

Kgs(0) = E {— g;ggg

Em particular, para ligagdo canonica (6; = 7;), essas quantidades tomam

} = X WX.

formas simplificadas
U =0¢X"(y—pn) e Kgg=0X"VX,

respectivamente. Particionando o vetor de parametros tal que 3 = (BlT, ,BQT)T,
a funcgao escore e a matriz de informacao de Fisher ficam para o parametro
B:, respectivamente, dadas por Upg, = PXTW:eV2(y — p) e Kgp =
dX| WX;.
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1.5.2 Escore e Fisher para ¢

A funcao escore para o parametro ¢ fica dada por

IL(6)
o

_ Z{y,ﬂi — b6} + Z  (yi; 9),

Uy(0) =

em que c(y;; ¢) = dc(y;, ¢)/d¢. Para obter a informagao de Fisher para ¢ é
preciso calcular 9°L(0)/0¢* = > | ' (yi; ¢), em que ¢’ (y;; ¢) = d*c(y;, @) /dd*.

Assim, a informacao de Fisher para ¢ fica dada por
Kos(8) = =D E{(Yi;9)}.
i=1

1.5.3 Ortogonalidade

Tem-se que 02L(0)/9B8¢ = 37, \/wiV; N(y; — pu;)x;. Portanto, verificamos
facilmente que 3 e ¢ sao ortogonais, isto é, Kg4(0) = E[—0%L(0)/080¢] = 0.
Logo, segue que a matriz de informagao de Fisher para 6@ é bloco diagonal
sendo dada por Kgy = diag{Kps, Kss}. A funcdo escore para 0 fica dada

por Uy = (Ug, U,)". A seguir sao discutidos alguns casos particulares.

1.5.4 Casos particulares

Normal

A fungao de variancia no caso normal é dada por V(u) = 1 (du/df = 1).
Logo, w = (df/dn)*. Em particular para ligagao canonica (0 = n), obtém-se

w = 1. Assim,

Us=0X"(y—p) e Kgg=0X"X,
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como é conhecido. Segue ainda o resultado

n n

2
U, = Z (yiﬂi - MQ—Z) + ch(yi§ b),
=1

i=1
em que ¢ (y;; ¢) = 1/2¢ —y?/2. Dai segue que ”’(y;; ¢) = —1/2¢* e portanto
Kos = — 2 E{"(Yii 9)} = n/24".

Poisson

Aqui a funcao de variancia é dada por V(u) = p. Logo, w = u(df/dn)>.
Para ligagao candnica (log(u) = 1) os pesos sdo as préprias médias, isto é
w = p. Em particular, para ligagao raiz quadrada (/& = 1), obtém-se w = 4.
Assim, Us = XTV-2(y — p) e Kgg = XTX.

Binomial

No caso binomial, a funcao de variancia é definida por V(u) = p(1 — p), em
que 0 < p < 1. Portanto, segue que w = p(1 — u)(df/dn)?. Por convengao é
assumido que w = nu(1 — u)(df/dn)? e $ = 1. No caso de ligacao canonica
(log{p/(1 — )} = n) os pesos sdo as variancias das binomiais, isto é w =

nu(l — p). As matrizes Ug e Kgg ficam nesse caso dadas por
Usg=X"(y—p) e Kgg=X"VX,

em que X é uma matriz k X p, y = (Y1, Yn) 5 b = (Mapir, ..., ngig)’ e

V = diag{nip (1 — 1), .. o, mpepar (1 — pr) }-

Gama

Para o caso gama V(u) = pu?. Logo, w = p*(df/dn)?. Em particular, para
um modelo log-linear (log(u) = 1), obtém-se du/dn = p, o que implica em
w=1. Assim, Ug = ¢X "V 2(y — ) e Kz = ¢XX, similarmente ao
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caso normal. Para ligacao canonica, w = p?. A funcdo escore para ¢ fica
dada por

Uy = — Zn: <z— + 1og(m-)) + gc’(yi; é),

i=1 ¢
em que ¢'(y;; ¢) = log(y;) +1og(¢) +1 =1 (¢) e ¥(¢) =T"(¢)/T'(¢) ¢ a funcao
digama. Dai segue que ¢’ (y;;¢) = 1/¢ — /(@) e portanto

Kps = = Y B{"(Yi:9)} = n{o/(9) — 1}/0,
i=1
em que ¢'(¢) = di(¢)/d¢ é a fungao trigama.

Normal inversa

Neste caso a funcao de variancia é dada por V(u) = p3. Assim, w =

p3(df/dn)?. Pode ser muito razodvel aplicar aqui um modelo log-linear, uma
vez que as respostas sao sempre positivas. No entanto, diferente dos modelos
log-lineares com resposta de Poisson, os pesos aqui sao inversamente pro-
porcionais as médias, isto é w = p~!. Em particular para ligacao canodnica,

w = 13, e portanto Uy = ¢X(y — ) e Kgg = ¢X"VX. Tem-se ainda o

Ue=30 (1o ) 4 S et

9,2
=1 \Hi 2487 i=1
em que ¢ (y;; ¢) = 1/2¢—1/2y;. Dai segue que c”’(y;; ¢) = —1/2¢* e portanto
Kos = — 2 E{"(Yi; 9)} = n/2¢".

resultado

1.6 Estimacao dos parametros

1.6.1 Estimacao de 3

O processo iterativo de Newton-Raphson para a obtencao da estimativa de

maxima verossimilhanca de 3 ¢ definido expandindo a funcao escore Ug em
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torno de um valor inicial ,3(0), tal que
Us 2 Uy + 0% (8- 8Y),

em que U’ﬂ denota a primeira derivada de Ug com respeito a 8", sendo
Us'(0) e Ug)), respectivamente, essas quantidades avaliadas em 8. Assim,

repetindo o procedimento acima, chega-se ao processo iterativo
m—+1 m — m m
AUl = B+ {(-Up) Uy,

m = 0,1,.... Como a matriz —Uj pode nao ser positiva definida, a aplicacao
do método escore de Fisher substituindo a matriz —U}; pelo correspondente
valor esperado Kgg pode ser mais conveniente. Isso resulta no seguinte pro-
cesso iterativo:

Blm+l) — glm) {Kgé}(m)u(ﬁm)7
m =0, .... Trabalhando um pouco o lado direito da expressao acima, chega-

se a um processo iterativo de minimos quadrados reponderados
Bt — (XTWmX)~IXTWmgm) (1.5)

m=0,1,...,emquez =n+W 2V -2(y—p). A quantidade z desempenha
o papel de uma variavel dependente modificada, enquanto W é uma matriz
de pesos que muda a cada passo do processo iterativo. A convergéncia de
(1.5) ocorre em geral num nimero finito de passos, independente dos valores
iniciais utilizados. E usual iniciar (1.5) com 9@ = (g(y1), ..., g(yn))".
Apenas como ilustracao, para o caso logistico binomial, tem-se que w =
nu(1—pu) e varidavel dependente modificada dada por z = n+(y—np) /nu(l — w).
Lembrando, para o modelo normal linear nao é preciso recorrer ao processo
iterativo (1.5) para a obtengao da estimativa de maxima verossimilhanga.

Nesse caso, B assume a forma fechada
B=(X"X)"'X"y.
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Observa-se que o lado direito de (1.5) nao depende de ¢. Portanto, para

obter 3 nao é preciso conhecer ¢.

1.6.2 Estimacao de ¢

Igualando a fungao escore Uy a zero chega-se a seguinte solugao:

n . 1 n ~ ~
'(yi:0) = sD(y: o) — i0; — b(6;) },
;c (i ¢) = 5D(; 1) ;{y (6:)}
em que D(y; 1) denota o desvio do modelo sob investigagao. Verifica-se que

a estimativa de maxima verossimilhanca para ¢ nos casos normal e normal

inversa, igualando U, a zero, é dada por
n

"Dy
Para o caso gama, a estimativa de maxima verossimilhanca de ¢ sai da
equacao
2n{logd — ()} = D(y; it).
A equacao acima pode ser resolvida diretamente pelo R através da biblioteca
MASS (Venables e Ripley, 1999). Como ilustracdo, supor que os resultados do
ajuste sejam guardados em fit.model. Entao, para encontrar a estimativa
de méaxima verossimilhanca de ¢ com o respectivo erro padrao aproximado
deve-se aplicar os comandos
require (MASS)
gamma . shape (fit.model) .
Um outro estimador consistente para ¢ (de momentos) que nao envolve
processo iterativo é baseado na estatistica de Pearson, sendo dado por
> (n{@flﬂ?}
=11 V(i)

A suposicao aqui é que 3 tem sido consistentemente estimado. O R solta a

estimativa ¢ = (n —p)/D(y; t) que nao é consistente para ¢.
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1.6.3 Distribuicao assintdética

Para mostrar que 3 e ¢ sao assintoticamente normais e independentes, con-

sidere os resultados abaixo
E(Ug) =0 e VaI‘(Ug) = Kgg,

com as fungoes escore de B e ¢ sendo, respectivamente, expressas nas formas

Uz =", Ui, em que

Uip = ¢\Jwi Vi (yi — pi)x; e Uy = ZUw,

i=1
com U,y = {y:6; — b(0;)} + /(yi; ¢). Portanto, para n grande, segue pelo
Teorema Central do Limite que Uy ~ N,41(0,Kgg). Em particular, assinto-
ticamente Ug ~ N,(0,Kpzz) e Uy ~ N(0,Ky44) e Ug e Uy, sao independentes.

Expandindo Uy em série de Taylor em torno de 6 obtém-se
U, = Uy + Ujy(6 - 0),

em que Up = 0U,/ 00" . Assim, como 0 é o estimador de méxima verossimi-

lhanca de 8 tem-se que Uy = 0 e dai segue a relacao

0= 0+ (U, 'U,.
Supondo que para n grande —Uj = Ky (para ligacdo canonica Kgg = —Uj),
entao obtém-se

6=0+K, Uy,
ou seja, para n grande 0 ~ N, 1(0,Ky;). Como Kgy = diag{Kpss, Kss}
entdo assintoticamente segue que 3 ~ N, (8, K,Egl) e ¢ ~ N(0, Kd_)(;) efBed
sao independentes. Demonstracoes mais rigorosas desses resultados podem

ser encontradas, por exemplo, em Fahrmeir e Kaufmann (1985) e Sen e Singer

(1993, Cap. 7).
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1.7 Teste de hipdoteses

1.7.1 Hipébteses simples

Buse (1982) apresenta de uma forma bastante didética a interpretagao geométrica
dos testes da razao de verossimilhancas, escore e Wald para o caso de hipoteses
simples. A seguir sao apresentadas as generalizacoes para os MLGs. Supor,

inicialmente, a seguinte situagao de hipéteses simples:

Ho:B=p8" contra H,: 8 # 3°,

em que B° é um vetor p-dimensional conhecido e ¢ é também assumido

conhecido.

Teste da razao de verossimilhancas

O teste da razao de verossimilhancas, no caso de hipéteses simples, é usual-

mente definido por
Erv = 2{L(B) — L(8")}.
Essa estatistica pode também ser expressa, para os MLGs, como a diferencga

entre duas funcoes desvio

Erv = ¢{D(y; 1°) — D(y; &)},

em que i’ = g~ 1(7°), #° = XB". Em particular, para o caso normal linear,

tem-se que Epy = {D 7 (i — 19)* — 2oy (vi — f1:)?}/0”.

Teste de Wald

O teste de Wald ¢é definido, nesse caso, por
&w =[8- 6] Var ' (B)[8 - B°),
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em que Var(ﬁ) denota a matriz de varidncia-covaridncia assintética de 3
estimada em 3. Para os MLGs, Var(3) = K—(3). Assim, a estatistica de

Wald fica reexpressa na forma
&w = 9[B — BT (X"WX)[B - 8°).

Em particular, para o caso de p = 1, o teste de Wald ¢ equivalente ao teste
2 usual .
Ew = w.
Var(p)
Um problema com a estatistica de Wald, especialmente quando n(3) é nao
linear em 3, é a dependéncia de &y com a parametrizacao utilizada. Isto
é, duas formas diferentes e equivalentes para n(3), podem levar a diferentes

valores de &y .

Teste de escore

O teste de escore, também conhecido como teste de Rao, é definido quando

A

Uj(B) = 0 por
s = Ug(B%) T Vary(B)Us(8%),

em que Varg(3) denota que a variancia assintética de 3 estd sendo estimada

sob Hy. Para os MLGs tem-se que
Esp =0 "Us(B%) (XTWoX) 'Us(B"),

em que WO é estimado sob Hy, embora tenha a forma do modelo em H;.
A estatistica de escore pode ser muito conveniente em situacoes em que a
hipdtese alternativa é bem mais complexa do que a hipétese nula. Nesses ca-
sos, somente seria necessario estimar os parametros sob H; quando o modelo

em Hj fosse rejeitado. Novamente, ilustrando o caso normal linear, tem-se
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que a estatistica de escore fica expressa na forma
(sp=(y — XB") ' X(XTX) X (y — XB") /0>
Observe que, nesse caso, as estatisticas gy e &y coincidem com Egg.

Teste F

A estatistica F, que foi definida em (1.4), assume a seguinte forma para o

caso de hipoteses simples:

{D(y; &°) — D(y; 1)} /p
D(y;)/(n—p)

que para ¢ — o0 e sob Hy segue uma F), ,_p). Esse resultado vale também

F =

para n — oo quando coloca-se no denominador da estatistica F uma esti-
mativa consistente para ¢~!. Uma propriedade interessante das estatisticas
Ery, Esr e F € o fato de serem invariantes com reparametrizagoes. Isso pode
ser muito 1util na construcao de regides de confianca para os parametros. A
estatistica F' tem a vantagem adicional de nao depender do parametro de
dispersao ¢~!. Como essa estatistica pode ser obtida diretamente de funcoes
desvio, talvez seja a mais conveniente para uso pratico. Assintoticamente e
sob a hipdtese nula, segue que gy, Ew e Esr ~ Xf,-

Uma regiao assintotica de confianca para (3 baseada no teste de Wald e

com coeficiente de confianca (1 — «), é dada por
B:(B-8)(XTWX)(B-8) < ¢~'x;(1 - a)l,

em que X?)(l — «) denota o quantil (1 — «) de uma distribui¢ao qui-quadrado
com p graus de liberdade. Como essa regiao pode depender da parame-
trizacdo utilizada quando 7 é nao linear (ver, por exemplo, Ratkowsky, 1983),

pode ser mais conveniente, nesses casos, construir a regiao utilizando uma
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das estatisticas invariantes. Em particular, se a estatistica da razao de ve-

rossimilhancas for escolhida, a regiao assintética fica dada por

8 2{L(B) - L(B)} < x;(1 - a)].

Se ha interesse num subconjunto 3, ¢-dimensional, a regiao assintética de
confianca utilizando as estatisticas de Wald e da razao de verossimilhangas

ficam, respectivamente, dadas por

18: (B, — B) Var (B)(B, — B) < ¢~\2(1 — )]

18; 2{L(B) — L(8, B:(8))} < x2(1 — )],
em que 3 é aqui g-dimensional e ,32 (B) é a estimativa de méxima verossimi-

lhanga de 3, dado B (ver, por exemplo, Seber e Wild, 1989).

1.7.2 Modelos encaixados

¢ conhecido

Supor novamente a particao 3 = (BIT,,BQT)T definida na Secao 1.4.2 e as
seguintes hipéteses: Hy : B, = BY contra Hy : B, # BY. Para esse caso
tem-se que
Erv = o{D(y; °) — D(y; 1)},

em que 1’ é a estimativa de méxima verossimilhanca do MLG com parte
sistemdtica n = 7Y 4+ my, em que 7y = Y0 ;6] e pp = Y0 @B A
quantidade 7Y desempenha o papel de um offset (parte conhecida no preditor
linear), conforme a nomenclatura de modelos lineares generalizados. Para
ilustrar a utilizacao do offset, supor um modelo de Poisson com ligagao log-

linear, resposta resp, covariaveis covl e cov2 e offset dado por logt0. Para
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ajustar o modelo e armazenar os resultados em fit1l.poisson deve-se aplicar
o comando

fitl.poisson = glm(resp ~ covl + cov2 + offset(logt0),
family= poisson).
Esse tipo de recurso é muito utilizado em estudos de seguimento em que cada
individuo é observado durante um tempo diferente (vide Exemplo 1.12.4).
Como ilustragao, supor um MLG com distribuicao normal inversa, ligacao
canodnica e preditor linear dado por nn = 1 + f2covs + S3covs e que o interesse
é testar Hy : By = b, em que b é uma constante diferente de zero, contra
H, : B3 # b. Os ajustes correspondentes a Hy e H; sao, respectivamente,
dados por

fitl.ni = glm(resp ~ cov3d + offset(b*cov2),
family=inverse.gaussian)

fit2.ni = glm(resp ~ cov2+cov3, family=inverse.gaussian).
Logo, de (1.4), a estatistica F para testar Hy : B2 = b contra H; : 5y # b fica
dada por

dl = deviance(fitl.ni)

d2 = deviance(fit2.ni)

F = (dl - d2)/(d2/(n-3)).
Em particular, o offset desaparece para b = 0. O ajuste, nesse caso, fica
simplesmente dado por

fitl.ni = glm(resp ~ cov3, family=inverse.gaussian).

Teste de Wald

Para testar Hy, a estatistica de Wald fica expressa na forma

Sw = [Bl - ﬂ?]TvaT_l(Bl)[B1 - :3(1)]7
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. . AT AT
em que (3; sai do vetor 3 = (B,,8,)". Usando resultados conhecidos de

algebra linear, mostra-se que a variancia assintotica de Bl ¢ dada por
Var(By) = ¢ X[ WM WX, ],

em que X sai da partigdo X = (X1, X3), sendo portanto nxq, Xs é nx(p—q),
M, = I, — Hy ¢ Hy = W2X,(X] WX,) ' X] W2 é a matriz de projecao
ortogonal de vetores do R™ no subespago gerado pelas colunas da matriz
W:X,. Em particular, no caso normal linear, tem-se as simplificacoes Hy =

Xy (X3 X,) ' X] e Var(B,) = o2[X] (I, — Hy)Xy| ™.

Teste de escore

A fungao escore pode ser expressa na forma Uz = (b%XTW%rp, em que
rp = gzﬁ%V—%(y — ) é conhecido como residuo de Pearson. Observe que rp
tem a mesma distribui¢do de Y, no entanto, E(rp) = 0 ¢ Var(rp) =1I,. O

teste de escore é definido por

Eon = Up, (B') Vary(8,)Us, (8"),

~0

em que Uy, (8) = OL(8)/08, = 6X] WiV (y — ), B’ = (87,8, )7 e
[33 ¢ a estimativa de maxima verossimilhanca de 3, sob o modelo com parte
sistemética 19 = 1) 4 1y, isto &, sob Hy, em que 7} = X,8% e 0, = X,3,.
Trabalhando um pouco mais a expressao para Var(,@l), chega-se ao seguinte

resultado:

Var(B,) = ¢~ (RTWR) ™,
em que R =X; — X,C e C = (Xg WX,) ' XJWX;. Aqui C é uma matriz
n X ¢ cuja j-ésima coluna é o vetor de coeficientes da regressao linear (com

pesos W) da j-ésima coluna de X; sobre X,. Assim, R pode ser interpretado

como sendo uma matriz n x ¢ de residuos. A j-ésima coluna de R corresponde
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aos residuos ordindrios da regressao linear (com pesos W) da j-ésima coluna
de X; sobre X,. Assim, o teste de escore fica reexpresso na forma (vide

Cordeiro, et al., 1993)
Esr =15 WX (R WoRo) "X, Weitn,

com as quantidades rp,, W, e Ry sendo avaliadas em BO.

Para ilustrar o calculo da estatistica de escore, supor um MLG com pre-
ditor linear dado por n = (1 + [acove + [B3covs + B4covy € que o interesse
é testar Hy : B3 = [4 = 0. As matrizes X; e X5 serao entao dadas por
X1 = [covs , covy] e Xy =[1, covs]. Para um modelo de Poisson, por exem-
plo com ligacao canodnica, tem-se que w = y. Logo,VVb::(ﬁag{ﬂ?P..,ﬂg}
em que /19, ..., 0 sdo os pesos sob Hy, ou seja, os pesos do modelo ajustado
de Poisson com preditor linear n = ) + [Sacove. Portanto, é preciso apenas
fazer esse ajuste e computar WO, f{g, Ir'p, e finalmente {gp. Chamando no R
0S Pesos por W, W, por W, I'p, por rp e R, por R, os passos para o calculo de

&sr sao dados abaixo

X1 cbind(cov3d , cov4d)

X2 cbind(1 , cov2)

fit.poisson = glm(resp ~ cov2, family=poisson)

rp = resid(fit.poisson, type=‘‘pearson’’)

fit.poisson$weights

diag(w)

solve (t (X2) %*%W%h*%X2)
Cl = A%xt (X2) %xWh*%hcov3
C2 = AUxt (X2) %+ Wh*%hcovd
cbind(C1 , C2)

X1 - X2%x*JC

=]
I
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SR = solve(t(R)%*%W/A*%R)
SR = t(rp)%*%hsqrt (W) %*x%X1%*%SRY%* %t (X1) %xYsqrt (W) %xYrp .
Em particular, para o caso normal linear, C = (XjX3) 'XJX; e rp =

(y — p)/o. Logo, &sr = o 2(y — )T Xi(RTR) !X T(y — %), em que
R = X; — X,(X] X)X, X, = (I, — Hy)X;. Aqui, também as estatisticas
da razao de verossimilhancas e de Wald coincidem com a estatistica de escore.
Isso em geral vale para o modelo normal linear.

A estatistica de Wald fica, analogamente ao caso anterior, dada por
fW = ¢[@1 - ﬁg]T[RTWﬁ] [E1 - ﬁ(l]]

O célculo de R segue 0s mesmos passos descritos para o calculo do teste de
escore, com a unica diferenca de que os pesos sairao do ajuste do modelo com
todos os parametros. As mudancas nos comandos sao as seguintes:

fitl.poissom = glm( resp ~ cov2 + cov3 + cov4,
family=poisson)

w = fitl.poisson$weights

W = diag(w) .

Sob Hy e para grandes amostras, tem-se que &gy, {w € Esr ~ xi-

¢ desconhecido

No caso de ¢ ser desconhecido e o interesse for testar Hy : 8, = 3" contra
H, : B, # ,3(1), as estatisticas &ry, &sr € &y assumem formas diferentes
daquelas apresentadas para o caso de ¢ ser conhecido. Em particular, denote
por q50 e gzg as estimativas de maxima verossimilhanca de ¢ sob Hy e Hy,
respectivamente. Para facilitar a notagao da estatistica gy usa-se o resultado
c(y, ) = d(¢) + ¢a(y) + u(y) valido para algumas distribui¢oes da familia

exponencial dada em (1.1) (por exemplo normal, gama e normal inversa), em
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que a(-),d(-) e u(-) sdo fungoes diferenciaveis. Assim, a estatistica da razao

de verossimilhancas fica expressa na forma
Erv = 2{t(fr) — O"t(°)} + 2n{d(9) — d(4")},

em que t(pu) = > o {yithi — b(6;) + a(y;)} e 6; = 0(p;). Para o modelo

gama, por exemplo, tem-se que H(g) = S0 {log(yi/jus) — yi/pi} e d(6) =
olog(p) —log{l'(¢)}. A estatistica de Wald fica, por sua vez, dada por

&v = (B, -8 Var (BB, — B8]

J4 a estatistica de escore assume a forma

PUOREE - A0
§SR = Uﬁl(e )Tvarﬂ(ﬁl)U,Bl(e)
= 15 WeX,(RgWoRe) !X Weip,

A 0r— N ~0 ~0T , . . ..
em que tp, =1/ Vol (y —i’) e @ = (8 ,¢°)" é a estimativa de maxima
verossimilhanga de @ sob Hy. As trés estatisticas seguem assintoticamente e

sob Hg distribuicao x;.

1.7.3 Modelo de analise de variancia

Como ilustracao supor o modelo de analise de variancia balanceado com um
fator e dois grupos

9(pij) = o+ B;,
emquei=1,27=1,....m, ;1 =0, B = B e ¢ é conhecido. Considere
as hipéteses Hy : B = 0 contra Hy : 6 # 0. Aqui X5 é um vetor 2m x 1 de
1’s enquanto X; é um vetor 2m x 1 com 0's nas m primeiras posicoes e 1’s

nas m restantes. Daf segue que XJ WXy = m(w; + wy), X4g WX, = muws,
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C' = wy /(w1 + wy) e consequentemente

MW Wa

R"WR=——"""="_,
(w1 + wo)

em que wy e wy sao 0s pesos correspondentes aos dois grupos. A estatistica

de escore fica entao dada por

m 2
Esn = %(Z %) ,

j=1

em que f%%, 7 = 1,...,m, sao os residuos estimados de Pearson, sob Hy,
S0 _ g2 ~0N /172

correspondentes ao segundo grupo, sendo dados por 7 Py = 02 (yo; — 1°)/ V).

Em particular, sob a hipétese nula, fi° = . Assim, obtém-se a simplificacao

O — ) (1.6)
0

Esp =

em que ¥; e ¥ sao as médias amostrais correspondentes aos dois grupos e

Vo = V() é a fungao de variancia sob a hipGtese nulal.

Tabela 1.4
Ezxpressoes para as estatisticas de escore e de Wald.
Distribuicao Esr Ew
Normal ooz (U1 — 02)° 52/
Poisson 2%(371 — 12)? ;”lzﬁzﬁ) 32
: : 2m o 82 y1(m—y1)y2(m—y2)
Binomial y(2m—y) (yl y2) m y1(m—y1)+y2(m—y2)
Gama %(yl — 1J2)? %?i _52 B2
Normal inversa ‘2"7";(@71 — )2 ¢";13ﬁ322) 32

o caso binomial tomar 3; = y;/m e V(§) = (1 — §)
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Similarmente, pode-se mostrar que a estatistica de Wald fica dada por
¢m@1@2 )
Ew=—"-=0, 1.7
(W1 + w9) (1.7)
em que B denota a estimativa de maxima verossimilhanca de 5. Na Tabela
1.4 sao apresentadas as expressoes das estatisticas {gg e & para alguns casos

da familia exponencial.

1.7.4 Regressao linear simples

Supor agora um MLG com parte sistematica na forma linear simples

g(pi) =a+ px;, i=1,...,n,

e as hipoteses Hy : 8 = 0 contra Hy : 8 # 0 com ¢ conhecido. Nesse caso
obtém-se R; = (z; > 0w — > o wiry)/> o w; e RTWR = Y w;R2.
Consequentemente, Ry; = z; — Z ¢ R WoRg = @o Y0, (z; — )% Aqui,
também obtém-se 1I° = 3.

A estatistica de escore fica, portanto, dada por

_ oSl -0y

{sr = = = (1.8)
Vo 2isa(wi—2)?
em que Vo = V(7).
Similarmente, obtém-se para a estatistica de Wald
fw =05 Wil (1.9)

i=1
em que B é a estimativa de 3 sob Hj.
1.7.5 Hipébteses restritas

Pode ser de interesse, em algumas situagoes praticas, testar hipoteses na

forma de igualdades lineares, isto é, Hy : C3 = 0 contra H; : C3 # 0, em
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que C é uma matriz k X p de posto linha completo e k < p. A estimativa de
maxima verossimilhanca sob a hipdtese alternativa coincide com a estimativa
de méxima verossimilhanca irrestrita 3. No entanto, obter a estimativa de
maxima verossimilhanca sob Hy pode ser mais complexo, requerendo o uso de
algum procedimento iterativo. Nyquist (1991) propde um processo iterativo
para a obtencao da estimativa de maxima verossimilhanca em MLGs com
parametros restritos na forma C3 = 0. O processo iterativo é dado abaixo

~(m+1

Bl =5

m+1)

| (XTWmX)IeT{oXTWmX)teT -t ™t

5 (m+1)

m=20,1,..., em que 8 é (1.5) avaliado na estimativa restrita Bﬁm). A

matriz de variancia-covariancia assintotica de Bc fica dada por
Var(3,) = ¢ /(X "WX) 'L, - CT{C(X"WX)'CT} 'C(XTWX) ).

Os testes estatisticos assumem formas similares aos testes do caso irrestrito.
Em particular, quando ¢ é conhecido, o teste da razao de verossimilhancas

fica dado por
Erv = &{D(y; ﬂo) —D(y; )},
em que 1’ denota aqui a estimativa de méxima verossimilhanca de p sob

Ho : C3 = 0. J4a, o teste de escore, assume a forma
Esn=0""Us(B,)" (X WoX) ™' Us(B,),

em que W, é aqui avaliado em ﬁc. Finalmente, o teste de Wald fica dado

por

&w = [CB—0]"[Var(CB)]'[CB - 0]
— ¢8' CTIC(XTWX)LlCT]LC.

Sob Hj e para amostras grandes, as estatisticas &gy, Ew e Esr seguem uma

distribuigao xi. A distribui¢ao nula assintética dos testes acima para o caso
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Hy : CB8 = 0 contra H; — Hp, em que H; : C3 > 0, é uma mistura de
distribuigoes do tipo qui-quadrado. Fahrmeir e Klinger (1994) discutem esse
tipo de teste em MLGs.

1.8 Bandas de confianca

1.8.1 Modelo normal linear

Uma banda de confianca de coeficiente 1 —a pode ser construida para p(z) =
zT3,Vz € IRP (ver, por exemplo, Casella e Strawderman, 1980). Tem-se que
B — B ~ N,y(0,02(X"X)"1). Logo, uma banda de confianca de coeficiente
1 — a para a média pu(z),Vz € IRP, fica dada por

2 Btoe{z (X X) 2}z Vz € IR,

em que ¢, ¢ tal que Pr{xz <t =1-a. E importante observar que z é
um vetor p X 1 que varia livremente no IRP enquanto X é uma matriz fixa

com os valores das varidveis explicativas.

1.8.2 Extensao para os MLGs

Uma banda assintética de confianca de coeficiente 1 — o pode ser também
construida para p(z) = ¢g~1(zT78),Vz € IRP (Piegorsch e Casella, 1988) ge-
neralizando os resultados da secao anterior. Assintoticamente tem-se que
B—p8~ N, (0,071 (XTWX)™!). Logo, uma banda assintética de confianca

de coeficiente 1 — o para o preditor linear z' 3,Vz € IRP, fica dada por
z' 3+ \/gb_lca{zT(XTWX)_lz}%, Vz € IRP,

em que ¢, € tal que PT{XIQ) < ¢y} =1—a. Aplicando a transformagao g~'(-)

tem-se, equivalentemente, uma banda assintética de confianca de coeficiente
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1 — «a para p(z), dada por
gz BE Vo ez (XTWX) 'z}2] Vz € RP.

Lembrando que z é um vetor p X 1 que varia livremente no IRP, enquanto X
¢ uma matriz fixa com os valores das varidaveis explicativas. As quantidades

W e ¢ devem ser estimadas consistentemente.

1.9 Técnicas de diagnéstico modelo normal
linear

1.9.1 Introducao

Uma etapa importante na andalise de um ajuste de regressao é a verificacao
de possiveis afastamentos das suposicoes feitas para o modelo, especialmente
para o componente aleatorio e para a parte sisteméatica do modelo, bem como
a existéncia de observagoes discrepantes, que também podem ser classificadas
como atipicas ou destoantes, que causam alguma interferéncia desproporci-
onal ou inferencial nos resultados do ajuste. Essas observagoes sao classifi-
cadas em trés tipos: alavanca, aberrante ou influente. Tal etapa, conhecida
como analise de diagnostico, tem longa data, e comegou com a analise de
residuos para detectar a presenca de pontos aberrantes e avaliar a adequacao
da distribuicao proposta para a variavel resposta.

Inicialmente sera apresentada uma sintese dessas metodologias para o mo-
delo normal linear, sendo estendidas posteriormente para os MLGs. Entao,

considere o seguinte modelo de regressao normal linear:

Yi = Bixia + Pato; ...+ BpTpi + €,

iid .
em que €; ~ N(O,a2), Y; € Zj,...,T; denotam, respectivamente, valores

observados da resposta e de variaveis explicativas, i = 1,...,n.
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1.9.2 Pontos de alavanca

O residuo para a i-ésima observacao pode ser definido como uma func¢ao do
tipo r; = r(y;, f1;) que procura medir a discrepancia entre o valor observado e
o valor ajustado da i-ésima observacao. O sinal de r; indica a direcao dessa
discrepancia. A definicao mais usual de residuo é dada por r; = y; — ji;
(residuo ordinario), todavia ha outras formas de definir residuo que seréo

discutidos mais adiante. O vetor de residuos ordinarios é definido por r =

(7’1, RN ,Tn)—r.

y — Hy = (I, — H)y, em que H = X(X"X)"!X" ¢ a matriz de projecio

Logo, da regressao normal linear segue que r = y — 1 =

ortogonal de vetores do R™ no subespaco gerado pelas colunas da matriz X.
A matriz H é simétrica e idempotente e é conhecida como matriz hat,
uma vez que faz g = Hy. Por ser idempotente, tem-se que posto(H) =
tr(H) = >>"  hy = p. O elemento h; = x,; (X'X) 'x; desempenha um
papel importante na construcao de técnicas de diagnodstico. Adicionalmente,
tem-se que % < h; < % (ver, por exemplo, Cook e Weisberg, 1982), em que
¢ é o ntimero de linhas de X idénticas a x, . O i-ésimo valor ajustado fica

entao dado por
Ui = hiyi + Z hjiy;, (1.10)

1#]

e pelo fato da matriz H ser idempotente

J#i
Em particular, h; = 1 implica em ¢; = y;, todavia a reciproca nao é necessa-
riamente verdadeira. Logo, para valores altos de h; predomina na expressao
(1.10) a influéncia de y; sobre o correspondente valor ajustado. Assim, é
muito razoavel utilizar h;; como uma medida da influéncia da i-ésima ob-

servagao sobre o préprio valor ajustado. Tem-se também que hy; = 99;/dy;,
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ou seja, h;; corresponde a variacao em ¢; quando y; é acrescido de um infi-
nitésimo.

Supondo que todos os pontos exercam a mesma influéncia sobre os valores
ajustados, pode-se esperar que h;; esteja proximo de @ = 2. Convém entao
examinar, por exemplo, aqueles pontos tais que h; > %, que sao conhecidos
como pontos de alavanca ou de alto leverage e geralmente estao localizados
em regioes remotas no subespaco gerado pelas colunas da matriz X. Esses
pontos podem ser também informativos com relagao a ,@

Uma outra maneira de entender h;; é construindo a matriz Jacobiana de
alavancas (ver, por exemplo, St. Laurent e Cook, 1993) quando a i-ésima
observagao é perturbada de modo que o novo valor observado seja dado por
yi(b) = y; + b, em que b é uma constante real. O novo vetor de valores

ajustados fica dado por
y(0) = X(X"X)"'X y(0),

em que y(b) = (Y1, Y1, + b,Yir1,---,Yn) . A matriz Jacobiana de
alavancas é definida por

3(0) = lim 1 {9(0) ~ 3},

e representa a variagao no vetor de valores ajustados sob uma variacao infi-

nitesimal no ¢-ésimo valor observado. Pode-se verificar que
J(b) = X(XTX)"'X'f = Hf,

em que f é um vetor n x 1 de zeros com o valor 1 na i-ésima posicao. Portanto,
tem-se que h;; representa a variacao no valor predito da i-ésima observacao
quando o valor observado ¢é acrescido de um infinitésimo.

Para ilustrar como sao obtidos os valores h; no R, supor um modelo

normal linear de varidvel resposta resp, fatores A e B e covariaveis covl e
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cov2 e que os resultados do ajuste sao armazenadas em fit.model. Esse
modelo pode ser ajustado de duas formas
fit.model = Ilm(resp ~ A + B + covl + cov2)
ou, alternativamente, como um MLG
fit.model = glm(resp ~ A + B + covl + cov2,
family=gaussian) .
E claro que a primeira maneira é mais simples. Para gerar a matriz modelo
(incluindo a constante) deve-se considerar
X = model.matrix(~ A + B + covl + cov2).
Assim, tem-se em X a matriz modelo correspondente. O célculo da matriz
de projecao H pode ser feito seguindo os passos descritos abaixo
H = X% * %solve (t (X) % * %X) % * %t (X) .
Logo, pode-se obter h;; extraindo os elementos da diagonal principal de H
h = diag(H).
Outras maneiras mais ageis de extrair os elementos h};s de uma regressao
linear sao através dos comandos
h = 1m.influence(fit.model)$hat
h = hat(X,T).
Para construir um gréafico de indices para h;;, a fim de detectar pontos de
alavanca, deve-se usar o comando

plot(h, xlab=‘‘Indice’’, ylab= ‘‘Alavanca’’).

1.9.3 Residuos

Dos resultados descritos na se¢ao anterior segue que E(r) = (I, —H)E(Y) =0
e Var(r) = o*(I, — H). Isto é, r; tem distribuigao normal de média zero e
variancia Var(r;) = o(1 — hy;). Além disso, a covariancia entre r; e r;, i # j,

fica dada por Cov(r;,r;) = —c?h;.
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Como os 7}s tém variancias diferentes, é conveniente expressi-los em
forma padronizada a fim de ser possivel uma comparacao entre os mesmos.
Uma definicao natural seria dividir r; pelo respectivo desvio padrao. Obtém-

se assim o residuo studentizado

em que s = Y7, 12/ (n — p).

No entanto, como r; nao é independente de s2, t; nao segue uma dis-
tribuicdo ¢ de Student como se poderia esperar. Cook e Weisberg (1982)
L
(n —p —1)/2. Logo, tem-se que E(t;) = 0, Var(t;) = 1 e Cov(t;,t;) =
—hij/\/(L = hi)(1 — hj;),i < j. O problema da dependéncia entre r; e s?

mostram que t?/(n — p) segue uma distribui¢do beta com parametros

pode ser contornado substituindo s? por 5?1')’ o erro quadratico médio cor-
respondente ao modelo sem a i-ésima observacao. O indice (i) indica que a

1-ésima observacao foi excluida. Mostra-se que

(n—p)52 - (n—p—l)s%z) 7”2

o2 o2 * o2(1 — hy)’

e dal segue pelo teorema de Fisher-Cochran (ver, por exemplo, Rao, 1973,

p.185) a independéncia entre S%i) e r?. Além disso, tem-se que

n 2
re
(n=p—1)shy =D 1t s
(4) = I (1= hy)
e dai segue, apos alguma algebra, que

—p—t2
By = & (&) . (1.11)

n—p—1
Assim, fica facil mostrar que o novo residuo studentizado

Ti
=t
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segue uma distribuigao ¢,,_,_1. Se ainda (1.11) fou substituido na expressao

acima mostra-se que t; ¢ uma transformagao mondtona de t;,

1

_ _1 2

t;:ti(lQ ‘
n—p-—t;

O residuo ¢; pode ser calculado pela sequéncia de comandos

lms = summary(fit.model)

s = lms$sigma

r = resid(1lms)

ti = r/s*sqrt(1-h).

Logo, o residuo ¢} fica dado por

tsi = tixsqrt((n-p-1)/(n-p-ti?)).

Deve-se substituir n e p pelos respectivos valores numéricos.

Varias quantidades do modelo linear normal ajustado podem ser obtidas

diretamente no R através do uso de algumas funcoes apropriadas, as quais

sao uteis na aplicacao das técnicas de diagndstico. H4 um resumo na Tabela

1.5 de alguns casos.

Tabela 1.5
Quantidades teis para diagnostico obtidas no R.

Simbolo  Descricao Funcao Elemento

h Alavanca Im.influence() hat

B Coeficientes coef()

r Residuos resid()

s Desvio padrao summary () sigma
amostral

S(i) Desvio padrao Im.influence() sigma
sem observacao 1

B(i) Coeficiente sem  lm.influence() coef
observacao @

(XTX)"! Covariancia de 3 summary/() cov.unscaled
sem s>
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Como ilustragao, supor um ajuste com resultados no objeto fit.model
e que o interesse é obter a estimativa do desvio padrao da variavel res-
posta Y; sem considerar a i-ésima observacao. Aplicando em R a funcao
lm.influence(fit.model)$sigma obtém-se um vetor de dimensao n com
todas as estimativas do desvio padrao de Y; excluindo cada observacao cor-
respondente. Como é mostrado a seguir o residuo ¢; pode ser interpretado

como uma estatistica para avaliar se a i-ésima observacao é aberrante.

1.9.4 Outra interpretacao para t;

Supor que o ¢-ésimo ponto ¢é suspeito de ser aberrante. Essa hipdtese pode

ser testada através do modelo

yj = B1+ Bawgj + ...+ Bpxp; + wiy + €, (1.12)

Jj=1,...,n,em que w; = 1 para j = i e w; = 0 em caso contrario.
Usando resultados da Secao 1.4.2 pode-se mostrar que, sob a hipdtese

Hy : v =0, o acréscimo na soma de quadrados de residuos é dado por

D(y; £°) — D(y; i) = *(1 — hy),

-1

emque ¥y =r;(l—hy)er, =y — XZTB Assim, uma vez que D(y; ii”) =

(n — p)s?, a estatistica F para testar Hy : 7 = 0 contra H; : v # 0 fica dada
por )
Y2 (1 — hii)

2

{=ps2 = Ot in-p=1)

A estatistica F segue, sob Hy, distribuicao qui-quadrado com 1 grau de li-

F—

berdade. Trabalhando um pouco a expressao acima chega-se ao seguinte
resultado:

7,12 (n — P 1) _ px2
s2(1—hy)(n—p—1t3) '~

F =
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Portanto, valores altos para |tf| indicam, significativamente, que o i-ésimo

ponto é aberrante.

1.9.5 Influéncia

Supor ¢ conhecido. Entao, o logaritmo da fungao de verossimilhanga fica

agora expresso na forma
Ls(B) = >_ o,L;(8), (1.13)
j=1

em que L;(3) denota o logaritmo da fungao de verossimilhanga correspon-
dente a j-ésima observacao e d; ¢ um tipo de perturbacao, definida tal que
0 <90; < 1. Quando ¢; = 1,Vy, significa que nao ha perturbacao no modelo
e quando ¢; = 0 significa que a j-ésima observacao foi excluida.

A estimativa de minimos quadrados para @3 fica, supondo a estrutura
(1.13), dada por

Bs = (XTAX)'XTAy,

em que A = diag{dy,...,d,}. Em particular, quando apenas a i-ésima
observacao é perturbada, isto ¢, quando 6; = 6 e d; = 1 para j # ¢, obtém-se

S 2 (1—5)7”1
By =B~ {1—(1—0)hy}

Para § = 0, significa que o i-ésimo ponto foi excluido, entao (1.14) fica

(XTX) !x;. (1.14)

expressa na forma simplificada

A N T;

Bi=p8- m(XTX)‘lxi, (1.15)

que é bastante conhecida da regressao normal linear (ver, por exemplo, Cook

e Weisberg, 1982).
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A medida de influéncia mais conhecida é baseada na regiao de confianca

de coeficiente (1 — «) para o parametro 3,
(B - ﬂ)T(XTX)(IB -pB) < pSQFp,(n—p)(l —a),

que para o caso de p = 2 é um elipséide no R? centrado em B Tal medida,

conhecida como distancia de Cook, é definida por

(B —Bs) (XX)(8 - Bs)
ps?

Ds = : (1.16)

e mede quanto a perturbacio § = (6y,...,0,)" afasta 55 de B, segundo a
métrica M = XTX. Por exemplo, se D; > F, (1 — a), significa que
a perturbacao estd deslocando o contorno do elipsdide para um contorno
correspondente a um nivel de significancia menor do que a.

Em particular, quando o i-ésimo ponto é excluido, a distancia de Cook

fica expressa na forma

(B—Bu) (X'X)(B - B)

Di:

o hi 1
"(I—hi)p’
Portanto, D; serd grande quando o i-ésimo ponto for aberrante (¢; grande)
e/ou quando h;; for préoximo de um. A distancia de Cook pode ser calculada
da seguinte maneira:
di = (ti%?)*h/(p*(1-h)).
A distancia D; podera nao ser adequada quando r; for grande e h;; for pe-

queno. Nesse caso, s> pode ficar inflacionado e nao ocorrendo nenhuma
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compensacgao por parte de hy, D; pode ficar pequeno. Uma medida mais

apropriada foi proposta por Belsley et al.(1980), definida por

DFFITS; — (W {( i }

D=

1 — hi;)

O DFFITS; é calculado conforme abaixo
dfit = abs(tsi)*sqrt(h/(1-h)).
Como o valor esperado de hy; é £, é razodvel dar mais atencao aqueles pontos

tais que

P 3
DFFITS; > 2 .
{ (n —p) }
Aparentemente D; e DFFITS; seriam medidas de influéncia competitivas,
uma vez que DFFITS,; parece ser mais adequada para avaliar a influéncia
nas estimativas dos coeficientes de um ponto aberrante com h;; pequeno.
No entanto, como mostram Cook et al.(1988) D; e DFFITS; medem coi-
sas diferentes. Ambas podem ser expressas a partir da medida mais ge-
ral de influéncia denominada afastamento pela verossimilhanga (likelihood
displacement) proposta por Cook e Weisberg (1982). A medida D; mede
essencialmente a influéncia das observacoes nos parametros de posicao, en-
quanto DFFITS; tem o propédsito de medir a influéncia das observacoes nos
parametros de posicao e escala. Como é pouco provavel que um ponto com
r; alto e hy; pequeno seja influente nas estimativas dos coeficientes, o uso de
D; nao compromete a detecgao de observacoes influentes. Cook et al.(1988)
observam também que DFFITS; nao é um medida completa de influéncia nos
parametros de posicao e escala simultaneamente, podendo falhar em algumas

situacoes. Uma medida mais geral nesse caso é proposta pelos autores.
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Atkinson (1985) propos uma outra medida de influéncia que é um aper-

feicoamento do DFFITS;, definida por

A= ﬁiifm}% £l

Aqui, quando o experimento for balanceado, isto é, todos os hl;s forem iguais,

obtemos A; = [t|. A vantagem de A; é que a mesma pode ser utilizada em

graficos normais de probabilidade.

1.9.6 Ilustracao

As Figuras 1.4a-1.4d ilustram as diferencas entre pontos aberrantes, de ala-
vanca e influentes. Na Figura 1.4a tem-se os pontos alinhados sem nenhum
tipo de perturbagao. Na Figura 1.4b perturba-se o ponto #3 fazendo-o aber-
rante. Note que a exclusao do mesmo (reta pontilhada) altera apenas o
intercepto, isto é, os valores ajustados. E um ponto que nao estd muito
afastado dos demais, logo tem um valor para h;; relativamente pequeno. Ja
na Figura 1.4c, perturba-se o ponto #5 de modo que o mesmo fique mais
afastado no subespaco gerado pelas colunas da matriz X. E um ponto de
alavanca, todavia a eliminacao do mesmo nao muda praticamente nada nas
estimativas dos parametros. Como é um ponto com h;; relativamente alto, as
variancias dos valores ajustados dos pontos préximos ao mesmo serao mai-
ores do que as variancias dos valores ajustados correspondentes aos demais
pontos. Finalmente, na Figura 1.4d, perturba-se novamente o ponto #b5
fazendo-o agora influente e também alavanca. O mesmo, além de mudar a
estimativa da inclinacao da reta ajustada, continua mais afastado do que os
demais.

As possiveis situagoes discutidas acima, quando detectadas num ajuste de

regressao, devem ser examinadas cuidadosamente antes de qualquer decisao.
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Encontrar razoes que expliquem o fato dos pontos terem um comportamento
atipico com relagao aos demais pontos podem ajudar a entender melhor a
relacao entre as variaveis explicativas e o fendomeno sob investigagao como
também a tracar uma estratégia de utilizacao do modelo ajustado, que nao

necessariamente implica na eliminacao de tais pontos.
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Figura 1.4: Tlustracao de pontos aberrantes, influentes e de alavanca.

Mudangas na distribuicao postulada para a variavel resposta, inclusao ou
retirada de varidveis explicativas ou mesmo transformagoes de varidveis expli-
cativas podem atenuar a influéncia de observacoes atipicas. Outra alternativa

é a aplicacao de procedimentos robustos (vide, por exemplo, Montgomery
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et al., 2021, Cap.15). Uma estratégia interessante é diferenciar mudangas
numéricas de mudancas inferenciais nas estimativas quando as abservagoeas

atipicas nao sao consideradas no ajuste.

1.9.7 Influéncia local

Um dos métodos mais modernos de diagnéstico foi proposto por Cook (1986).
A ideia bésica consiste em estudar o comportamento de alguma medida par-
ticular de influéncia segundo pequenas perturbagdes (influéncia local)
nos dados ou no modelo. Isto é, verificar a existéncia de pontos que sob
modificacoes modestas no modelo causam variagoes desproporcionais nos re-
sultados.

Pode-se, por exemplo, querer avaliar a influéncia que pequenas mudancas
nas variancias das observacoes causam nas estimativas dos parametros. Nesse
caso, pode-se utilizar a distancia de Cook como medida de referéncia. Por ou-
tro lado, se o interesse é estudar a influéncia local das observagoes no ajuste,
a sugestao de Cook ¢é perturbar as covaridveis ou a variavel resposta e utili-
zar alguma medida adequada para quantificar a influéncia das observagoes.
Como ilustracao, supor que uma variavel explicativa que representa uma
distancia particular é perturbada localmente e detecta-se através de uma
medida de influéncia que pontos com distancias altas produzem variagoes
acentuadas na medida adotada. Isso sugere que a variavel explicativa sob
estudo é bastante sensivel para valores altos, podendo nao ser uma boa pre-

ditora nesses casos. A seguir é descrito o procedimento de influéncia local.

Curvatura normal

Para formalizar o método de influéncia local denote por L(8) o logaritmo da

funcao de verossimilhanca do modelo postulado e @ um vetor r-dimensional.

95



No caso de MLGs pode-se ter @ = (3", ¢) T e r = p+1 ou simplesmente 6 = 3
quando ¢ for conhecido. Seja § um vetor ¢ x 1 de perturbacoes, restritas a
um conjunto aberto 2 C IRY. Em geral tem-se ¢ = n. As perturbacoes
sao feitas no logaritmo da verossimilhanca de modo que o mesmo assume
a forma L(6|d). Denotando o vetor de ndo perturbagao por g, tem-se que
L(6|6y) = L(0). A fim de verificar a influéncia das perturbagoes na estimativa

de méxima verossimilhanca 9, considere o afastamento pela verossimilhanca
LD(6) = 2{L(8) — L(65)},

em que s denota a estimativa de méxima verossimilhanca sob o modelo
L(6]6). Com a defini¢ao acima tem-se que LD(d) > 0.

A ideia de influéncia local consiste basicamente em estudar o comporta-
mento da fun¢do LD(d) em torno de y. O procedimento procura selecionar
uma diregao unitaria £, || £ ||= 1, e entao estudar o grafico de LD(dy + af)
contra a, em que a € IR. Esse grafico é conhecido como linha projetada. Em
particular, tem-se que LD(dq) = 0, assim LD(dg + a£) tem um minimo local
em a = 0. Cada linha projetada pode ser caracterizada por uma curvatura
normal C,;(€) em torno de a = 0. Essa curvatura ¢ interpretada como sendo
o inverso do raio do melhor circulo ajustado em a = 0. Uma sugestao é
considerar a direcao £,,,, que corresponde a maior curvatura denotada por
Cy

revelar quais observacoes que sob pequenas perturbacoes exercem uma in-

Por exemplo, o grafico de |[€,.x| contra a ordem das observagoes pode

max *

fluéncia desproporcional em LD(d). Cook(1986) usa conceitos de geometria

diferencial para mostrar que a curvatura normal na direcao £ assume a forma

_ TATT -1
Cu(0) = 2/¢TATE 1AL,

em que —Lj; ¢ a matriz de informacao observada enquanto A é uma matriz

r x q com elementos A;; = 02L(8|d)/06,05;, avaliados em 6 = 0 e § = d,
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1=1,....,rej=1,...,q.
Tem-se que o méximo de £'B£, em que B = AT(—f;éé)’lA, corresponde

ao maior autovalor (em valor absoluto) de B. Portanto, C,,__  corresponde

max
ao maior autovalor da matriz B e £,,,, denota o autovetor correspondente.
Assim, o grafico de [€,.«| contra a ordem das observagoes pode revelar
aqueles pontos com maijor influéncia na vizinhanca de LD(dp). Tais pon-
tos podem ser responsaveis por mudancas substanciais nas estimativas dos
parametros sob pequenas perturbacoes no modelo ou nos dados. Seria, por-
tanto, prudente olhar com mais cuidado esses pontos a fim de entender me-
lhor a influéncia dos mesmos e consequentemente tentar propor uma forma

segura de usar o modelo ajustado. Quando C,__ nao for muito maior do que

o segundo autovalor, pode ser informativo olhar também os componentes do
segundo autovetor. E provavel, nesse caso, que o segundo autovetor destaque
algum tipo de influéncia particular das observagoes nas estimativas. O maior
autovalor da matriz B pode ser obtido pelo comando abaixo

Cmax = eigen(B)$valll].
De forma similar, o autovetor correspondente padronizado e em valor abso-
luto é obtido com os comandos

lmax = eigen(B)$vec[,1]

lmax = abs(lmax).
Graficos alternativos, tais como de C,, contra a ordem das observacoes, em
que £; denota um vetor n x 1 de zeros com um na ¢-ésima posicao tém sido
sugeridos (ver, por exemplo, Lesaffre e Verbeke, 1998; Zhou e Zhang, 2004).
Nesse caso deve-se padronizar C; = C;/ > 7| C;. Uma sugestdo é olhar com
mais atengao aqueles pontos tais que C; > C + kDP{C;)}, para k = 1,2,3
dependendo do tamanho amostral, em que C = %Z?:l C;.

Por outro lado, se o interesse estd num subvetor 6, de 8 = (6],6,)7,

o7



entao a curvatura normal na direcao £ fica dada por

Co(61) =217 AT(L;) — By)AL],

B _ 0 0
1= 0L9?216A2 ’

com _i‘ézéz denotando a matriz de informacao observada para @,. O grafico

sendo

do maior autovetor de AT(igél —Bj)A contra a ordem das observagoes pode
revelar os pontos com maior influéncia local em 0.

Poon e Poon (1999) propoém uma variacdo da medida de curvatura nor-
mal de Cook, a qual denominam curvatura normal conformal, que é invariante
com mudancas de escala e é definida no intervalo unitario. Varios graficos
novos de influéncia sao propostas, em particular uma forma de agregar as

direcoes de maior curvatura em medidas resumo de influéncia.

Ponderacgao de casos

Para ilustrar uma aplicagao particular considere o modelo normal linear com

o? conhecido e esquema de perturbacao ponderacao de casos, em que
1 n
L(B|d) = —— 8 (y; — x. 3)?
(B18) = ~5,3 3 il =T B)

com 0 < §; < 1. A matriz A nesse caso fica dada por X D(r)/0? em que
D(r) = diag{r,...,7,} com 7; = y;— ;. Logo, desde que Lgg = —o~2(X"X)

a curvatura normal na direcao unitéaria £ fica dada por
2 7
C/(8) = 1€ D) HD ()¢

com H = X(X"X) !XT, Portanto, £y., é 0 autovetor correspondente ao

maior autovalor (em valor absoluto) da matriz B = D(r)HD(r). Se for
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considerada a diregao £; correspondente a i-ésima observacao, a curvatura
normal assume a forma simplificada C; = %hiirf. Os graficos de indices de
L,... € C; podem revelar aquelas observagoes mais sensiveis ao esquema de
perturbacao adotado.

Célculos similares para o desconhecido levam ao seguinte A = (A], A, )"

em que A; = X'D(r)/6% e Ay = r@T/26* com r@T = (v2,... 72) e

—L,; = diag{X "X /6% n/256*}. Logo, a curvatura normal na diregao unitéria

£ fica dada por
2
Ce(0) = — £ {D(r)HD(r) + r@r®T /2n5}4).
o)

Quando o interesse ¢é verificar a influéncia local das observacoes na esti-

mativa de um coeficiente particular 3; deve-se considerar a curvatura normal

Cy(B1) = 2" Be|, em que
B =D(r)X{(X"X)™' - B;}X"D(r)

sendo B; = diag{0, (X] X3)"'} com X, saindo da particio X = (X, Xy).
Aqui X é um vetor n X 1 correspondente & varidvel explicativa sob estudo e
Xy é uma matriz n x (p— 1) correspondente as demais variaveis explicativas.

Cook (1986) mostra que £,,,x, nesse caso, assume a forma

AN L0 . L
v Copo v Copo
em que vy, ..., v, sao os residuos ordinarios da regressao linear de X sobre as
colunas de X5, ou seja, o vetor v = (vy,...,v,)" é dado por v = (I, —H,)Xy,
H, = X3(XyX,) 'X,. Aqui, a matriz B tem posto m = 1. Logo, hé
apenas um autovalor diferente de zero. Nesse caso, pode-se tanto utilizar
o procedimento descrito acima para calcular £,,,, como obté-lo diretamente

sem precisar calcular a matriz Hy. Como ilustragao, supor que os resultados
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do ajuste estao armazenados em fit.model. Para extrair o vetor r pode-se
aplicar o comando

r = resid(fit.model).
Se o modelo tem as covariaveis covl e cov2 além dos fatores A e B, o vetor
L.« correspondente, por exemplo a covariavel covl, sai de

fit = 1m(covl ~ A + B + cov2 - 1)

v = resid(fit)

Imax = v*r

tot = t(1lmax)%*%lmax

lmax = lmax/sqrt(tot)

lmax abs (1lmax) .

1.9.8 Grafico da variavel adicionada

Supor novamente o modelo de regressao dado em (1.12), em que w é agora
uma variavel adicional quantitativa. Definindo Z = (X, w), pode-se mostrar
facilmente que a estimativa de minimos quadrados de 8 = (BT, ~)" é dada

por 0= (Z"Z)"'Z"y. Em particular obtém-se, apés alguma algebra, que

. w/(I,-H)y

7= w' (I, —H)w
B w'r
Wi, -Hw’

Isto é, ¥ é o coeficiente da regressao linear passando pela origem do vetor de

residuos r = (I, — H)y sobre o novo residuo v = (I, — H)w, dado por

4 = (v'v)w'r
= {w'(I, -1, -Hw} w1, - H)I, - H)y
B wT(In —H)y
 Wwl(I,-Hw’
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Portanto, um gréafico de r contra v pode fornecer informagoes sobre a evidéncia
dessa regressao, indicando quais observagoes que estao contribuindo para a
relacao e quais observagoes que estao se desviando da mesma. Esse grafico,
conhecido como grafico da variavel adicionada, pode revelar quais pontos que
estao influenciando (e de que maneira) a inclusdo da nova variavel no modelo.

Para ilustrar a construcao do grafico da variavel adicionada, supor nova-
mente o modelo com duas covaridveis e dois fatores. O grafico da varidvel
adicionada para avaliar a influéncia das observagoes no coeficiente de covli,
pode ser construido com os comandos

fit = Im(resp ~ cov2 + A + B)

r = resid(fit)

fitl = 1m(covl ~ cov2 + A + B)

v = resid(fitl)

plot(v,r, xlab= ‘‘residuo v’’, ylab= ‘‘residuo r’’).

1.9.9 Técnicas graficas

Os seguintes graficos sao recomendados para avaliar afastamentos importan-
tes das suposicoes feitas para o modelo normal linear, bem como a presenca de
observagoes atipicas: (i) pontos aberrantes, o grafico de ¢} contra a ordem das
observagoes e o grafico normal de probabilidades para tf; (ii) variancia nao
constante, o grafico de tf contra g; (valor ajustado); (iii) pontos influentes,
graficos de D;, C;, DFFITS;, hy; ou |[€y.x| contra a ordem das observagoes; (iv)
falta de algum termo extra numa variavel explicativa quantitativa, grafico da
variavel adicionada; (v) correlagdo entre as observagoes, grafico de ¢} contra
o tempo ou contra a ordem em que ha suspeita de correlagao, e (vi) afasta-
mentos da normalidade, grafico normal de probabilidades. Esse tltimo é o

grafico dos valores dos quantis amostrais t?l) <. < tZ‘n) contra os valores
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esperados das estatisticas de ordem da normal padrao, Zéi)s. Tem-se que
j— 3
E(Zap) = o™ (”—Jrgi) :
em que ®(-) é a fungao de distribuigdo acumulada da N(0,1). Portanto, na
pratica, é o grafico dos quantis amostrais do residuo t(;) contra os quantis
tedricos da normal padrao.
H& também o grafico meio-normal de probabilidades, definido como sendo

o grafico de [tf;)| contra os valores esperados de |Z(;|. Tem-se a aproximagcao

,+1/2
E(|Z(i)|)’£©_1 m
2n+9/8

Em particular, o grafico de A; contra E(|Z;|) pode ser indicado para detec-
tarmos simultaneamente pontos aberrantes e/ou influentes. O grafico normal
de probabilidades com a reta ajustada pode ser construido com os comandos
dados abaixo

qqnorm(tsi , ylab= ‘‘Residuo Studentizado’’)

qqline(tsi).
O comando qqline() traca uma reta unindo os pontos formados pelo pri-
meiro e terceiro quartis dos residuos e da distribuicao normal padrao. Devido
a dificuldade de avaliar se o grafico normal de probabilidades se afasta efetiva-
mente da reta ajustada, a construcao de um tipo de banda de confianga para
os residuos pode ser muito 1til para detectar afastamentos importantes da
normalidade. Esse grafico pode também ser informativo sobre a existéncia
de pontos discrepantes ou mesmo sobre a falta de linearidade. Todavia,
como a distribuicao conjunta das estatisticas de ordem dos residuos tZ‘i)' S
é bastante complicada e o uso simples das variancias dos t;’s para a cons-
trucao de tais bandas pode introduzir algum viés no calculo do coeficiente de
confianca, Atkinson (1985) sugere a construcao de um tipo de banda de con-

fianca através de simulagoes, a qual denominou envelope. O procedimento
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consiste basicamente em gerar residuos que tenham média zero e matriz de

variancia-covariancia (I, — H). O método é descrito a seguir.

1.

. Repetir os passos (1)-(3) m vezes. Logo, tem-se os residuos gerados t

Gerar n observacoes N(0, 1) as quais sao armazenadasemy = (yy,...,yn) " .

. Ajustar y contra X e obter r; = y; — g;. Tem-se que E(r;) = 0, Var(r;) =

1 — hy e Cov(ry,rj) = —hyj, parai,j =1,...,n.

. Obter tf = —— i=1,...,n.

T VI-hy?

*
177

1=1,....nej=1,...,m.
. Colocar cada grupo de n residuos em ordem tzkl)j < .- < t?n)j, ] =
1,....,m.

. Obter os limites ¢f; , = min{t(;,, ..., ¢, } e t;)s = max{t{;,, ... .t} e

a mediana t{;,, = mediana{t’(“i)l, o ,t’(“i)m}. Assim, os limites e a medi-

ana correspondentes ao i-ésimo residuo serao, respectivamente, dados

pOI‘ t’(:)[’ tz(z)S (& tz(Z)M, /L — 17 e ,n.
Juntar (tZ‘l)I, e ,tZ‘n)I), (tz‘l)M, - ,t?n)M) e (t’(“l)s, e ,t?n)s) formando, res-

pectivamente, o limite superior, a mediana e o limite inferior do enve-

lope.

A sugestao de Atkinson (1985) é gerar m = 19 vezes. Desse modo, a

probabilidade do maior residuo de um envelope particular exceder o limite

superior fica sendo = 1/20. Programa descrito em Everitt (1994) é adaptado

para a geracao dos envelopes de um modelo de regressao normal linear consi-

derando m = 100. Para rodar o programa ¢é preciso apenas colocar o modelo

ajustado em fit.model. Dali, deve-se fazer

source(‘ ‘envel norm’’)
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em que envel norm ¢ o nome do arquivo externo onde deve estar o programa

para geragao dos graficos (ver Apéndice B).

1.10 Técnicas de diagndéstico MLGs

1.10.1 Pontos de alavanca

Como ja foi mencionado na Secao 1.9.2 a ideia principal que esta por tras do
conceito de ponto de alavanca é de avaliar a influéncia de y; sobre o préprio
valor ajustado g;. Essa influéncia pode ser bem representada pela derivada
09;/y; que coincide, como foi visto na Segao 1.9.2, com h;; no caso normal
linear. Wei et al.(1998) propuseram uma forma geral para a obtengao da
matrix (85/0y " )nxn quando a resposta é continua e que pode ser aplicada
em diversas situacoes de estimacao. No caso de MLGs, para ¢ conhecido, a
matriz dy /Oy ' pode ser obtida da forma geral

—_~ 8y .. _ ..

GL = oyt {Ds(~Lsp) "Ly} 3,
em que Dy = p /0B, Lgp = 0°L(B)/0B0B" e Ly, = 9°L(B)/0B0y . Tem-
se que

Dy =NX e Lg, = ¢X VN,

em que N = diag{du,/dn, ..., du,/dn,}. Substituindo —Lss pelo seu valor

esperado ¢(XTWX), obtém-se aproximadamente
GL =~ NX(X'WX) X"V IN.
Assim, o elemento (/ﬁm pode ser expresso na forma
GLy = &ix] (XTWX) 'x;,

em que w; = (dp;/dn;)?/V;. Em particular, para ligacao canonica em que

—Ti55 = $(XTVX) obtém-se exatamente GL = VX(XTVX)~ !XT,
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Outra definicao de pontos de alavanca que tem sido utilizada na classe
dos MLGs, embora nao coincida exatamente com a expressao acima, exceto
no caso de resposta continua e ligacao canonica, é construida fazendo uma
analogia entre a solucao de maxima verossimilhanca para B num MLG e a
solucao de minimos quadrados de uma regressao normal linear ponderada.
Considerando a expressao para B obtida na convergéncia do processo itera-

tivo dado em (1.5), tem-se que
B=(X"WX)'X"Wz,

. A Sl 1 . > .

com z =N+ W72V~ 2(y — ). Portanto, 3 pode ser interpretado como
. . - 57l

sendo a solucao de minimos quadrados da regressao linear de W2z contra as
41 . _ ~ .

colunas de W2X. A matriz de proje¢ao da solugao de minimos quadrados

da regressao linear de z contra X com pesos W fica dada por
H=W:XX"WX) X Wz,

que sugere a utilizacao dos elementos iL” da diagonal principal de H para
detectar a presenca de pontos de alavanca nesse modelo de regressao nor-
mal linear ponderada. Essa extensao para MLGs foi proposta por Pregibon
(1981). Pode-se verificar facilmente que hii = éiii, ou seja, para grandes
amostras GL e H coincidem. No caso de ligacao canonica essa igualdade
vale para qualquer tamanho amostral. Como em geral hi; depende de fi; é
sugerido para detectar pontos de alavanca o grafico de hii contra os valores
ajustados.

Moolgavkar et al.(1984) estendem a proposta de Pregibon para modelos
nao lineares e sugerem o uso dos elementos da diagonal principal da matriz
de projecao no plano tangente a solucao de maxima verossimilhanga p,(,é)
para detectar pontos de alavanca. Hosmer et al.(2013) mostram, contudo,

que o uso da diagonal principal da matriz de projecao H deve ser feito com
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algum cuidado em regressao logistica e que as interpretacoes sao diferentes

daquelas do caso normal linear.

1.10.2 Residuos

A definicao de um residuo studentizado para os MLGs pode ser feita analo-
gamente a regressao normal. Todavia, nao necessariamente as propriedades
continuam valendo. Assim, torna-se importante a definicao de outros tipos
de residuo cujas propriedades sejam conhecidas ou pelo menos estejam mais
proximas das propriedades de t}.

Uma primeira proposta seria considerar o residuo ordinario da solugao
de minimos quadrados da regressao linear ponderada de z contra X, que é
definido por

x sl A1 .
r'=Wz(z—-n)=V2(y - )

~Y

Assumindo que Var(z) = W*1¢*1, tem-se aproximadamente
Var(r*) = ¢~ }(I,, — H).

Logo, pode-se definir o residuo padronizado

em que h;; € o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz H. Fica facil
mostrar que r* = (I, — I:I)W1/2Z, isto é, H desempenha o papel de matriz
de projecao ortogonal local, como na regressao normal linear em que W ¢é
identidade.

No entanto, na pratica, 7 nao é fixo nem conhecido, bem como z nao

segue distribuigao normal. Uma implicacao disso é que as propriedades de ¢}

66



nao sdo mais verificadas para tg,. Williams (1984) mostra através de estudos
de Monte Carlo que a distribuicao de tg, é em geral assimétrica, mesmo para
grandes amostras.

Outros residuos cujas distribuicoes poderiam estar mais préximas da nor-
malidade tém sido sugeridos para os MLGs. Por exemplo, o residuo de Ans-
combe

VL) — v}

7 Y
~

W' (i) V(i)

em que 9 (-) é uma transformagao utilizada para normalizar a distribuigao de

ta

Y. Para os MLGs essa transformacao é definida por

Em particular, para os principais MLGs a transformacao 1(u) é descrita na

tabela dada abaixo.

Distribuicao
Normal Binomial Poisson Gama N. Inversa
Y(p)  p Pts(—t)sdt 3us 3us log(p)

Contudo, um dos residuos mais utilizados MLGs é definido a partir dos
componentes da fungao desvio. A versao padronizada (ver McCullagh, 1987;

Davison e Gigli, 1989) ¢ a seguinte:
t — d*(yi; f1i) _ Vod(yis i)
em que d(y;; fi;) = :i:\/ﬁ{yz(éZ — 91) + (b(éz) — b(éz))}% O sinal de d(y;; f1;)

é o mesmo de y; — f1;. Williams (1984) verificou através de simulagoes que

a distribuicao de tp, tende a estar mais proxima da normalidade do que as
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distribui¢oes dos demais residuos. McCullagh (1987, p. 214) mostra para os
MLGs que a distribuicao de probabilidade de

d*(Yy; pi) + p3i/6
\/1 + (14p3, — 9p4;) /36

é aproximadamente N(0,1), em que ps; e py sdo os coeficientes de assi-

metria e curtose de OL(n;)/0n;, respectivamente, e d*(Y;; ;) é o i-ésimo
componente do desvio D*(y; 1) avaliado no parametro verdadeiro. Pode-
se mostrar usando resultados de Cox e Snell (1968) que E{d*(Y;; )} =0e
Var{d*(Y;; u;)} = 1 — hy;, em que os termos negligenciados sao de O(n™1).
Esses resultados reforcam o uso da padronizacao V1—hy para d*(y;; [;)-
Um quarto residuo foi definido por Williams (1987) e pode ser interpre-

tado como uma média ponderada entre tg, e tp,,
ta, = sinal(y; — i) {(1 — hi)t3, + hyt?,} 2.

Williams (1987) verificou através de simulagoes e para alguns MLGs que
lg, tem esperanca ligeiramente diferente de zero, variancia excedendo um,
assimetria desprezivel e alguma curtose.

O R solta os residuos d; = d(y;; ;) € Tp, sem o termo V¢. Precisa,
para padroniza-los, calcular os correspondentes ﬁ;ls bem como extrair é nos
casos em que ¢ # 1. Inicialmente, é ilustrado como calcular hi:. Supor um
modelo com duas covaridveis e dois fatores e que os resultados do ajuste sao

armazenados em fit.model. A matriz X é obtida com um dos comandos

abaixo
X = model.matrix( ~ covl + cov2 + A + B)
X = model .matrix(fit.model).

Em V pode-se armazenar a matriz V. Os elementos da diagonal principal de

V devem ser obtidos dos valores ajustados do modelo, os quais por sua vez
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sao extraidos através do comando fitted(fit.model). Como exemplo, a
matriz com as fungoes de variancia estimadas seria obtida para um modelo
de Poisson da forma seguinte:
v
v

fitted(fit.model)
diag(V).

Em particular, a matriz W também depende dos valores ajustados, no en-

tanto, como é a matriz de pesos, pode ser obtida diretamente fazendo

w

W

fit.model$weights

diag(w) .
Assim, uma vez obtida a matriz W pode-se obter os elementos iL“ com

os comandos

H = solve (t(X)%*%hWh*%X)
H = sqrt (W) %*%X%x%H%*%t (X) %*%sqrt (W)
h = diag(H).

Armazenando em fit a estimativa (5 (o R solta ¢2_1), os componentes do

desvio e os residuos studentizados sao obtidos da seguinte maneira:

rd = resid(fit.model, type= °‘deviance’’)
td = rd*sqrt(fi/(1-h))

rp = resid(fit.model, type= ‘‘pearson’’)
rp = sqrt(fi)*rp

ts = rp/sqrt(1 - h).

Lembrando que para ligagoes canonicas W e V coincidem.
Por fim, tem-se o residuos quantilico (Dunn e Smyth, 1996) que é definido

para variaveis continuas por
Tg; = cD_l{F(iUi? é)}v

em que ®(-) e F(y;;0) denotam, respectivamente, as fungdes de distribuigao

acumuladas da N(0,1) e da distribuicdo postulada para a resposta, i =
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1,...,n. Para n grande os residuos 7q,,...,7,, sao independentes e igual-
mente distribuidos N(0,1). Assim, o grafico entre os quantis amostrais
Ty < +0+ < Ty, contra os quantis tedricos da normal padrao ¢ recomen-
dado para avaliar afastamentos da distribuicao postulada para a resposta
bem como a presenca de observagoes aberrantes. Esse residuo é estendido
para o caso discreto, contudo o residuo nao é unico, e a sugestao é trabalhar
com residuos aleatorizados.

O residuo quantilico é disponibilizado na biblioteca GAMLSS do R (ver,
por exemplo, Stasinopoulos et al., 2017) através dos comandos

require(gamlss)

plot(ajuste).
Aqui ajuste ¢ o nome do objeto referente ao ajuste do modelo. Além desse
painel grafico, o GAMLSS também disponibiliza o worm plot que é o gréfico
entre ry,, — E(Z(;)) contra E(Z(;)). Esse gréafico pode ser interpretado como
um refinamento do grafico normal de probabilidades, podendo ser acionado
para variaveis continuas através do comando

wp(ajuste) .
No caso de variaveis discretas, a sugestao é gerar m graficos, que sao avaliados
conjuntamente. Por exemplo para m = 8 o grafico pode ser realizado através
do comando

rqres.plot(ajuste, howmany=8, type=‘‘wp’’).

A construcao de bandas empriricas de confianca para o grafico normal de
probabilidades com o residuo quantilico seria recomendada no caso de amos-
tras pequenas e moderadas, uma vez que os residuos sao correlacionados.
Embora o residuo quantilico tenha uma distribuicao assintotica conhecida,
sob o modelo postulado, tendo portanto aplicagao direta em modelagem de

regressao, o residuo componente do desvio pode continuar sendo aplicado
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de forma complementar por tratar-se de um residuo condicional. Ou seja,
tem-se o componente do desvio para a localizacao fixando a dispersao, e de
forma similar pode-se ter o residuo componente do desvio para a dispersao
fixando a localizagao. Isso se estende para outros modelos de regressao em

que ha mais de dois tipos de parametros para serem modelados.

1.10.3 Influéncia

Supondo ¢ conhecido, o afastamento pela verossimilhanca quando elimina-se

a 1-ésima observacao é denotado por

LD; = 2{L(B) - L(B,)},

sendo portanto uma medida que verifica a influéncia da retirada da ¢-ésima
observacao em B Nao sendo possivel obter uma forma analitica para LD;, é
usual utilizar a segunda aproximagao por série de Taylor de L(3) em torno
de 3, obtendo-se L(8) = L(B)+ s(B —B)T{—Ls(B)}(B— ). Essa expansao

leva ao seguinte resultado:
LD; = (B —B) " {~Lss(B)} (B - B).
Substituindo —L 55(3) pelo correspondente valor esperado e 3 por B(i), obtém-
se
LD; = ¢(8 — B(i))T(XTWX) (B—=Bu) (1.17)
Assim, tem-se uma boa aproximagcao para LD; quando L(3) for aproxima-
damente quadratica em torno de B
Como em geral nao é possivel obter uma forma fechada para B(i), a apro-
ximagao de um passo tem sido utilizada (ver, por exemplo, Cook e Weisberg,
1982), que consiste em tomar a primeira iteragado do processo iterativo pelo

método escore de Fisher quando o mesmo ¢ iniciado em 3.
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Essa aproximagao, introduzida por Pregibon (1981), é dada por
Bzi) =B+ (XTAWX)*lXTAW%\A/*%(y — R,

em que A = diag{dy,...,d,} com ; =0 e d; = 1 para j # i. Apds algumas

manipulacgoes algébricas obtém-se

~1 ~ fpi\/ (I)Z'(b_l & _
B =B~ W(XTWX) 'x; (1.18)

e, finalmente, substituindo a expressao acima em (1.17) tem-se que

PO L t3 .
(1—hy) [ ™

A distancia de Cook aproximada fica facilmente obtida com o comando

LD = hx(ts*)/(1 - h).

A validade da aproximacao de um passo tem sido investigada por alguns
pesquisadores. A constatacao é que a mesma em geral subestima o verdadeiro
valor de LD;, no entanto é suficiente para chamar a atencao dos pontos

influentes.

1.10.4 Influéncia local

A metodologia de influéncia local pode ser facilmente estendida para a classe
de MLGs. Em particular, considerando ¢ conhecido e perturbacao de casos

em que L(B]0) = >°1, 0;L;(B) com 0 < §; <1, a matriz A assume a forma
A = /oX W:D(ip),

em que D(#p) = diag{rp,,...,7p,} € ip, = Voly; — fi:)/V' Vi é 0 i-ésimo
residuo de Pearson estimado. Assim, substituindo —tﬁg por ¢p(XTWX)

tem-se que a curvatura normal na direcao unitaria £ assume a forma
Co(B) = 2/£"D(kp)HD(ip)|.
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Se o interesse ¢é calcular a curvatura normal na direcao £; da i-ésima ob-
servacao, entao pode-se avaliar o grafico de indices de C; = 2%7%

Em particular, o vetor £,,,, para avaliar a influéncia local das observagoes
nas estimativas dos parametros é o autovetor correspondente ao maior auto-

valor da seguinte matriz n x n:
B = D(rp)HD(tp).

Para obter £,,,,, a maneira mais simples é construir a matriz B e extrair o seu
autovetor correspondente ao maior autovalor. Os comandos sao os seguintes:

B = diag(rp)%*% H %*% diag(rp)

Cmax = eigen(B)$vall[1l]
lmax = eigen(B)$vec[,1]
lmax = abs(lmax).

Por outro lado, se ha interesse em detectar observacoes influentes na estima-
tiva de um coeficiente particular, associado por exemplo a variavel explicativa

X1, o vetor £,,,, fica dado por

F A (O T )

max /Cémax ) ’ /Cémax ?
em que vq,...,0, sao agora obtidos da regressao linear de X; contra as
colunas de Xy com matriz de pesos \7, isto é v = \A/%Xl - V%XQ(X;

VX2)71X;VX1.
Para ligacao nao canodnica os resultados continuam valendo desde que a

matriz observada seja substituida pela matriz de informacao de Fisher.

1.10.5 Grafico da variavel adicionada

A seguir é apresentada a versao do grafico da variavel adicionada para os

MLGs. Supor um MLG com p parametros, 3i,...,3,, ¢ conhecido, e que

73



um coeficiente adicional v relacionado a uma varidavel quantitativa Z esta
sendo incluido no modelo. O interesse é testar Hg : v = 0 contra H; : v # 0.

Seja m(3,7) o preditor linear com p 4+ 1 parametros, isto é

n(B.v) =X"'B+Z.

A fungao escore para v é dada por

L 1 1
UW _ 0 (ag?’y) _ ¢§ZTW§I'P,

em que Z = (21,...,2,) . De resultados anteriores segue que
Var(4) = ¢ ' [Z' W2MW2Z] ™,

em que M = I, — H. Logo, Var(y) = ¢ '(RTWR)™! com R=7Z —XC e
C=(X"WX) ' X"WZ.

Portanto, a estatistica de escore para testar Hy : v = 0 contra Hy : v # 0

fica dada por

Esn = (EpW22)*/(ZTWEMW 2 2),
em que W, ip e M sao avaliados em (3 (sob Hyp). Sob Hy, £sg ~ X% quando
n — oo.

Wang (1985) mostra que a estatistica de escore acima coincide com a
estatistica F' de uma regressao linear ponderada para testar a inclusao da
variavel Z no modelo. Nessa regressao linear, o grafico da variavel adicionada
¢é formado pelos residuos rp e v = gb%(In — IZI)VAV%Z O residuo v pode ser
obtido facilmente apds a regressao linear ponderada (com pesos W) de Z
contra X. Tem-se que ¥ = (v'v) v 'r.

Logo, o gréafico de rp contra v pode revelar quais observagoes estao con-
tribuindo mais na significancia de . A principal dificuldade para construir o

grafico da variavel adicionada em MLGs é a obtencao do residuo v, uma vez
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que o residuo rp é obtido facilmente como visto anteriormente. Para ilustrar
o calculo de v num modelo particular, supor duas covariaveis e dois fatores e
que o interesse é construir o grafico da variavel adicionada correspondente a
covaridvel covl. E preciso inicialmente ajustar o modelo com os dois fatores
e a outra covaridvel e calcular a matriz W cujos valores serao armazenados
em W. Lembrando que W é a matriz estimada de pesos. Supondo, por
exemplo, que tem-se um modelo de Poisson com ligacao candnica, os passos
para construir o grafico sao os seguintes:

fit.poisson = glm( resp ~ cov2 + A + B, family=poisson)

w = fit.poisson$weights

W = diag(w)

rp = resid(fit.poisson, type =‘‘pearson’’)
X = model.matrix(fit.poisson)

H = solve (t (X)%*xhWi*x%X)

H = sqrt (W) %*%X%*%H%*%t (X) fhxhsqrt (W)

v = sqrt (W) %*%covl - HYx*%sqrt (W) %*%covl

plot(v, rp, xlab=‘‘Residuo v’’, ylab=‘‘Residuo rp’’).

1.10.6 Técnicas graficas

As técnicas graficas mais recomendadas para os MLGs sao as seguintes: (i)
pontos aberrantes, grafico de tp, ou r, (ou algum outro residuo) contra a
ordem das observagoes ou grafico normal de probabilidades de cada residuo
com banda de confianga; (ii) variabilidade, gréfico de tp, ou r, contra o
valor ajustado f;; (iii) correlagdo, grafico de tp, ou r, contra o tempo ou
alguma ordem em que hé suspeita de correlagao entre as observagoes; (iv)
afastamento da distribuicao postulada para a resposta, grafico normal de pro-

babilidades para tp, (com envelope) ou r,, com o worm plot; (v) adequacao
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da ligagao, gréfico de Z; contra 7; (uma tendéncia linear indica adequagao
da ligagao) (exceto para o caso binomial); (vi) pontos influentes, gréficos de
LD;, C; ou |£,,,.| contra a ordem das observagoes e (vii) falta de alugm termo
extra numa variavel explicativa quantitativa, grafico da variavel adicionada.
Os envelopes, no caso de MLGs com distribuigoes diferentes da normal, sao
construidos com os residuos gerados a partir do modelo ajustado (ver, por
exemplo, Williams, 1987). No Apéndice B sao relacionados programas para

gerar envelopes em alguns MLGs.

1.11 Selecao de modelos

1.11.1 Modelo normal linear

H4& varios procedimentos para a selecao de modelos de regressao, embora ne-
nhum deles seja consistente. Ou seja, mesmo para amostras grandes nenhum
procedimento seleciona com probabilidade um as variaveis explicativas com
coeficiente de regressao nao nulo. Os procedimentos mais conhecidos sao os
métodos que consideram todas as regressoes possiveis, tais como maior Rf),
menor sf), Cp e Press, bem como os métodos sequenciais forward, backward,
stepwise, AIC e BIC (ver, por exemplo, Montgomery et al., 2021, Cap.10),
além de outros métodos que usam computagao intensiva.

Alguns desses métodos serao descritos brevemente a seguir.

Método forward

Inicia-se 0 método pelo modelo y© = «. Ajustar entao para cada variavel

explicativa o modelo

p=a+ Bz, (7=1,...,9).
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Testar Hy : §; = 0 contra Hy : 8; # 0. Seja P o menor nivel descritivo dentre
os q testes. Se P < Pg, a variavel correspondente entra no modelo. Supor

que X7 tenho sido escolhida. Entao, no passo seguinte ajusta-se os modelos

M:a+ﬁlx1+ﬂjxj> (]:277Q)

Testar Hy : §; = 0 contra H; : 8; # 0. Seja P o menor nivel descritivo dentre
os (¢ — 1) testes. Se P < Pg, a varidvel correspondente entra no modelo.

Repetir o procedimento até que ocorra P > Pg.

Método backward

Iniciar o procedimento pelo modelo
U:a+ﬁ1$1+"'+6qxq-

Testar Hy : §; = 0 contra Hy : 3; # 0 para j = 1,...,¢. Seja P o maior
nivel descritivo dentre os ¢ testes. Se P > Pg, a variavel correspondente sai

do modelo. Supor que X; tenho saido do modelo. Entao, ajustar o modelo
=+ Boxo + -+ - + By,

Testar Hy : 8; = 0 contra H; : 3; # 0 para j = 2,...,q. Seja P o maior nivel
descritivo dentre os (¢—1) testes. Se P > Pg, entao a varidvel correspondente

sai do modelo. Repetir o procedimento até que ocorra P < Pg.

Método stepwise

E uma mistura dos dois procedimentos anteriores. Iniciar o processo com o
modelo 1 = a. Apéds duas variaveis terem sido incluidas no modelo, verificar
se a primeira nao sai do modelo. O processo continua até que nenhuma
variavel seja incluida ou seja retirada do modelo. Geralmente adota-se 0,15 <

Pg,Ps < 0,25. Uma sugestao seria usar Py = Pg = 0, 20.
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Método de Akaike

O método proposto por Akaike (1974) basicamente se diferencia dos procedi-
mentos anteriores por ser um processo de minimizagao que nao envolve testes
estatisticos. A ideia bésica é selecionar um modelo que seja parcimonioso, ou
em outras palavras, que esteja bem ajustado e tenha um numero reduzido
de parametros. Como o logaritmo da func¢do de verossimilhanga L(3) cresce
com o aumento do nimero de parametros do modelo, uma proposta razoavel

seria encontrar o modelo com menor valor para a funcao

~

AIC = —2L(B) + 2p,

em que p denota o nimero de parametros. No caso do modelo normal linear

pode-se mostrar que AIC fica expresso, quando o2 é desconhecido, na forma

AIC o< nlog{D(y; it)/n} + 2p,

n

em que D(y; i) = >0 (ys — fui)*
Método de Schwartz

O método de Schwartz (1978) consiste em maximizar L(3) também minimi-
zando o numero de coeficientes da regressao, porém com uma penalizacao

diferente. O método é equivalente a minimizar a fungao abaixo

~

BIC = —2L(8) + plog(n).
Para a regressao linear miltipla tem-se que BIC o nlog{D(y; ft)/n}+plog(n).

1.11.2 Extensao para os MLGs

Os métodos de selecao de modelos descritos na secao anterior podem ser

estendidos diretamente para os MLGs. Algumas observagoes, contudo, sao
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necessarias. Nos casos de regressao logistica e de Poisson o teste da razao
de verossimilhancas, pelo fato de ser obtido pela diferenca de duas funcoes
desvio, aparece como o mais indicado. Para os casos de regressao normal,
normal inversa e gama o teste F, por nao exigir a estimativa de maxima
verossimilanga do parametro de dispersao, é o mais indicado. Isso nao impede
que outros testes sejam utilizados.

Ja o método de Akaike pode ser expresso numa forma mais simples em
funcao do desvio do modelo. Nesse caso, o critério consiste em encontrar o

modelo tal que a quantidade abaixo seja minimizada
AIC =D*(y: 1) + 2p,

em que D*(y; ft) denota o desvio do modelo e p o nimero de parametros. Os
métodos stepwise e de Akaike estao disponiveis no R. O método stepwise
estd disponivel apenas para modelos normais lineares. O comando stepwise
¢ definido por stepwise(Xvar, resposta), em que Xvar denota a matriz
com os valores das variaveis explicativas e resposta denota o vetor com as
respostas.
Para rodar o critério de Akaike é preciso usar antes o comando require (MASS).

Uma maneira de aplicar o critério de Akaike é partindo do maior modelo cu-
jos resultados sao guardados no objeto fit.model. Dai, entao, deve-se usar

o comando stepAIC(fit.model).

1.12 Aplicacoes
1.12.1 Estudo entre renda e escolaridade

O conjunto de dados descrito na Tabela 1.6, extraido do censo do IBGE de
2000, apresenta para cada unidade da federacao o niimero médio de anos de

estudo e a renda média mensal (em reais) do chefe ou chefes do domicilio.
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Esses dados estao também armazenados no arquivo censo.txt. O arquivo
pode ser lido no R através do comando

censo= read.table(‘‘censo.txt’’, header=TRUE).
Propor inicialmente um modelo normal linear simples em que Y denota a

renda e X a escolaridade. O modelo fica portanto dado por
yi = a+ PBr; + €,

em que ¢; S N(0,0?), parai =1,...,27. Supor que a amostra da Tabela 1.6
é um corte transversal, isto é, as informacoes sobre renda e escolaridade das
unidades da federacao sao referentes a um determinado instante do tempo.
Nesse caso, os erros sao devidos a variabilidade da renda (dada a escolaridade)
nos diversos instantes do tempo. Assume-se que a relagao funcional entre y;

e x; ¢ a mesma num determinado intervalo do tempo.

Tabela 1.6
FEscolaridade e renda média
domaciliar no Brasil em 2000.
RR 57 68 AP 6,0 683
AC 45 526 RO 49 662
PA 47 536 AM 55 627
TO 45 520 PB 3,9 423
MA 36 343 RN 45 513
SE 43 462 PI 3,5 383
BA 41 460 PE 46 517
AL 3,7 454 CE 4,0 448
SP 6,8 1076 RJ 7,1 970
ES 57 722 MG 54 681
SC 6,3 814 RS 64 800
PR 6,0 782 MT 54 775
GO 5,5 689 MS 57 731

DF 8,2 1499
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Figura 1.5: Reta ajustada do modelo normal linear e graficos de diagndstico
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para o exemplo sobre renda e escolaridade.

As estimativas dos parametros (erro padrao) sao dadas por & = —381, 28

mento esperado na renda média domiciliar de uma unidade da federagao se
o tempo de escolaridade médio domiciliar naquela unidade for acrescido de
um ano. A estimativa de o é dada por s = 77,22, enquanto que o coeficiente

de determinacio foi de R* = 0,904. O ajuste do modelo e a exibicao dos

N

(69,40) e B = 199,82 (13,03), indicando que o coeficiente angular da reta é

altamente significativo. Essa estimativa pode ser interpretada como o incre-

resultados podem ser obtidos com os comandos abaixo

attach(censo)

fitl.censo = lm(renda ~ escolar)
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summary (fitl.censo) .

Ou, alternativamente, transformando o arquivo censo num arquivo do tipo

data.frame, através dos comandos

censo = data.frame (censo)

fitl.censo

summary (fitl.censo) .
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Figura 1.6: Curva ajustada do modelo gama log-linear e graficos de di-
agnostico para o exemplo sobre renda e escolaridade.

Pela Figura 1.5, onde sao apresentados alguns gréaficos de diagnodstico,

além da reta ajustada aos dados, nota-se uma forte discrepancia do Distrito

Federal que aparece como ponto de alavanca, influente e aberrante. Além

disso, nota-se pela Figura 1.5d indicios de variancia nao constante, ou seja,
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um aumento da variabilidade com o aumento da escolaridade. Isso pode
também ser notado na Figura 1.5a. Assim, pode-se propor um modelo alter-

nativo, por exemplo, com efeitos multiplicativos conforme dado abaixo

_ _a+px; €
Hi =€ ‘e,

em que ¢; S G(1,¢),i=1,...,27. Pode-se ajustar esse modelo no R através
dos comandos
fit2.censo = glm(renda ~ escolar, family=Gamma(link=log))

summary (fitl.censo) .

Tabela 1.7
Estimativas de algumas quantidades com todos os pontos e quando
as observacoes mais discrepantes sao excluidas do modelo gama.

Estimativa  Com todos Excluido Excluido Excluidos
0s pontos DF MA DF e MA

Qa 4,98 (0,068) 5,00 (0,078) 5,03 (0,067) 5,06 (0,077)

B 0,28 (0,013) 0,27 (0,015) 0,27 (0,012) 0,26 (0,015)

¢ 192(52) 188(52) 223(62) 223(63)

Na Figura 1.6 tem-se o ajuste do modelo gama aos dados, bem como
alguns graficos de diagnostico que destacam DF como ponto de alavanca e
MA como ponto influente, enquanto na Tabela 1.7 tem-se uma analise confir-
matoria em que verifica-se poucas variagoes nas estimativas dos parametros
com a eliminagao dessas unidades da federacao. Finalmente, na Figura 1.7
tem-se o grafico normal de probabilidades para o modelo normal linear e
para o modelo gama log-linear. Nota-se uma melhor acomodacao e distri-
buicao dos pontos dentro do envelope gerado no segundo modelo. Pelo valor
da estimativa do parametro de dispersao conclui-se que o modelo gama log-

linear aproxima-se bem de um modelo normal de média p e variancia ¢~ u?.
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Portanto, o modelo final ajustado fica dado por

N 4,98+0,28z
y=ce .

Desse modelo pode-se extrair a seguinte intrepretacao: e’ = e%?8 =1, 32(32%)
é o aumento relativo esperado para a renda aumentando-se em 1 ano a esco-

laridade média.

Residuo Studentizado
Componente do Desvio

Quantil da N(0,1) Quantil da N(0,1)

Figura 1.7: Grafico normal de probabilidades para os modelos ajustados
normal linear (esquerda) e gama log-linear (direita) aos dados sobre renda e
escolaridade.

1.12.2 Processo infeccioso pulmonar

A seguir serao utilizados os dados referentes a um estudo de caso-controle rea-
lizado no Setor de Anatomia e Patologia do Hospital Heliopolis em Sao Paulo,
no periodo de 1970 a 1982 (Paula e Tuder, 1986) (ver arquivo canc3.txt).
Um total de 175 pacientes com processo infecioso pulmonar atendido no hos-

pital no periodo acima foi classificado segundo as seguintes variaveis: Y,
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tipo de tumor (1: maligno, 0: benigno); IDADE, idade em anos; SEXO (0:
masculino, 1: feminino); HL, intensidade da célula histidcitos-linfécitos (1:
ausente, 2: discreta, 3: moderada, 4: intensa) e FF, intensidade da célula
fibrose-frouxa (1: ausente, 2: discreta, 3: moderada, 4: intensa). O arquivo
pode ser lido no R através do comando
canc3 = read.table(‘‘canc3.txt’’, header=TRUE).

Deve-se informar o sistema que as variaveis SEXO, HL e FF sao qualitativas,
isto é, deve-se transforma-las em fatores. Os comandos sao os seguintes:

attach(canc3)

sexo factor(sexo)

sexo = C(sexo,treatment)

hl = factor(hl)

hl = C(hl,treatment)

ff = factor(ff)

ff = C(ff,treatment).
O comando C(sexo,treatment), que é optativo, cria uma varidvel binaria
que assume valor zero para o sexo masculino e valor um para o sexo feminino.
Analogamente, o comando C(hl,treatment) cria variaveis bindrias para os
niveis discreto, moderado e intenso do fator HL. O mesmo faz o comando
C(ff,treatment) para o fator FF. Essa maneira de transformar todo fator
de k niveis em k — 1 variaveis binarias, denominado casela de referéncia, é
padrao em MLGs, porém pode nao ser a modelagem mais conveniente em
outras situacoes de interesse pratico. A casela de referéncia seria, nesses dois
casos, o nivel ausente.

Considere, como exemplo, a aplicagao do modelo logistico com resposta

Bernoulli apenas com os efeitos principais, em que
Pr{Y =1]n} = {1 +exp(-n)} ",
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com 1) = B, + BIDADE 4 B3SEXO + Y7, B, HL; + 3"+, 85, FF;, SEXO, HL;
e FF; sendo variaveis binarias correspondentes aos niveis de SEXO, HL e FF,
respectivamente. Assume-se que S41 = f51 = 0. Uma observacao importante
é que devido ao fato da amostragem ter sido retrospectiva, o uso do modelo
acima para fazer previsoes somente é vélido se a estimativa do intercepto
(B1) ser corrigida (ver, por exemplo, McCullagh e Nelder, 1989, p. 113). Isso
serd discutido na Secao 3.6.6. Para ajustar o modelo acima, os passos sao
dados abaixo
fitl.canc3 = glm( tipo ~ sexo + idade + hl + ff,

family=binomial)

summary(fitl.canc3).

Tabela 1.8
Estimativas dos parametros referentes ao modelo logistico ajustado aos dados
sobre processo infeccioso pulmonar.

Efeito Estimativa Efeito  Estimativa Efeito  Estimativa

Constante -1,850(1,060) HL(2) -0,869(0,945) FF(2) -0,687(0,502)
Sexo 0,784(0,469) HL(3) -2,249(0,968) FF(3) -1,025(0,525)
Idade 0,065(0,013) HL(4) -3,295(1,466) FF(4) 0,431(1,123)

As estimativas dos parametros (erro padrao aproximado) sdo apresenta-
das na Tabela 1.8. O desvio do modelo foi de D(y; ft) = 157,40 (166 graus
de liberdade), indicando um ajuste adequado. Como pode-se observar, ha
indicios de que a chance de processso infecioso maligno seja maior para o
sexo feminino do que para o sexo masculino. Nota-se também que a chance
de processo maligno aumenta significativamente com a idade e hé indicagoes
de que tanto para a célula FF quanto para HL a chance de processo maligno
diminui a medida que aumenta a intensidade da célula. Esse exemplo sera

reanalizado no Capitulo 3.
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1.12.3 Sobrevivéncia de bactérias

Na Tabela 1.9, extraida de Montgomery et al.(2001, pgs. 201-202), tem-se o
nimero de bactérias sobreviventes em amostras de um produto alimenticio
segundo o tempo (em minutos) de exposigdo do produto a uma temperatura
de 300°F'. Na Figura 1.8a é apresentado o grafico do nimero de bactérias so-
breviventes contra o tempo de exposicao. Nota-se uma tendéncia decrescente
e quadratica.

Supondo que as amostras do produto enlatado submetidos a temperatura
de 300°F tém o mesmo tamanho, pode-se pensar, em principio, que Y; d
P(;), com Y; denotando o nidmero de bactérias sobreviventes na i-ésima
amostra ¢ = 1,...,12. Para u; grande ¢ razoavel supor que Y; se aproxima
de uma distribui¢ao normal (ver Secao 4.2.1). Assim, tem-se como proposta

inicial, os seguintes modelos:
y; = o+ Stempo; +¢; e

Y; = a + ftempo; + ytempo? + €,

em que €; iiNdN(O,aQ), i=1,...,12.

Tabela 1.9
Numero de bactérias sobreviventes e tempo de exposicao.
Numero 175 108 95 82 71 50 49 31 28 17 16 11
Tempo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

As estimativas dos parametros sao apresentadas na Tabela 1.10. Pelos
graficos de envelope (Figuras 1.8b e 1.8¢) nota-se indicios de que a distri-
buicao dos erros pode estar incorrretamente especificada. A maioria dos
residuos assume valor negativo. Nota-se a presenca de um ponto aberrante,

observagao #1.
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Figura 1.8: Diagrama de dispersao e graficos normais de probabilidade refe-
rentes aos modelos ajustados aos dados sobre sobrevivéncia de bactérias.

Uma outra tentativa seria aplicar a resposta a transformacao raiz qua-
drada que é conhecida no caso da Poisson como estabilizadora da variancia,
além de manter a aproximagao normal (ver Segao 4.2.1). Logo, pode-se pen-

sar em adotar os seguintes modelos alternativos:
VUi = a + Stempo; +¢€; e

VUi = a + Stempo; + ytempo? + €,

em que € S N(0,0?), i = 1,...,12. As estimativas dos parametros sao

apresentadas na Tabela 1.10.
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Tabela 1.10
Estimativas de algumas quantidades para os modelos com resposta
transformada ajustados aos dados sobre sobrevivéencia de bactérias.

Parametro Linear-Y Quadrético-Y Linear-v'Y Quadrético-vY
Q@ 142,20(11,26)  181,20(11,64) 12,57(0,38) 13,64(0,51)
153 -12,48(1,53) -29,20(4,11)  -0,82(0,05) -1,27(0,18)
vy 1,29(0,31) 0,04(0,01)
R? 86,9% 95,5% 96,1% 97,8%

Nota-se uma melhora na qualidade do ajuste, particularmente no segundo
caso. Porém, ainda hé indicios pelos graficos de envelope (Figuras 1.8d e 1.8e)
de violagao nas suposicoes para os modelos, além da presenca da observacao
#1 como ponto aberrante. Finalmente, propoem-se um modelo log-linear de

Poisson, em que
o Yi|tempo; ~ P(y;)

o log(p;) = o+ Btempoy,

1 =1,...,12. As estimativas dos parametros sao apresentadas na Tabela
1.11. Pelo gréfico de envelope (Figura 1.8f) nao ha evidéncias de que o modelo
esteja mal ajustado. Nota-se também que a observagao #1 foi acomodada
dentro do envelope gerado. Parece, portanto, que esse ultimo modelo é o que

melhor se ajusta aos dados dentre os modelos propostos.

Tabela 1.11
Estimativas dos parametros do modelo
de Poisson ajustado aos dados sobre
sobrevivéencia de bactérias.
Parametro Estimativa E/E.Padrao

@ 5,30 88,34
3 0,23 293,00
Desvio 8,42 (10 g.l.)
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O modelo Poisson log-linear ajustado aos dados fica entao dado por

ji(x) = 5300232
em que x denota o tempo de exposi¢cao. Logo, diminuindo de uma unidade
o tempo de exposicao a variacao no valor esperado fica dada por
1(x — 1
Mr= 1) _ om _ g5
fi(x)

Ou seja, o nimero esperado de sobreviventes aumenta 25,9%.

1.12.4 Estudo seriado com ratos

O exemplo a seguir provém de um estudo seriado com um tipo de tumor
maligno para avaliar a influéncia da série (passagem do tumor) na morte
(caquexia) de um certo tipo de rato (Paula et al., 1992). Os dados estao
descritos no arquivo canc4.txt. Um total de 204 animais teve o tumor
inoculado num determinado momento da série. Para cada animal, além do
grupo de passagem, foram observadas as variaveis presenca de massa tumoral,
caquexia e o tempo de observacao (em dias). Esses dados s@o resumidos na

Tabela 1.12.

Tabela 1.12
Numero de ratos caquéticos (Q) e ratos dias de
observacao (R-D) sequndo o grupo de passagem
e o desenvolvimento de massa tumoral.

Massa Grupo de passagem
tumoral P0O-P6 P7-P18 P19-P28
Sim O 6 13 8
R-D 2597 3105 2786
Nao O 12 3 1
R-D 1613 411 232
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Para ler os dados diretamente no R deve-se usar o comando
cancd4a= scan(what=1ist (obs=0,rd=0))
1: 6 2597 13 3105 8 2786
2: 12 1613 3 411 1 232.
Agora, é necessario introduzir os fatores grupo de passagem e massa tumoral
fnames = list(gp=c(‘‘P0O-P6’’, ¢‘P7-P18°’, ¢‘P19-P28°’),
mt=c(‘‘Sim’’, ‘‘N&o’’)).
Para informar o sistema a ordem em que os dados foram lidos, pode-se usar
o comando fac.design. Em seguida, é feito o emparelhamento
rato.design = fac.design(c(3,2), fnames, rep=1)
attach(canc4a)
rato.df = data.frame(obs,rd,rato.design).
As informacoes completas sobre os dados estao armazenadas no arquivo
rato.df. Para uma verificacao basta usar o comando
rato.df.
Pode-se agora (opcionalmente) criar uma matriz modelo no padrao dos MLGs
attach(rato.df)
gp = C(gp,treatment)
mt = C(mt,treatment).
Supor que O;;, o numero de ratos caquéticos no nivel ¢ de massa tumoral
e grupo de passagem j, segue uma distribuicao de Poisson de média A;;t;;,
i=12ej =123 Tem-se que \;; denota a taxa de caquexia (nimero
médio de mortes por unidade de tempo) e ¢;; o total de ratos-dias no nivel

(i,7). Considere inicialmente o seguinte modelo de Poisson:
ind

o Oi; ~ P(Aijti;)

e log(\ij) = a+ Bi + v,
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emque i =1,2ej =123, 6 =0e~y = 0. A suposicaio do compo-
nente aleatério equivale a suposicao de tempos exponenciais, como sera visto
na Secao 4.2.2. Com essa notagao, « sera o efeito correspondente a classe
PO — P6 com desenvolvimento de massa, 35 a diferenca entre os efeitos dos
grupos sem e com o desenvolvimento de massa tumoral, v, a diferenca entre
os efeitos das classes P7 — P18 e PO — P6 e 73 a diferenca entre os efeitos das
classes P19 — P28 e PO — P6. Em particular, quando os valores esperados de
mortes para t;; sao expressos na forma de um modelo log-linear, tem-se um
offset dado por log(t;;). Ou seja, o modelo que serd ajustado no R tem parte
sistematica dada por log(u;;) = log(ti;) + a + B; + v;. Logo, é necessario
definir o offset no ajuste.

Os passos sao os seguintes:

logt0 = log(rd)

cancda.fit = glm(obs ~ gp + mt + offset(logt0),
family=poisson)

summary(cancda.fit) .

As estimativas dos parametros (erro padrao aproximado) sao dadas por
& = —5,875 (0,312), 42 = 0,334 (0,365), 45 = —0,040 (0,434) e B, =
0,860 (0,343). O desvio do modelo é dado por D(y; r) = 0,84 com 2 graus
de liberdade. Pelas estimativas acima nota-se que o fator grupo de passagem
nao ¢ significativo. O ajuste do modelo sem esse efeito levou as estimativas
& = —5,750 (0,192) e By = 0,802 (0,315) com um desvio de D(y; ft) = 1,99
(4 graus de liberdade). Logo, o teste da razao de verossimilhancas para testar
Ho : 72 =73 =0 vale 1,99 — 0,84 = 1,15 com 2 graus de liberdade, o que
implica em nao rejeitar a hipotese Hy.

Assim, o modelo adotado inclui somente o efeito massa tumoral. Tem-se

que B9 é significativamente diferente de zero. A estimativa Bg = 0,802 indica
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que os ratos que desenvolvem massa tumoral (tumor maligno) sobrevivem
mais do que os ratos que nao desenvolvem o tumor! Esse resultado pode
parecer em principio contraditério, todavia deve-se lembrar que todos os
ratos tiveram tumor inoculado mas nem todos desenvolveram massa tumoral.
Assim, pode ser razoavel supor que aqueles ratos que nao desenvolveram
massa tumoral teriam resistido muito para que a mesma nao se desenvolvesse,
levando os mesmos a algum tipo de esgotamento e consequentemente a um
tempo médio de vida menor do que o tempo médio dos ratos em que o tumor
se desenvolveu.

Uma maneira alternativa de avaliar a suposicao de distribuicao de Pois-
son para O;; com média A;;t;; ¢ através da inclusdo do termo log(t;;) como

covariavel, em vez de offset. Isto é, supor a parte sistematica

log (i) = oo+ dlog(ti;) + Bi + ;-

Assim, pode-se testar Hy : § = 1 contra H; : § # 1. A nao rejeicao de
Hy indica que a suposicao de distribui¢ao de Poisson para O;; parece ser
razodvel. No exemplo acima obtém-se § = 1, 390(0,439), com valor-z dado

por z = (1,390 — 1)/0,439 = 0, 89, levando portanto a nao rejei¢ao de Hy.

1.12.5 Consumo de combustivel

No arquivo reg2.txt(Gray, 1989) sao apresentadas as siglas dos 48 esta-
dos norte-americanos contiguos juntamente com as seguintes variaveis: taxa
(taxa do combustivel no estado em USD), licenga (proporc¢ao de motoristas
licenciados), renda (renda per capita em USD), estradas (ajuda federal para
as estradas em mil USD) e consumo (consumo de combustivel por habitante).
O interesse nesse estudo € tentar explicar o consumo médio de combustivel
pelas variaveis taxa, licenca, renda e estradas. O arquivo pode ser lido no R

através do comando
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reg2 = read.table(‘‘reg2.txt’’, header=TRUE).

O modelo proposto é o seguinte:
yi = a + [rtaxa; + Bolicenca; + fBarenda; + Saestradas; + €,

em que y; denota o consumo anual de combustivel (por habitante) no i-ésimo
estado, enquanto ¢; - N(0,0%),i=1,...,48.

O modelo acima é ajustado no R com os resultados sendo colocados no
objeto fitl.reg2. Dai entao é aplicado o método de Akaike para selecionar
o submodelo com menor AIC. Para tal, aplica-se os comandos

require (MASS)

stepAIC(fitl.reg2).

A variavel estradas foi eliminada. Os resultados do modelo selecionado sao
apresentados na Tabela 1.13. Portanto, pode-se dizer que para cada aumento
de uma unidade na renda, o consumo médio de combustivel diminui 0,07 uni-
dades. Para cada aumento de 1% na porcentagem de motoristas licenciados
o consumo médio de combustivel aumenta 13,75 unidades, e para cada au-
mento de 1% no imposto do combustivel o consumo médio diminui 29,48

unidades.

Tabela 1.13
Estimativas dos parametros referentes
ao modelo normal linear ajustado aos
dados sobre consumo de combustivel.

Efeito Estimativa E/E.Padrao
Constante 307,33 1,96
Taxa -29,48 -2,78
Licenca 1374,77 7,48
Renda -0,07 -4,00
R? 0,675

s 8,12
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Figura 1.9: Graficos de diagndstico referentes ao modelo normal linear ajus-
tado aos dados sobre consumo de combustivel.

Na Figura 1.9 tem-se alguns graficos de diagndstico e como pode-se notar
h& um forte destaque para o estado de WY, que aparece como influente (Figura
1.9b) e aberrante (Figura 1.9¢). Outros estados, tais como CT, NY, SD, TX
e NV (Figura 1.9a) aparecem como remotos no subespago gerado pelas colunas
da matrix X, embora nao sejam confirmados como influentes. Nao ha indicios
pela Figura 1.9d de variancia nao constante.

Pelo gréfico normal de probabilidades descrito na Figura 1.10 (esquerda)

nao hé indicios fortes de afastamentos da suposicao de normalidade para os
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erros, apesar da influéncia no grafico do estado de WY. O grafico sem esse

estado apresentado na Figura 1.10 (direita) confirma esse suposicao.

Residuo Studentizado
Residuo Studentizado

Quantil da N(0,1) Quantil da N(0,1)

Figura 1.10: Gréafico normal de probabilidades com todos os pontos (es-
querda) e sem o estado de WY (direita), referentes ao modelo normal linear
ajustado aos dados sobre consumo de combustivel.

Analisando os dados referentes ao estado de WY nota-se que o mesmo tem
uma taxa de 7% (abaixo da média de 7,67%), uma renda per capita anual de
USD 4345 (ligeiramente acima da média de USD 4241,83), uma proporcao
de motoristas licenciados de 0,672 (acima da média de 0,570), porém um
consumo médio de combustivel muito alto 968 (média nacional de 576,77).
Talvez as longas distancias do estado tenham obrigado os motoristas a um
consumo alto de combustivel. A eliminacao desse estado muda substacial-
mente algumas estimativas, embora nao mude a inferéncia. A estimativa da
varidvel licenca cai 13,2%, a estimativa do intercepto aumenta 27,8%, o s>
cai 17,1% e o R? aumenta 4,1%. As demais estimativas nao sofrem grandes
variacoes.

Assim, a inclusao de alguma variavel que leve em conta a densidade de-
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mografica de cada estado, conforme sugerido por Gray (1989), poderia expli-
car melhor o estado de WY pelo modelo proposto. Uma outra possibilidade

seria a inclusao no modelo de uma varidvel bindria referente a esse estado.

1.12.6 Salario de executivos

Considere os dados descritos no arquivo salarios.txt sobre o salario anual
(em mil USD) de uma amostra aleatéria de 220 executivos (145 homens e 75
mulheres)(Foster et a., 1998, pgs.180-188). O saldrio sera relacionado com
as seguintes varidveis explicativas: sexo (1: masculino; 0: feminino), anos de
experiéncia no cargo e posigao na empresa (varia de 1 a 9), quanto maior o
valor mais alta a posigao. O arquivo pode ser lido no R através do comando
salarios = read.table(‘‘salarios.txt’’, header=TRUE).

A seguir é apresentada a comparacao dos salarios médios segundo o sexo.

Sexo Amostra Média E.Padrao
Masculino 145 144,11 1,03
Feminino 75 140,47 1.43

Diferenga Teste-t valor-P
Estimativa 3,64 2,06 0,04
E.Padrao 1,77

O valor-P indica diferenca ao nivel de 5%. Ou seja, ignorando as de-
mais variaveis nota-se que os executivos ganham em média mais do que as
executivas.

Pela Figura 1.11 nota-se indicios de aumento do salario com o aumento
da posicao e com o aumento da experiéncia para ambos os sexos, sugerindo

inicialmente um modelo linear do tipo
y; = a + [isexo; + Paexper; + Paposic; + €,

- - : iid
em que y; denota o saldrio do i-ésimo executivo da amostra e ¢; ~ N(0, 0?),

i=1,...,220.

97



Tabela 1.14
Estimativas dos parametros referentes
ao modelo normal linear ajustado aos

dados sobre saldrio de exrecutivos.

Efeito Estimativa E/E.Padrao
Constante 115,262 82,25
Experiéncia -0,472 -4.17
Sexo -2,201 -2,04
Posicao 6,710 21,46
R? 0,71
s 6,77
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Figura 1.11: Graficos de dispersao entre salario e as varidveis explicativas
experiéncia e posicao.
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Tabela 1.15
Testes F para avaliar a inclusao
de cada interacao de 1% ordem no
modelo normal linear ajustado aos
dados sobre saldrio de executivos.

Interacao F-valor  valor-P
Sexo*Exper 1,615 0,20
Sexo*Posicao 0,001 0,97
Exper*Posicio 7,594 0,00
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Figura 1.12: Gréficos de diagnéstico referentes ao modelo normal linear ajus-
tado aos dados sobre saldrio de executivos.

Aplicando o método AIC nenhuma variavel é retirada do modelo. As esti-

mativas sao apresentadas na Tabela 1.14. Nota-se portanto que na presenca
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de experiéncia e posi¢ao as mulheres ganham em média mais do que os ho-
mens. Quando essas variaveis sao ignoradas, ocorre o contrario, como foi
visto na andlise descritiva. Experiéncia e posicao sao variaveis importantes
e devem também permanecer no modelo.

Verifica-se a seguir se é possivel incluir alguma interacao de 1¢ ordem.
Essas interagoes sao de interesse e também interpretaveis. Por exemplo,
presenca de interacao entre os fatores sexo e experiéncia significa que a dife-
renga entre os salarios médios de executivos e executivas nao é a mesma
a medida que varia o tempo de experiéncia. Na Tabela 1.15 sao apre-
sentados os valores da estatistica F bem como o valor-P correspondente
para testar a auséncia das interacoes sexo*experiéncia, sexo*posicao e ex-
periéncia*posicao, respectivamente, dado que estdao no modelo constante +
sexo + experiéncia + posicao. Portanto, serd incluida no modelo apenas
a interacao experiéncia*posigdo. As estimativas do modelo final com a
interacao experiéncia*posicao sao apresentadas na Tabela 1.16.

Na Figura 1.12 sao apresentados os graficos de diagnéstico. Algumas ob-
servagoes aparecem como pontos de alavanca (Figura 1.12a), trés observagoes
sao destacadas como possivelmente influentes (Figura 1.12b) e nao hé indicios
de pontos aberrantes e variancia nao constante (Figuras 1.12¢ e 1.12d). Reti-
rando as observacoes mais influentes, #4 e #30, nota-se variacoes despropor-
cionais em algumas estimativas, embora nao ocorram mudancas inferencias.
Esses pontos causam variacoes, respectivamente, de -14% e 11% na estima-
tiva do coeficiente de sexo. A observacao #4 é uma executiva com salario
anual de USD 139 mil, posi¢ao 7 e 13,9 anos de experiéncia (saldrio rela-
tivamente baixo para essa posi¢ao e experiéncia) e a observacao #30 é de
um executivo com salario anual de USD 110 mil, posicao 2 e 2.4 anos de

experiéncia (menor saldrio entre os executivos).
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Tabela 1.16
Estimativas dos parametros referentes
ao modelo normal linear final ajustado
aos dados sobre saldrio de evecutivos.

Efeito Estimativa E/E.Padrao
Constante 108,042 36,48
Experiéncia 0,336 1,07
Sexo -2,811 -2,58
Posicao 8,096 13,73
Exper*Posicao -0,135 -2,75
R? 0,72

s 6,67

Residuo Studentizado

T T T T T T T
-3 -2 -1 (o] 1 2 3
Quantil da N(0,1)

Figura 1.13: Grafico normal de probabilidades referente ao modelo normal
linear final ajustado aos dados sobre salario de executivos.

O modelo final ajustado é portanto dado por

y = 108,042 + 0,336 x exper — 2,811 X sexo

+8,096 x posic — 0, 135 X posic X exper.
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Por exemplo, desse modelo, qual o saldrio previsto para executivos com

5 anos de experiéncia e posicao 47
e Executiva: USD 139,406 mil
e Executivo: USD 136,595 mil.

O modelo ajustado para o grupo de mulheres é dado por
g = 108,042+ 8,096 x posic + (0,336 — 0,135 X posic) X exper.

Examinando a equacao acima nota-se que as executivas com posicao alta e
muita experiéncia tendem a ganhar menos do que executivas com posicao
alta e menos experiéncia. Isso quer dizer que aquelas executivas que perma-
neceram menos tempo no cargo tendem a ganhar mais do que aquelas que
ficarem mais tempo no cargo. Mesmo resultado para os homens.

Nota-se neste exemplo a importancia da interacao na interpretacao dos
resultados. Ignorando as varidveis posi¢ao e experiéncia tem-se que o saldrio
médio dos executivos é significativamente maior do que o salario médio
das executivas. Porém, quando essas varidveis entram no modelo ocorre
o contrario, para uma mesma posicao e mesma experiéncia as executivas
ganham em média mais. Pela Figura 1.13 nota-se que nao hé indicios de

afastamentos da suposicao de normalidade para os erros.

1.13 Exercicios

1. Se Y pertence a familia exponencial de distribuicoes, entao a funcao

densidade ou funcao de probabilidades de Y pode ser expressa na forma

f(y;0,0) = explp{yd — b(0)} + c(y; 9)],
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em que b(-) e ¢(+;-) sdo fungoes diferenciaveis. Supondo ¢ conhecido
seja L(0) = log{f(y;0,¢)} o logaritmo da fungao de verossimilhanca.

Se L(#) é pelo menos duas vezes diferenciavel em 6 mostre que

OL(O) OPL(0)\ OL(0)\*
E(—ae )_0 o E( D) = ] (2
. Seja Y ~ ES(u, ¢) (distribuigao estével) cuja func¢ao densidade de pro-
babilidade é dada por

f(y;0,0) = a(y, ¢)exp[p{0(y + 1) — 0log(0)}],

em que > 0, —co < y < 00, ¢+ > 0 é o parametro de dispersao
e a(-,-) é uma fungdo normalizadora. Mostre que essa distribuigao
pertence a familia exponencial de distribui¢oes. Encontre a fungao de

variancia e os componentes da fungao desvio d**(y;; ;).

. Supor agora que Y;; X ES(ui, @), parai =1,2e j=1,...,m, em que
pr=m =a—Aepuy =mn =a+ A Mostre que ji; =y e iz = ¥a.
Como ficam as matrizes X e W7 Obter as variancias e covariancia
assintéticas Var(a), Var(A) e Cov(@, A). Mostre que a estatistica do
teste de Wald para testar Hy : @« — A = 0 contra Hy : @« — A # 0 pode
ser expressa na forma

& = moyie”.

Qual a distribuicao nula assintética da estatistica do teste?

. Seja Y o numero de ensaios independentes até a ocorréncia do r-ésimo
sucesso, em que 7 € a probabilidade de sucesso em cada ensaio. Denote
Y ~ Pascal(r, 7) (distribui¢ao de Pascal) cuja funcao de probabilidade
¢é dada por

-1

flysr,m) = (y 1)#(1 — ),

r —
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paray =7,7+1,...e0 <7 < 1. Mostre que Y* = ¥ pertence a familia
exponencial de distribui¢oes. Encontre a fun¢ao de variancia V' (u), em
que u = E(Y™*). Supor agora que Y; ) Pascal(r, m;) parai =1,...,n.

Obtenha os componentes d*?(y;; #;) da funcao desvio.

. Considere a seguinte fungao densidade de probabilidade:

Flu:0.0) = 200 cpfofyo+ (1 - 02)}),
m(1+y?)

emque 0 <0 <1, —00o<y<oo, p~! >0 ¢o parametro de dispersao
e a(-, ) é uma funcao normalizadora. Mostre que essa distribui¢ao per-
tence a familia exponencial. Encontre a funcao de variancia. Obtenha
a funcao desvio supondo uma amostra de n variaveis aleatérias inde-
pendentes de médias p; e parametro de dispersao ¢ %, i = 1,...,n.
Obter R2.

. Mostre que a distribuicao logaritmica, com funcao de probabilidade

fy;p) = p¥/{—ylog(1 = p)},

em que y = 1,2,... e 0 < p < 1, pertence a familia exponencial.
Calcule e V(u). Obtenha a fungao desvio supondo uma amostra de

n variaveis aleatérias independentes de parametros p;, ¢ = 1,...,n.

Obter R2.

. Supor que Y; LG(p;), parai=1,...,n, em que p; = e*/(1 +€%) e
LG denota distribuigao logaritmica. Mostre que a variancia assintética
de & pode ser expressa na forma Var(a) = 72(a)/ne*{r(a) — e“}, em
que 7(a) = (1 4 e%)log(1l + e*). Como fica a estatistica do teste de
escore para testar Hg : @ = 0 contra H; : a # 07 Qual a distribuigao

nula assintdtica da estatistica do teste?
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8.

10.

11.

Supor V; Ge(m) em que m = exp(«) /{1 +exp()}, parai=1,... k.
Obter a estimativa de maxima verossimilhanca & e a respectiva variancia
assintética Var(a). Mostre que a estatistica do teste da razao de veros-

similhancas para testar Hq : a = 0 contra H; : o # 0 pode ser expressa

2
=2n<a+yl — .
Erv n{a+y0g(1+ea)}

Qual a distribuicao nula assintética da estatistca do teste? A fungao

na forma

de probabilidade de Y; é dada por f(y;;7) = n(1 — 7)Y, para y; =
1,2,...,0 <7< 1etem-se que E(Y;) = 1/7 = {1 + exp(«a)}/exp(a).
Sugestao: expressar inicialmente o logaritmo da funcao de verossimi-

lhanga em funcao de «, denote por L(«). Obter U, e K,q.

Suponha o MLG em que Y;|x; x FE(u;, ¢) e parte sistemética dada por
g(ps; \) = n; = x; B, com ) escalar desconhecido. Encontre as funcoes
escore Ug e Uy, as funcoes de informacao de Fisher Kgg, Kgy e Ky e
descreva o processo iterativo escore de Fisher para obter a estimativa
de maxima verossimilhanca de 8 = (ﬂT, A)T. Como iniciar o processo

iterativo? Sugestao de notacio: A = On/OX, em quen = (N1,..., 7).
Suponha agora o modelo de regressao normal linear simples
yi = a+ Bx; + €,

em que € S N(0,02), i = 1,...,n. Mostre a equivaléncia entre as
estatisticas gy, &w e Esr para testar Hy : = 0 contra Hy : 8 # 0.

Supor o2 conhecido.

Suponha duas populagdes normais com médias ju; e o, mesma variancia,
e que amostras independentes de tamanhos n; e ny, foram, respectiva-

mente, obtidas das duas populagoes. Para o modelo com parte sis-
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12.

13.

14.

temdatica u; = a4+ [ e uo = a — [, mostre que a estatistica F para
testar Hy : f = 0 contra H; : f # 0 pode ser expressa na forma

simplificada

(n —2)™2 (g, — ga)°
>y —y)? — M2 (g1 — )%

em que ¥, i1, Yo Sao as respectivas médias amostrais.

F—

Supor o modelo de regressdo linear miltipla 3; = x; 3 + ¢, em que
iid . . o

e ~ N(0,0?), parai = 1,...,n. Mostre que uma estimativa intervalar

de menor comprimento para o? pode ser expressa na forma

2 2

(n—p)s° (n—p)s
a ’ b ’

em que a e b sdo constantes tais que a*gu,—p(a) = b*gp—p)(b) com
G(n—p)(t) denotando a funcao densidade de probabilidade da distribuigao
X%n—p)' Sugestao: minimizar (derivando em b) o comprimento do inter-
valo ¢(b) = (n — p)s*[1/b — 1/a] e derivar em ambos os lados (em b) a

equacao f; Gn—p)(t)dt = (1 — o) com a = a(b).

Considere agora o modelo de regressao linear multipla y; = x; 3 + ¢,
em que ¢; ~ N(0,0?), x; = (1, iz, ..., zip) e B = (B1,...,5,)", para
i =1,...,n. Mostre que a estatistica I para testar Hy : o = --- = 3,
contra H; : §; # 0, para pelo menos algum j = 2,...,p, pode ser

expressa na forma

R*(n —p)
(p—1)(1 - R?)

Suponha um MLG com ligagao canonica e parte sistematica dada por

F =

g(p;) = ar+Bzj e g(pg;) = as+px;, j =1,...,r. Interprete esse tipo
de modelo. Obtenha a matriz X correspondente. Como fica o teste de

escore para testar Hy : 8 = 07 O que significa testar Hy?
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15.

16.

17.

Sejam Y;, ¢ = 1,2,3 e j = 1,...,m, varidveis aleatérias mutuamente
independentes pertencentes a familia exponencial tais que E(Y};) = 5,
Var(Y;;) = Vij¢~! e parte sistemdtica dada por g(ui;) = a, g(ue,) =
a+ A e g(ps;) = a— A. Responda as seguintes questoes:

(i) como fica a matriz modelo X7

(ii) O que significa testar Hy : A = 07 Qual a distribuigdo nula
assintética das estatisticas Ery, Ew e Esr?

(iii) Calcular a variancia assintética de A, Var(A).

(iv) Mostre que a estatistica do teste de escore para testar Hy : A =0
contra H; : A # 0 fica dada por
fon = OB — ¥s)°
2Vo

Mostre (1.14) e (1.15). Use o seguinte resultado de dlgebra linear:

(A"U)(VTA

A+UVH)T=A"-
(A+UV) TTVTA U

em que A é uma matriz nao singular e U e V sao vetores coluna.
Mostre primeiro que XTAX = XX — (1-4d)x;x; e XAy = Xy —

(1 — §)x;y;, em que A é uma matriz de 1’s com 0 na i-ésima posigao.

(Cook e Weisberg, 1982). Suponha o modelo de regressao dado em
(1.12). Mostre que 4 ~ N(v,02%/(1 — h;;)). Mostre também que, sob a

hipétese Hy : 7 # 0, a estatistica F tem uma distribui¢ao Fy ,—p—1)(A),

172(1=hii)

R— é o parametro de nao centralidade. Comente

em que A =
sobre o poder desse teste para 0 < h; < 1. Use o resultado: se

Y ~ N, (u,0%I) entao y "y /o? ~ x2(A), em que A = su" p/o?.
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18.

19.

20.

(Pregibon, 1982). Mostre que a estatistica de escore para testar que o i-
ésimo ponto é aberrante num MLG com ¢ conhecido e parte sistematica

g(u;) = x] B é dada por t3 , em que

b Vo(yi — i)
S; — )

k3
~

Vi(1 — hy)

sendo fi;, Vi e hy = @iXI(XTWX)_lxi avaliados em B Qual a dis-
tribuicao nula assintética de t?gi? Como seria interpretado o grafico de
t%i contra a ordem das observagoes? Sugestao : chame n = X3 + vz,
em que z ¢ um vetor n X 1 de zeros com 1 na i-ésima posicao, calcule

Var(y) e U, e teste Hy : v = 0 contra H; : v # 0.

Em dados de contagem muitas vezes o interesse esta apenas nas conta-
gens positivas e nesses casos a distribuicao de Poisson truncada em zero
pode ser aplicada para ajustar os dados. A funcao de probabilidade da

Poisson truncada é expressa na forma

Y
e "\
) =
paray = 1,2,...,em que A > 0. Mostre que Y pertence a familia expo-

nencial de distribuigoes. Obter E(Y'), a fungdo de variancia e Var(Y).
Supor agora que Y; by PoissonTruncada(\;) e obtenha os componentes
d*? (ys; 5\1) da funcao desvio, parai=1,...,n.

No arquivo reg3.txt sao descritas as seguintes variaveis referentes a
50 estados norte-americanos: (i) estado (nome do estado), (ii) pop
(populacdo estimada em julho de 1975), (iii) percap (renda percapita
em 1974 em USD), (iv) analf (proporgao de analfabetos em 1970), (v)
expvida (expectativa de vida em anos 1969-70), (vi) crime (taxa de

criminalidade por 100000 habitantes 1976), (vii) estud (porcentagem

108



21.

de estudantes que concluem o segundo grau 1970), (viii) ndias (nimero
de dias do ano com temperatura abaixo de zero grau Celsus na cidade
mais importante do estado) e (ix) area (drea do estado em milhas

quadradas). Para ler o arquivo no R use o comando
reg3 = read.table(‘‘reg3.txt’’, header=TRUE).

O objetivo do estudo é tentar explicar a expvida média usando um mo-
delo de regressao normal linear dadas as variaveis explicativas percap,

analf, crime, estud, ndias e dens, em que dens=pop/area.

Inicialmente faga uma andlise descritiva dos dados, por exemplo com
boxplot e a densidade da varidvel resposta e com diagramas de dis-
persao com as respectivas tendéncias entre a varidvel resposta e as
variaveis explicativas. Comente essa parte descritiva. Posteriormente,
ajuste o modelo de regressao normal linear com todas as varidveis ex-
plicativas e através do método stepwise (com PE=PS=0,15) faca uma
selecao de varidveis. Uma vez selecionado o modelo faga uma analise
de diagnostico e apresente as interpretacoes dos coeficientes estimados

do modelo final.

(Wood, 1973). No arquivo reg4.txt estao os dados referentes a produgao
de gasolina numa determinada refinaria segundo trés varidveis obser-
vadas durante o processo e uma quarta variavel que é uma combinagao
das trés primeiras. A resposta é o nimero de octanas do produto pro-
duzido. A octanagem é a propriedade que determina o limite maximo
que a gasolina, junto com o ar, pode ser comprimida na camara de
combustao do veiculo sem queimar antes de receber a centilha vinda
das velas. As melhores gasolinas tém uma octanagem alta. Em gran-

des refinarias, o aumento de um octana na produgao de gasolina pode
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22.

representar um aumento de alguns milhoes de dolares no custo final da
producao. Assim, torna-se importante o controle dessa variavel durante

o processo de producao. Para ler o arquivo no R use o comando
regd = read.table(‘‘regd.txt’’, header=TRUE).

Fazer inicialmente uma andalise dscritiva dos dados. Use o método
stepAIC para selecionar as variaveis explicativas significativas. Faga

uma analise de diagnoéstico com o modelo selecionado. Comente.

(Ryan e Joiner, 1994). No arquivo trees.txt é apresentado um con-
junto de dados que tem sido analisado sob diversos pontos de vista por
varios pesquisadores (ver, por exemplo, Jorgensen, 1989). As varidveis
observadas sdo o diametro (d), a altura (h) e o volume (v) de uma
amostra de 31 cerejeiras numa floresta do estado da Pensilvania, EUA.

Para ler o arquivo no R use o comando
trees = read.table(‘‘trees.txt’’, header=TRUE).

A relacao entre diametro, altura e volume de uma arvore depende da

forma da mesma e pode-se considerar duas possibilidades

1
= —7nd*h
V=T
para forma cilindrica e
1
v=—7d’h
12

para forma conica. Em ambos os casos a relagao entre log(v), log(d) e
log(h) é dada por log(v) = a+blog(d)+clog(h). Supor inicialmente um
modelo linear em que € ~ N(0,0?). Faga uma analise de diagnéstico e
verifique se é possivel melhorar o modelo, por exemplo incluindo algum

termo quadratico.
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23.

24.

No arquivo fuel2001.txt (Weisberg, 2014, Cap.3) sdo descritas as se-
guintes variaveis referentes aos 50 estados norte-americanos mais o Dis-
trito de Columbia no ano de 2001: (i) UF, unidade da federagao, (ii)
Drivers, numero de motoristas licenciados, (iii) FuelC, total de gaso-
lina vendida (em mil galdes), (iv) Income, renda per capita em 2000
(em mil USD), (v) Miles, total de milhas em estradas federais, (vi) MPC,
milhas per capita percorridas, (vii) Pop, populagdo > 16 anos e (viii)
Tax, taxa da gasolina (em cents por galdao). A fim de possibilitar uma
comparagcao entre as UFs duas novas variaveis sao consideradas Fuel =
1000*FuelC/Pop e Dlic = 1000*Drivers/Pop, além da varidvel Miles

ser substituida por log(Miles). Para ler o arquivo no R use o comando
fuel2001 = read.table(‘‘fuel2001.txt’’, header=TRUE).

Considere como resposta a variavel Fuel e como varidveis explicativas
Dlic, log(Miles), Income e Tax. Faca inicialmente uma andlise descri-
tiva dos dados. Apresente a matriz de correlagao entre as variaveis
e diagramas de dispersao entre cada varidvel explicativa e a variavel
resposta. Comente. Aplique o procedimento stepAIC para selecio-
nar as variaveis explicativas. Verifique se é possivel incluir alguma
interacao de 12 ordem. Com o modelo selecionado faca uma andlise de
diagnostico: andlise de residuos e distancia de Cook. Avalie o impacto

dos pontos destacados. Interprete os coeficientes estimados.

No arquivo capm.txt estao os seguintes dados (Ruppert, 2004, Cap.7):
Thill (taxa de retorno livre de risco), retorno Microsoft, SP500 (retorno
do mercado), retorno GE e retorno FORD de janeiro de 2002 a abril de
2003. Todos os retornos sao didrios e estao em porcentagem. Construir
inicialmente os diagramas de dispersao (com tendéncia) entre o excesso

de retorno (y,+ —ry;) de cada uma das empresas Microsoft, GE e FORD
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e o excesso de retorno do mercado (rp; — ), em que y,; denota o
retorno da agao da empresa, 7,,; ¢ o retorno do mercado e ry; indica a
taxa livre de risco durante o t-ésimo periodo. Posteriormente, ajustar

o seguinte modelo de regressao linear simples para cada acao:
Y = a+ Py + €,

em qUe Yr = Ypt — Tty Tt = Timt — T'ft € € S N(0,0%). No modelo
acima, o parametro $ é denominado risco sistematico com a seguinte
interpretacao: se f = 1 o excesso de retorno é equivalente ao mercado
(volatilidade similar ao mercado), se § > 1 o excesso de retorno é
maior do que o excesso de retorno do mercado (agao mais volétil do
que o mercado), e se f < 1 o excesso de retorno é menor do que o
excesso de retorno do mercado (agao menos volatil do que o mercado).
O intercepto ¢ incluido para controlar eventuais precificagoes incorretas,

porém em geral a = 0 nao é rejeitado.

Para ler o arquivo no R use os comandos

capm = read.table("capm.txt", header=TRUE) .
Para deixar o arquivo disponivel use o comando
attach(capm) .

Por exemplo, para ajustar o excesso de retorno da Microsoft use os

comandos

ymsf = rmsf - tbill

xmerc = sp500 - tbill
ajuste.msf = lm(ymsf ~ xmerc)

summary (ajuste.msf) .
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25.

Verifique se os modelos estao bem ajustados através de andlise de
residuos. Para cada acdo encontre uma estimativa intervalar de 95%
para o risco sistematico e classifique o excesso de retorno em relacao ao
mercado. Finalmente, construa para cada acao a banda de confianca
de 95% para prever o excesso de retorno num determinado dia, dado o

excesso de retorno do mercado.

No arquivo wine.txt (Montgomery et al., 2021, Tabela B.11) sao des-
critas caracteristicas de uma amostra aleatéria de 38 vinhos da marca
“Pinot Noir”. O objetivo do estudo é relacionar a qualidade do vi-
nho com as seguintes variaveis explicativas: (i) claridade, (ii) aroma,
(iii) corpo, (iv) sabor, (v) aromac, aroma do tonel de carvalho e (vi)
regiao (1: regido 1, 2: regiao 2 e 3: regido 3). Para ler o arquivo no

R use os comandos
wine = read.table("wine.txt", header=TRUE).

A varidvel regiao é categorica com trés niveis. Assim é possivel através
do comando factor do R transformé-la em duas varidveis bindrias:
regiao2 = 1 para regiao 2 e 0 caso contrario e regiao3 = 1 para
regiao 3 e 0 em caso contrario. A casela de referéncia serd a regiao 1.

Para acionar o procedimento use o comando
regiao = factor(regiao).

Faca inicialmente uma analise descritiva dos dados com boxplot ro-
busto para a variavel resposta e diagramas de dispersao entre a variavel
resposta e varidveis explicativas. Selecione incialmente um submodelo
através através do procedimento stepwise usando PE=PS=0,15. Apli-
car analise de residuos e de sensibilidade. Interpretar os coeficientes

estimados.
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Capitulo 2

Modelos para Dados Positivos
Assimeétricos

2.1 Introducao

A classe de modelos para a andlise de dados positivos assimétricos é bastante
ampla incluindo distribuicoes conhecidas para os erros, tais como gama, nor-
mal inversa, Weibull, Pareto, log-normal e Birnbaum-Saunders, dentre ou-
tras. Essas distribui¢oes tém sido particularmente aplicadas na analise de
tempos de sobrevivéncia (ou duragdo) com forte énfase nas dreas médica e
de engenharia (ver, por exemplo, Lawless, 2003). Todavia, dados positivos
assimétricos tém sido também comuns em outras dreas do conhecimento,
como por exemplo pesca, meteorologia, financas, seguros e atudria (ver, por
exemplo, Jong e Heller, 2008). Um componente importante no estudo de
dados de sobrevivencia é a possibilidade de incorporagao nas analises de ob-
servagoes para as quais nao foi possivel observar a falha (dados censurados).
Com os recentes avancos tecnologicos ocorridos principalmente na fabricacao
de equipamentos, os tempos até a ocorréncia de falhas estao ficando cada vez
mais longos, aumentando assim a porcentagem de dados censurados. Isso

também pode ser notado na area médica com os avangos nos tratamentos e
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medicamentos. Todavia, a inclusao de dados censurados nos modelos envolve
um tipo de andlise mais especifica que esta além das metodologias discutidas
neste texto. Sugere-se ao leitor mais interessado consultar textos de andlise
de dados de sobrevivéncia, como por exemplo os livros de Cox e Oakes (1978),
Lawless (2003), Collett (2003), Colosimo e Giolo (2006) e Leiva et al.(2009).
Portanto, neste capitulo serd discutido apenas dados positivos assimétricos
nao censurados sob modelos com resposta gama e normal inversa, os quais

ja foram introduzidos no Capitulo 1.

2.2 Distribuicao gama

Conforme assumido na Secao 1.2.1, supor que Y é uma variavel aleatéria
e - . |
com distribuicao gama de média p e coeficiente de variacao ¢~ 2, denota-se

Y ~ G(u, ¢), e cuja fun¢ao densidade é expressa na forma

e = (Y e ()
Hyipn @) = F(¢)<u> p( u)y
= exp[p{(—y/p) —log(u)} — log{T'(¢)} + ¢ log(dy) — log(y)],

emquey >0,¢ >0 pu>0el(¢) = [[Tt* e dt é a funcdo gama. Na
Figura 2.1 tem-se a densidade da distribuicao gama variando o parametro
de precisao para p fixado. Pode-se notar que a medida que ¢ aumenta a
distribuicao gama fica mais simétrica em torno da média. Pode ser mostrado
que a medida que ¢ aumenta Y se aproxima de uma distribui¢ao normal de
média p e variancia p2¢~!. Portanto, a distribuicdo gama torna-se atrativa
para o estudo de variaveis aleatorias assimétricas e também simétricas em que
a variancia depende de forma quadratica da média. Os momentos centrais
de Y sao expressos na seguinte forma:

— D"
B - =
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parar =1,2,.... Assim, expandindo log(Y’) em série de Taylor em torno de

1 até 2% ordem, obtém-se

l08() 2 10g(40) + 1. (Y = ) = 55V = 0"

Portanto, para ¢ grande tem-se que

Emgm}%l%mwiﬁmy—mz
= log(u) — 2—;2%

= log(p) — (2¢)7" e
Var{log(Y)} = ¢ '

Ou seja, a transformagao log(Y') estabiliza a variancia a medida que o coefi-

ciente de variacao de Y fica pequeno. Uma outra transformagao dada por

()

se aproxima da distribui¢do normal padrao no caso gama (vide McCullagh e

Nelder, 1989, p. 289).

A funcao de sobrevivéncia e a funcao de risco sao quantidades usuais na

analise de dados de sobrevivéncia sendo definidas, respectivamente, por

Sit) = Pr{iY >t} e
Prit<Y Y >
W) = lim r{t <Y <t+/] _t}‘
0—0 )

Em particular, tem-se que a funcao de risco pode ser expressa na forma

h(t) = f(t)/S(t) com f(y) denotando a funcao densidade de Y. No caso
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Figura 2.1: Densidades da distribuicao gama para alguns valores do
parametro de precisao e supondo pu = 1.

da distribuicao gama de média p e parametro de dispersao ¢! a funcao de
sobrevivéncia é expressa (ver, por exemplo, Collett, 2003, pgs. 197-198) na

forma
S(t) =1— Lu(9),

em que Iy (¢) é a funcdo gama incompleta, dada por

v
I(¢) = ﬁ/o u?~te " du,

com \ = % A fungao de risco h(t) para a distribuicdo gama é crescente para
¢ > 1 e decrescente para ¢ < 1. Em particular, quando ¢t — oo tem-se que

h(t) — A.
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2.3 Modelos com resposta gama

Supor Yi,...,Y, varidveis aleatérias independentes tais que Y; ~ G(pu;, ¢).
Ou seja, esta sendo assumido que essas varidveis possuem médias diferentes
e mesmo coeficiente de variagao ¢_%. Ademais, supor que g(u;) = n; com
N = x?ﬁ, x; = (T, ... ,xip)T contendo valores de variaveis explicativas e
B =(B,...,5,)" sendo o vetor de parametros de interesse. As ligagoes mais
usadas no caso gama sao identidade (u; = n;), logaritmica (log(u;) = n;) e
reciproca (u; = n; '), esta tltima sendo a ligagio canonica.

O processo iterativo para estimagao de 3, como foi visto na Secao 1.6.1,
¢é dado por

Bim+l) — (XTW(m)X)*lXTW(m)Z(m),

m =0,1,..., varidvel dependente modificada z = n +W V2 (y—p),n=
(7717 s 77]n)—|—7 Yy = (yla st 7yn)T7 r = (N17 s 7:U’TL>T7 V = diag{:ulv st 7””} €
W = diag{wy,...,w,} com w; = (dp;/dn;)?*/pi, i = 1,...,n.

E interessante notar que sob ligacao logaritmica os pesos do processo

~ 2
iterativo para a obtencao de 3 ficam dados por w; = % =1, de modo que o

i

processo iterativo assume a forma simplificada
IB(m—H) — (}(T){)71>(Tz(m)7

em que z = (21,...,2,) com 2z = n; = (y; — wi)/pi € ps = exp(n;), i =
1,...,n. A varidncia assintética de 3 fica dada por Var(8) = ¢~ (X X)L,
Em particular, se as colunas da matriz X sio ortogonais, isto 6 X' X = I,,, em
que I, é a matriz identidade de ordem p, entao Var(ﬁj) =¢le COV(BJ, Bg) =
0, para j # ¢, ou seja, [3; e Bg sao assintoticamente independentes.
Portanto, a ligacao logaritmica tem um atrativo especial de possibili-

tar o desenvolvimento de experimentos ortogonais como sao bem conhecidos
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em modelos de regressao normal linear. Pode-se escolher formas apropria-
das para a matriz X, de modo que X'X = I, e assim obter estimativas
mutuamente independentes e de variancia constante para os coeficientes do
preditor linear. Myers et al.(2002, Cap.6) discutem experimentos ortogonais
em MLGs e apresentam alguns exemplos. As ligacoes identidade (u = n),
raiz quadrada (,/;z = 1) e arcoseno (sen™'/i = 1) produzem o mesmo efeito
em MLGs com resposta normal, Poisson e binomial, respectivamente.
Aplicando, para ¢ suficientemente grande, a transformacao logaritmica
na resposta e ajustando E{log(Y;)} = x,3, tem-se de forma equivalente
log(p;) = x; B + 267, ou seja, a menos da constante 2¢~ obtém-se as
mesmas estimativas para 3 de um modelo com resposta gama e ligacao lo-

garitmica.

2.3.1 Qualidade do ajuste

Como foi visto na Secao 1.4 o desvio de um modelo gama é dado por

D*(y; ft) = ¢D(y; it), em que
D(y; fpt) = 2 Z{log(ﬂi/yz‘) + (yi — 1)/ i}, (2.1)

com fi; = g (i) e = XIB Pode ser mostrado facilmente para ligagao
logaritmica que o termo > (y; — f1;)/ft; = 0 se a parte sistemdtica 7;
contém um intercepto. Nesse caso, a funcdo desvio fica dada por D*(y; o) =
20> " log(fui/yi). O pardmetro ¢ pode ser estimado por maxima verossi-

milhanca, que equivale a resolver a seguinte equacao:

2n{log(¢) — ()} = D(y; 1),

em que ¥(p) = [(¢)/I'(¢) é a fungdo digama (vide Secao 1.6.2); Outra

opgio ¢é utilizar a estimativa consistente ¢~' = (n — p) "t S0 (yi — fu)?/fi?
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que sera discutida no Capitulo 5. Supondo que o modelo postulado esta
correto tem-se, para ¢ grande, que o desvio D*(y; ft) segue distribuicao qui-
quadrado com (n — p) graus de liberdade. Assim, valores altos para o desvio
podem indicar inadequacao do modelo ou falta de ajuste.

Quando todas as observagdes sdo positivas o desvio D*(y; 1) deve ser
utilizado para avaliar a qualidade do ajuste e estimacao de ¢. Contudo, se
pelo menos uma observagao for igual a zero D*(y; 1) torna-se inapropriado.
A estimativa para ¢ nesse caso fica indeterminada. Como foi mencionado na

Secao 1.4, McCullagh e Nelder (1989) sugerem substituir D*(y; ) por
D*(y; fr) = 26{C(y) + > _log(fus) + Y vi/iui},
i=1 i=1

em que C(y) é uma fungao arbitréria, porém limitada. Se a parte sistemética
do modelo contém um intercepto o desvio acima fica dado por D*(y; @) =

2¢0{n+ C(y) + > ., log(ji;)}. Na pratica ¢ deve ser estimado.

2.3.2 Técnicas de diagnodstico

O residuo componente do desvio padronizado assume para os modelos gama

QA 1
tp, = £4/ n _Q;L“{log(/li/yi) — (Y — )/ u}?,

em que y; > 0 e h; é o i1-ésimo elemento da diagonal principal da matriz
H = WeX(XTWX)'X "Wz com w; = (dp;/dn;)?/p2, i = 1,...,n. Em

particular quando hé um intercepto em n; o residuo componente do desvio

a forma

tp, assume a forma reduzida

2A N 1
tp, = £y n _¢ﬁ”{10g(ﬂi/yz‘)}2~

Estudos de simulacao indicam que o residuo ¢p, se aproxima da normalidade,

particularmente para ¢ grande.
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Quando a i-ésima observacao é excluida a distancia de Cook aproximada

fica dada por B
LD, — ¢hfi (yi — /lz')2'
(1—ha)? i

Graficos de tp, e h;; contra os valores ajustados fi; como também graficos de

indices de LD, sao recomendados para a andlise de diagnostico.

2.4 Aplicacoes
2.4.1 Comparagao de cinco tipos de turbina de aviao

Na Tabela 2.1 sao descritos os resultados de um experimento conduzido para
avaliar o desempenho de cinco tipos de turbina de alta velocidade para moto-
res de avidao (ver Lawless 1982, p. 201). Foram considerados dez motores de
cada tipo nas anélises e foi observado para cada um o tempo (em unidades de
milhoes de ciclos) até a perda da velocidade. Esses dados estao disponiveis

no arquivo turbina.txt.

Tabela 2.1
Tempo até a perda da velocidade de cinco
tipos de turbina de aviao.
Tipo de turbina

Tipol Tipo Il Tipo III Tipo IV Tipo V
3,03 3,19 3,46 5,88 6,43
5,53 4,26 5,22 6,74 9,97
5,60 4,47 5,69 6,90 10,39
9,30 4,53 6,54 6,98 13,55
9,92 4,67 9,16 7,21 14,45
12,51 4,69 9,40 8,14 14,72
12,95 5,78 10,19 8,59 16,81
15,21 6,79 10,71 9,80 18,39
16,04 9,37 12,58 12,28 20,84
16,84 12,75 13,41 25,46 21,51
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Denote por T;; o tempo até a perda da velocidade para o j-ésimo motor
de tipo i, 2 =1,...,5e 7 =1,...,10. Na tabela abaixo sao apresentadas
as médias, desvios padrao e coeficientes de variagao amostrais para os cinco
tipos de turbina. Nota-se que os coeficientes de variagao parecem variar

menos do que os desvios padrao.

Densidade
0.04 0.06 0.08
L L Il

0.02
I

0.00
|

Tempo

Figura 2.2: Densidade aproximada para o tempo até a perda da velocidade
para todos os tipos de turbina de aviao.

Estatistica Tipo I Tipo II Tipo III Tipo IV Tipo V
Média 10,69 6,05 8,64 9,80 14,71
D.Padrao 4,82 2,91 3,29 5,81 4,86
C. Variacao 45,09% 48,10%  38,08%  59,29% 33,04%

Ignorando o tipo de turbina tem-se na Figura 2.2 a densidade aproxi-

mada para o tempo até a perda da velocidade. Assumindo que Tj; S G(u, @)
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Figura 2.3: Boxplots robustos do tempo até a perda de velocidade para os
5 tipos de turbina de aviao.

obtém-se as estimativas de maxima verossimilhanca i = 9,98 (0,73) e (/3 =
4,01 (0,77), confirmando pela estimativa de ¢ a assimetria a direita para a
distribuicao do tempo até a perda da velocidade. Contudo, pelos boxplots
robustos (Hubert e Vandervierin, 2008) correspondentes aos tempos dos
cinco grupos (ver Figura 2.3), nota-se distribui¢oes mais assimétricas para
os tipos II, III e IV e medianas e variabilidades distintas com algumas ob-
servagoes destoando como aberrantes. Assim, como o coeficiente de variagao
parece ser o menos heterogéneo dentre as medidas de variabilidade, sugere-se
inicialmente distribuicao gama de médias diferentes e coeficiente de variacao
constante para explicar o tempo médio até a perda da velocidade.
Assume-se entao para o componente aleatério do modelo que T;; xd
G(pi,¢), i =1,...,5ej =1,...,10. A fim de facilitar as interpretagoes

dos resultados ou mesmo fazer comparagoes com o modelo normal linear,
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propoem-se um modelo gama com ligagao identidade, sendo a parte sis-

teméatica dada por
i = p+ Bi,

em que 51 = 0 (casela de referéncia). Para ler os dados no R e ajustar o

modelo gama deve-se aplicar os comandos

turbina = read.table("turbina.txt", header=TRUE)
attach(turbina)

tipo = factor(tipo)

fitl.turbina = glm(tempo ~ tipo, family=Gamma(link=identity))
summary (fitl.turbina)

require (MASS)

gamma.shape(fitl.turbina) .

As estimativas de méxima verossimilhanga ficam dadas por i = 10,693 (1, 543),
By = —4,643 (1,773), B5 = —2,057 (1,983), By = —0,895 (2,003) ¢ B5 =
4,013 (2,623) indicando para o tipo IT um tempo médio de sobrevivéncia sig-
nificativamente menor do que o tipo I ao nivel de 5%. Para o tipo V nota-se
um tempo médio maior do que o tipo I, enquanto que os outros trés tipos
apresentam tempos médios pouco diferentes do tipo 1. Esses resultados con-
firmam a analise descritiva apresentada na Figura 2.3. O desvio do modelo
foi de D*(y; fr) = 8,862 x 5,804 = 51,43, com 45 graus de liberdade, que
leva a P = 0,236 e indica um ajuste adequado.

Tem-se que D*(y;y) = 12,945, logo o coeficiente de determinacao fica

dado por R? = 1— 1821896;125 = 0,3154. Levando-se em conta que é raro encontrar
MLGs (exceto caso normal) com R? > 0,40, tem-se indicagao de um ajuste
adequado.

A estimativa de méxima verossimilhanca (erro padrao aproximado) do
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Figura 2.4: Grafico da distancia de Cook aproximada referente ao modelo
gama ajustado ao dados sobre desempenho de turbinas de aviao.

pardmetro de precisdo é dada por ¢ = 5,804 (1,129), indicando que as
distribuicoes dos tempos até a perda da velocidade nao devem ser muito
assimétricas. Pode-se tentar avaliar através de um teste apropriado se os
indicios observados pelas estimativas individuais das médias sao verificados
conjuntamente. As hipoteses apropriadas sao dadas por Hy : B4 = 3 = 0
contra Hy : 84 # 0 e/ou 3 # 0, que equivalem a testar o agrupamento dos
tipos I, ITI e IV. Como ngS é relativamente alto pode-se aplicar a estatistica F
dada na Segao 1.7. Assim, sob Hy obtém-se D(y; ft) = 9,091 para 47 graus
de liberdade e sob a hipétese alternativa D(y; ft) = 8,861 para 45 graus de
liberdade. A estatistica F fica entdao dada por

(9,091 — 8,861)/2
8,861 /45
= 0,584,

F

que leva a P = 0, 562, ou seja, pela nao rejeicao de Hy. As novas estimativas
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sio dadas por i = 9,71 (0,81), fy = —3,66 (1,19) ¢ 5 = 5,00 (2,27).
Obtém-se ¢ = 5,66 (1,10) e D*(y; fu) = 51,47 para 47 graus de liberdade
com P = 0, 30.

Residuo Componente do Desvio

T T T T T
6 8 10 12 14
Valor Ajustado

Figura 2.5: Residuo componente do desvio contra o valor ajustado referente
ao modelo gama ajustado aos dados sobre desempenho de turbinas de aviao.

Na Figura 2.4 tem-se o grafico de indices da distancia de Cook aproxi-
mada. Nota-se um forte destaque para a observagao #49 seguida da ob-
servacao #47 que correspondem, respectivamente, aos valores 25,46 e 12,75
para o tempo até a perda da velocidade de um dos motores de tipo IV e
tipo II. O valor 25,46, como é mostrado na Tabela 2.1, destoa dos demais
tempos. A eliminacao dessa observacao aumenta a significancia marginal de
B4, embora esse efeito continue nao significativo a 10%. Nao ha mudancas

inferenciais nos demais resultados.

O gréfico do residuo componente do desvio contra o valor ajustado (Fi-
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Figura 2.6: Grafico normal de probabilidades referente ao modelo gama ajus-
tado aos dados sobre desempenho de turbinas de aviao.

gura 2.5) indica que a variabilidade foi controlada, ou seja, é adequado supor
homogeneidade do coeficiente de variagao nos 5 grupos. Ja o grafico normal
de probabilidades com envelope para o residuo componente do desvio é apre-
sentado na Figura 2.6 e pode-se notar que nao ha indicios de afastamentos
importantes da suposicao de distribuicao gama para os tempos até a perda
da velocidade dos motores. Portanto, pode-se concluir neste exemplo que
nao ha diferenca significativa entre os tipos I, III e IV, enquanto os tipos II
e V aparecem de forma significativa com o menor e maior tempo médio até

a perda da velocidade, respectivamente.

2.4.2 Espinhel de fundo

O espinhel de fundo é definido como um método de pesca passivo, sendo

utilizado em todo o mundo em operagoes de pesca de diferentes magnitudes,
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da pesca artesanal a modernas pescarias mecanizadas. E adequado para
capturar peixes com distribuicao dispersa ou com baixa densidade, além de
ser possivel utiliza-lo em 4reas irregulares ou em grandes profundidades. E
um dos métodos que mais satisfazem as premissas da pesca responsavel,
com alta seletividade de espécies e comprimentos, alta qualidade do pescado,
consumo de energia baixo e pouco impacto sobre o fundo oceanico. No
arquivo pesca.txt estao parte dos dados de um estudo sobre a atividade
das frotas pesqueiras de espinhel de fundo baseadas em Santos e Ubatuba no
litoral paulista (vide Paula e Oshiro, 2001). A espécie de peixe considerada é
o peixe-batata pela sua importancia comercial e ampla distribuicao espacial.
Uma amostra de n = 156 embarcacoes foi analisada no periodo de 1995 a

1999 sendo 39 da frota de Ubatuba e 117 da frota de Santos.

Densidade
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Figura 2.7: Densidade aproximada da cpue para todas as embarcacoes.

As variaveis consideradas para cada embarcacao sao as seguintes: frota
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(Santos ou Ubatuba), ano (95 a 99), trimestre (1 ao 4), latitude (sul)! (de
23,25° a 28,25°), longitude (oeste)? (de 41,25° a 50,75°), dias de pesca, cap-
tura (quantidade de peixes batata capturados, em kg) e cpue (captura por
unidade de esforgo, kg/dias de pesca). Um dos objetivos desse estudo é ten-
tar explicar a cpue méida pelas varidveis frota, ano, trimestre, latitude e
longitude. Estudos similares realizados em outros paises verificaram que é
bastante razoavel supor que a cpue tem distribuicao assimétrica a direita,

como é o caso da distribui¢ao gama (vide, por exemplo, Goni et al.,1999).

400 500 600
I I I
| o
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T
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Frota

Figura 2.8: Boxplots da cpue segundo a frota.

Para ler o arquivo pesca.txt no R deve-se fazer o seguinte:

pesca = read.table("pesca.txt", header=TRUE)
factor(frota)

frota

ano = factor(ano)

Ldistancia ao Equador medida ao longo do meridiano de Greenwich
2distancia ao meridiano de Greenwich medida ao longo do Equador
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Figura 2.9: Boxplots da cpue segundo o ano.

trimestre = factor(trimestre).

Tabela 2.2
Medidas resumo para a distribuicao da cpue sequndo a frota e o ano.
Frota Estatistica 95 96 97 98 99
Média 229,37 193,19 262,67 210,29 197,22

Santos D.Padrao 148,07 132,55 153,60 122,95 103,45
C. Variagao 64,55%  68,61% 58,48% 58,44% 52,45 %

n 19 8 17 27 46
Média 47,08 96,09 210,56 174,43 140,85
Ubatuba D. Padriio 473 59,19 7751 99,16 71,59
C. Variagio 10,05% 61,60 % 36,81% 56,85%  50,83%
n 3 12 6 5 13

Antes de propor um modelo para tentar explicar a cpue média pelas
variaveis explicativas, serd apresentada uma andlise descritiva dos dados. Na

Figura 2.7 tem-se a distribuicao da cpue para todas as embarcacoes e pode-se
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Figura 2.10: Boxplots da cpue segundo o trimestre.

notar uma assimetria acentuada a direita, confirmando constatagoes de estu-
dos anteriores. J& nas Figuras 2.8, 2.9 e 2.10 sao apresentados os boxplots
robustos da cpue segundo os fatores frota, ano e trimestre, respectivamente.
Nota-se uma superioridade da frota de Santos em relacao a frota de Ubatuba,
porém poucas diferencas entre os niveis dos fatores ano e trimestre, embora
o ano de 97 tenha uma mediana um pouco superior aos demais anos.

Pela Figura 2.11 nota-se que a frota de Santos prefere latitudes e lon-
gitudes maiores do que a frota de Ubatuba. Pelos diagramas de dispersao
entre cpue e latitude e cpue e longitude, apresentados na Figura 2.12, ha
indicios de um ligeiro crescimento da cpue com a latitude, porém nao esta
bem definida a tendéncia da cpue com a longitude.

Na Tabela 2.2 sao apresentadas as médias, desvios padrao e coeficientes de
variacao amostrais para as frotas de Santos e Ubatuba referentes ao periodo

95-99. Nota-se que o coeficiente de variacao é mais homogéneo na frota de

131



28
I
48

47

26
I
45
I

Latitude
LOngitude

44
I

25
I

43
I

42

o]

0] 0]

41

T T T T
Santos Ubatuba Santos Ubatuba
Latitude Longitude

Figura 2.11: Boxplots da latitude e longitude segunda a frota.

Santos e em geral, exceto para os anos de 95 e 97 para a frota de Ubatuba, fica
entre 50% e 70%. Porém deve-se levar em conta que para a frota de Ubatuba
as amostras sao pequenas. Como todas essas andlises sao marginais, somente
através de um modelo apropriado é que serd possivel conhecer o efeito de cada
variavel explicativa na presenca das demais na variacao da cpue média. Sera
entao assumido inicialmente um modelo de regressao com resposta gama
modelando-se a média com coeficiente de variacao constante.

Definindo entao Yz como sendo a cpue observada para a i-ésima em-
barcagao da j-ésima frota, (Santos, 7 = 1; Ubatuba j = 2), no k-ésimo ano
e (-ésimo trimestre (k,¢ = 1,2,3,4), supor que Y X G(pijke, @) com parte

sistematica dada por
log(pijre) = o+ Bj + v + 0y + 01 Latitudeyjpe + d2Longitude, ., (2.2)

em que f3j, v € 0y denotam, respectivamente, os efeitos da j-ésima frota, k-

ésimo ano e ¢-ésimo trimestre. Como estd sendo assumindo parametrizacao

132



casela de referéncia tem-se as restri¢oes 81 = 0, 71 = 0 e 61 = 0. Latitude;jze
e longitude;;z, denotam, respectivamente, a latitude e longitude da i-ésima

embarcacao da frota j no k-ésimo ano e trimestre £.
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Figura 2.12: Diagramas de dispersao da cpue contra latitude e contra longi-
tude.

Ajustando aos dados o modelo gama com parte sistematica dada por
(2.2) e aplicando o método de Akaike (vide Secao 1.11.2) retira-se o fator
trimestre, permanecendo no modelo os fatores frota e ano além das variaveis
quantitativas latitude e longitude. Para ajustar o modelo e selecionar as

variaveis explicativas deve-se aplicar os seguintes comandos:

attach(pesca)

fitl.pesca = glm(cpue ~ frota + ano + trimestre + latitude +
longitude, family=Gamma(link=log))

summary (fitl.pesca)

require (MASS)
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stepAIC(fitl.pesca).

Tabela 2.3
Estimativas dos parametros referentes ao modelo
gama ajustado aos dados sobre espinhel de fundo.

Efeito Estimativa E/E.Padrao
Constante 6,898 3,00
Latitude 0,204 2,81
Longitude -0,150 -1,97
Frota-Ubatuba -1,359 -3,68
Ano96 -0,064 -0,26
Ano97 0,141 0,74
Ano98 -0,043 -0,25
Ano99 -0,009 -0,06
FrotaUb*Ano96 0,806 1,77
FrotaUb*Ano97 1,452 3,20
FrotaUb*Ano98 1,502 3,32
FrotaUb*Ano99 1,112 2,76
o 3,67 9,17

O procedimento stepAIC assume que o parametro ¢ é constante, ou seja,
nao muda de um modelo para o outro. Como isso, em geral, nao é satisfeito
deve-se aplicar algum procedimento alternativo a fim de confirmar o modelo
escolhido pelo método AIC. Entao foi aplicado o mesmo procedimento através
da estatistica da razao de versossimilhancas, confirmando-se a retirada do
fator trimestre.

O teste da razao de verossimilhancas para incluir a interacao entre os
dois fatores que permaneceram no modelo, frota e ano, foi de {gy = 14,26
para 4 graus de liberdade, obtendo-se P = 0,0065. Portanto, a interacao
serd incluida no modelo. As estimativas do modelo final que inclui os efeitos
principais latitude, longitude, frota e ano além da interacao entre ano e frota

sao apresentadas na Tabela 2.3. O desvio do modelo foi de D*(y; 1) = 162, 66
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com 144 graus de liberdade e P = 0, 14, indicando um modelo bem ajustado.

D(y;ft) _

. 2 _ 1 49,464
Tem-se ainda que R* =1 Dlyy) — 59362 — 0,1667.
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Figura 2.13: Estimativas da cpue média para as frotas de Santos e Ubatuba
segundo o ano de operacao fixando-se a latitude em 26° e a longitude em 46°
através do modelo gama.

Nota-se que a medida que aumenta a latitude aumenta a cpue, ocorrendo
tendéncia contraria a medida que aumenta a longitude. Logo, para latitudes
altas e longitudes baixas (dentro dos limites amostrais), espera-se valores
maiores para a captura por unidade de esfor¢co. Com relagao a frota e ao ano,
como foi incluida interacao entre esses fatores, a interpretacao das estimativas
deve ser feita com um pouco mais de cuidado. Para isso, é exibido na Figura
2.13 os valores esperados da cpue fixando latitude e longitude nos valores,
respectivamente, 26° e 46°. Nota-se que até 96 os valores preditos para a

frota de Ubatuba sao bem menores do que os valores preditos para a frota de
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Santos. Contudo, a partir de 97 as diferencas entre os valores preditos para
as duas frotas diminuem. Os valores preditos para a frota de Santos variam
pouco no periodo 95-99, diferentemente dos valores preditos para a frota de

Ubatuba.
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Figura 2.14: Grafico do residuo componente do desvio contra o valor ajustado
referente ao modelo gama ajustado aos dados sobre espinhel de fundo.

Na Figura 2.14 tem-se o grafico do residuo componente do desvio con-
tra o valor ajustado, indicando que a variabilidade foi controlada, ou seja,
é razoavel supor coeficiente de variagao constante. No grafico da distancia
de Cook aproximada (Figura 2.15) Trés observagoes aparecem como possi-
velmente influentes, as embarcagoes #8, #17 e #52. A retirada de cada
embarcacao individualmente nao muda a inferéncia, porém a retirada da ob-
servagao #17 aumenta a significancia da latitude e longitude. A embarcagao
#17 é da frota de Santos, obteve uma cpue de 450 (valor médio 195,5) numa

latitude de 24,75° (valor médio 26,22°) e longitude de 46,25° (valor médio
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Figura 2.15: Grafico da distancia de Cook aproximada referente ao modelo
gama ajustado aos dados sobre espinhel de fundo.

46,26°) no ano de 99. Esperava-se para essa embarcagdo um valor menor
para a cpue levando-se em conta os valores da latitude e longitude. Trata-se
portanto de uma embarcacao atipica. O grafico normal de probabilidades
com envelope gerado (Figura 2.16) nao apresenta indicios fortes de que a

distribuicao gama seja inadequada para explicar a cpue.

2.4.3 Aplicagcao em seguros

A fim de ilustrar uma aplicagao na area de seguros, considere parte dos da-
dos descritos em de Jong e Heller (2008, pgs. 14-15) referentes aos valores
pagos de seguros individuais (em délares australianos) por danos com aci-
dentes pessoais no periodo de julho de 1989 a junho de 1999. As analises
serao restritas ao periodo de janeiro de 1998 a junho de 1999, um total de

769 seguros pagos. Além do valor pago ao segurado serao consideradas as se-
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Figura 2.16: Grafico normal de probabilidades referente ao modelo gama
ajustado aos dados sobre espinhel de fundo.

guintes varidveis explicativas: legrep, representacao legal (0: nao, 1: sim) e
optime, tempo operacional para pagamento do seguro. Essa ultima varidvel
assume valores no intervalo (0, 100) e por exemplo um valor 23 significa que
23% dos seguros foram pagos antes do seguro em andlise. Como estd sendo
considerado apenas parte dos dados (referentes aos tltimos 18 meses), os va-
lores de optime irao variar de 0,1 a 31,9. O subconjunto de dados analisado
esta descrito no arquivo insurance.txt.

Na Figura 2.17 tem-se o diagrama de dispersao entre o logaritmo do valor
pago e o tempo operacional para os grupos sem representacao legal e com
representacao legal. Nota-se para as apolices sem representacao legal um
crescimento aproximadamente quadratico do logaritmo do valor pago com
o tempo operacional, contudo a variablidade parece ser maior para valores

baixos do tempo operacional. Ja para as apédlices com representacao legal
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Figura 2.17: Diagrama de dispersao entre o valor pago de seguro e o tempo
operacional para os grupos sem representagao legal (esquerda) e com repre-
sentacao legal (direita).

nota-se que o logaritmo do valor pago cresce linearmente com o tempo ope-
racional enquanto a variabilidade se mantém aproximadamente constante.
Nota-se também que os valores pagos de seguro sao em geral maiores para o
grupo com representacao legal.

Na Figura 2.18 tem-se a distribuicao aproximada do valor pago de seguro
para os dois grupos, sem representacao legal e com representacao legal. Em
ambos os graficos pode-se notar que a distribuicao é fortemente assimétrica a
direita, sugerindo distribui¢oes gama ou normal inversa para explicar o valor
pago de seguro.

Denote por Y;; o valor pago de seguro para o j-ésimo individuo do i-
ésimo grupo (i = 0, sem representagdo legal e i = 1 com representagao
legal) e j = 1,...,n; sendo ny = 227 e n; = 542. Conforme sugerido pela

. , . .. ind
Figura 2.18 serd assumido inicialmente Y;; ~ G(p;;, ¢;) com componentes
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Figura 2.18: Distribuicao do valor de seguro para os grupos sem repre-
sentagao legal (esquerda) e com representacao legal (direita).

sistmaticos dados por

log(po;) = ao+ Prooptime; + Byoptime’ e

log(p1;) = o+ Brioptime;.
Para ler os dados no R e ajustar o modelo deve-se aplicar os comandos

insurance = read.table("insurance.txt", header=TRUE)

attach(insurance)

fit0.insurance = glm(amount0 ~ optime0 + I(optime0?),
family=Gamma(link=1log))

summary (£fit0.insurance)

fitl.insurance = glm(amountl ~ optimel, family=Gamma(link=log))

summary(fitl.insurance)

require (MASS)
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gamma . shape (fit0.insurance)

gamma.shape (fitl.insurance).

Tabela 2.4
Estimativas dos parametros referentes
aos modelos com resposta gama ajustados
aos dados sobre sequro.

Parametro Estimativa E/E.Padrao
%) 7,223 44,13
B1o 0,204 6,72
Ba20 -0,005 -5,08
oo 0,779 12,55
ay 8,805 140,50
B11 0,023 5,48
b1 2,225 17,66

As estimativas dos parametros dos modelos propostos, que foram ajusta-
dos separadamente, sao descritas na Tabela 2.4. Nota-se pelas estimativas
que as tendéncias observadas na Figuras 2.17 foram confirmadas de forma
significativa. Contudo, pelos gréficos normais de probabilidade (Figura 2.19)
nota-se indicios de afastamentos da distribuicao gama para o valor pago de
seguro, principalmente para o grupo com representacao legal. Para o grupo
sem representacao legal nota-se que os menores valores do seguro foram su-
perestimados pelo modelo.

Os desvios dos dois modelos foram, respectivamente, de D*(y; 1) = 0, 779x
347,15 = 270,70 com 224 graus de liberdade e D*(y; ft) = 2,225 x 261,45 =
581,73 com 540 graus de liberdade. Embora as estimativas de ¢y e ¢ se-
jam relativamente pequenas, ha indicios pelos valores dos desvios de que
os modelos nao estao bem ajustados. Os coeficientes de determinacao ficam,

respectivamente, dados por R? = 1— ig;;g =0,173eR?>=1— gg;g‘g = 0,079,

confirmando um ajuste mais adequado para o grupo sem representacao legal.
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Figura 2.19: Grafico normal de probabilidades para os modelos com resposta
gama ajustados aos dados de seguro para os grupos sem representacao legal
(esquerda) e com representagoa legal (direita).

Analisando os gréaficos da distancia de Cook e residuo componente do
desvio contra o valor ajustado (Figrua 2.20) apenas para o grupo sem re-
presentacao legal, nota-se que nao héa indicios de observagoes aberrantes,
contudo algumas observacoes aparecem como possivelmente influentes. Es-
sas observagoes em geral correspondem a valores altos para o valor pago de
seguro. A eliminacao das observagoes destacadas nao muda a inferéncia,
todos os coeficientes continuam altamente significativos.

Para o grupo com representacao legal a utilizacao de outras ligacoes
ou mesmo outras distribuicoes sao alternativas a fim de tentar melhorar
a qualidade do ajuste. Paula et al. (2012) comparam ajustes de modelos
com resposta gama com modelos com respostas Birnbaum-Saunders (BS)
e Birnbaum-Saunders-t (BS-t) para explicar o valor pago de seguro para o

grupo com representacao legal, obtendo um ajuste satisfatério com o modelo
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Figura 2.20: Graficos de diagnéstico para o modelo com resposta gama ajus-
tado aos dados de seguro para o grupo sem representacao legal.

BS-t. Essa distribuicao acomoda melhor as observacoes aberrantes que cor-
respondem a valores altos de seguro. Recentemente, Cardozo et al. (2022)
ajustaram os dados do valor de seguro pago para o grupo sem representacao
legal através de modelo log-linear com componente aditivo ao invés de com-
ponente quadratico e resposta gama generalizada, obtendo um ajuste mais

adequado para explicar o valor pago de seguro..

2.5 Elasticidade

O modelo log-linear com resposta gama pode ser utilizado para a estimacao
da elasticidade entre a demanda de um produto e seu prego unitario. Como
ilustracao, supor que Y denota a demanda e X o prego unitario. E usual em

Econometria (ver, por exemplo, Gujarati, 2006, Se¢ao 6.4) assumir que
Y = Bia2e, (2.3)
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em que u é um erro aleatdrio, em geral assumido N(0,0?). Isso implica em

2 [N . 2 2
7°/2 ¢ variancia e’ (¢?" —1). Em

e" seguir distribuicao log-normal de média e
vez de uma log-normal pode-se assumir, alternativamente, outra distribuicao
com resposta positiva. Por exemplo, e* ~ G(1,¢). Assim, tem-se que a

média de Y dado x fica dada por

M(ZL‘) = ﬁlxﬁ27

ou seja log(p(x)) = log(51)+ P2 log(x), um MLG com resposta gama e ligagao
logaritmica.

Para entender a elasticidade entre a demanda e o preco do produto, supor
que o preco aumente 7 X 100% de modo que o novo preco seja dado por
xy = (1 +7)x, para 0 < r < 1. O novo valor esperado para a demanda fica

dado por
_ B2
pw(ry) = By
e a razao entre as demandas médias assume a forma

,LL($N) 6B2 log(1+4r)

(1+ 7).

Para r pequeno tem-se a aproximagcao

pEN) o

()
de modo que se o pre¢o aumentar 1% (r = 0,01) a demanda aumenta £,%,

()

O parametro 5 é conhecido como elasticidade entre a demanda e o preco do

(1 + 7'62),

ou seja,

produto.
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2.5.1 Modelo de Cobb-Douglas

O modelo (2.3) pode ser estendido para duas ou mais varidveis explicativas
as quais poderao representar outros tipos de pre¢o ou mesmo algum tipo
de insumo. Em particular, o modelo de Cobb-Douglas (ver, por exemplo,
Gujarati, Exemplo 7.3) considera a seguinte equagao para explicar a demanda

de um produto pelos insumos de mao de obra e capital:
Y = Bzl alier, (2.4)

em que Y denota a demanda, x5 o valor do insumo de mao de obra, x3 o
valor do insumo de capital e u o erro aleatério. Para x5 fixado (x4 fixado) o
parametro 2 (f3) mede a elasticidade parcial entre a demanda e o insumo
de mao de obra (capital). A soma (2 + 3 mede os retornos de escala, ou seja,
se B + (B3 = 1 significa que os retornos sao proporcionais, dobrando o uso
de insumos a demanda esperada aumenta duas vezes, triplicando os insumos
hé aumento de trés vezes para a demanda esperada, e assim por diante. Se
B2+ B3 < 1 os retornos de escala serao menores, dobrando os insumos espera-
se demanda menor do que o dobro, e se #5 + B3 > 1 os retornos de escala
serao maiores, dobrando os insumos espera-se que a demanda aumente mais
que duas vezes.

Para mostrarmos esses resultados suponha que os novos insumos de mao
de obra e de capital sejam dados por x1ny = rzr; e xony = rry, OU Seja,

aumentam r vezes. Assim, a nova demanda esperada sera dada por
_ B2 B3
p(rin, von) = Bi(rae)” (ras)
— T(ﬁz+53)ﬁlx§2 IE§3

— 70»6’2+ﬁ3,u<x17 x2)7

em que pu(ry,x2) é a demanda esperada inicial. Logo, se 5 + 3 = 1 entao

w(xin, xan) = ru(xy, z2), ou seja, a demanda esperada aumenta r vezes. Por
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outro lado, se By + B3 < 1 tem-se que pu(xi1y, Ton) < ru(xi, ), Ou seja, a
demanda esperada aumenta menos que r vezes e se 35 + 3 > 1 tem-se que
a demanda esperada aumenta mais que r vezes, u(z1n, Tan) > (T, T2).
Obviamente que existem varias distribuicoes candidatas para explicar e,
sendo as distribuicoes gama e normal inversa as candidatas naturais na classe
dos MLGs. Pode-se também assumir que log(u) tenha distribuigdo normal.
Contudo, somente através de uma analise de diagnostico é que pode-se avaliar

a adequagao de cada distribuicao.

2.5.2 Aplicacao

Como ilustracao conside um experimento aleatorizado descrito em Griffiths
et al.(1993, Secao 11.8.1c) em que a produtividade de milho (libras/acre) é
estudada segundo vérias combinagoes de nitrogénio e fosfato (40, 80, 120,
160, 200, 240, 280 e 320 libras/acre). Os dados estao descritos no arquivo
milho.txt. Na Figura 2.21 tem-se os diagramas de dispersao entre a produ-
tividade de milho e as quantidades de nitrogenio e fosfato, respectivamente,
e pode-se notar nessas figuras ha indicios de uma tendéncia crescente da pro-
dutividade com o aumento dos insumos. Nota-se também um aumento da
variabilidade com o aumento das quantidades de nitrogénio e fostato, suge-
rindo que a suposigao de distribui¢gdo gama ou normal inversa para log(u) no
modelo de Cobb-Douglas pode levar a um ajuste adequado. Denote por Y; a
produtividade de milho dada a combinagao (z1;, T2;) de nitrogénio e fosfato
correspondente a i-ésima condicao experimental e supor que Y; F G(ps, 0)
com parte sistematica dada por log(u;) = a + 51 log(x1;) + Bo log(zy;), para
1 =1,...,30. A leitura dos dados em R e os comandos para o ajuste do
modelo gama log-linear sao dados abaixo

milho = read.table(‘‘milho.txt’’, header=TRUE)
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summary (milho)

attach(milho)

fit.milho = glm(produtividade ~ log(nitrogenio) + log(fostato),
family Gamma(link=log))

summary (fit.milho) .
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Figura 2.21: Diagramas de dispersao entre a quantidade de nitrogénio e a
produtividade de milho (esquerda) e a quantidade de fosfato e a produtivi-
dade de milho (direita).

As estimativas sao descritas na Tabela 2.5 e como pode-se notar os coe-
ficientes sao altamente significativos, confirmando as tendéncias observadas
na Figura 2.21. Na Figura 2.22 tem-se os graficos do residuo componente
do desvio contra o valor ajustado, indicando que a variabilidade estd con-
trolada, e da distancia de Cook em que duas observacoes aparecem como
possivelmente influentes. A eliminacao de cada observacao individualmente
nao altera de forma substancial os coeficentes estimados nem muda a in-

feréncia, ambos continuam altamente significativos. Porém, o intercepto fica
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significativo a 5% com a eliminacdo da observacao #28, indicando que essa
observacao pode estar mascarando o efeito do intercepto. A estimativa da
precisdo (relativamente alta) indica que um modelo com erros log-normal
também poderia levar a um ajuste adequado. Ja o grafico normal de pro-
babilidades (Figura 2.23) indica que a suposigao de erros gama leva a um
ajuste adequado nao havendo observagoes aberrantes. A principal diferenca
em assumir erros gama ao invés de erros log-normal é a possibilidade de

maior controle da variabilidade.

Tabela 2.5
Estimativas dos parametros referentes ao
modelo de Cobb-Douglas ajustado ao dados
sobre produtividade de milho.

Parametro Estimativa E/E.Padrao
o) 0,469 1,67
B4 0,350 8,30
Ba 0,410 10,07
[0 46,59 11,99

A fim de verificar como ocorrem os retornos de produtividade de milho
com as aplicacoes de fosfato e nitrogénio sera obtida a estimativa intervalar

para 31 + f2. Deve-se obter inicialmente

Var(Bl + Bg) = Var(Bl) + Var(Bg) + 200\/(5’1, BQ)
= 0,001776 + 0,001656 — 2 % 0,000145
— 0,003142.

Essas quantidades sao obtidas através do comando
vcov(fit.milho).
Assim uma estimativa intervalar de coeficiente de confianca de 95% fica dada

por [0,35 + 0,41 £ 1,96 % 1/0,003142] = [0, 65;0,87] que nao cobre o valor
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Figura 2.22: Grafico do residuo componente do desvio contra o valor ajus-
tado (esquerda) e distancia de Cook (direita) referentes ao modelo de Cobb-
Douglas ajustado aos dados do experimento sobre produtividade de milho.

1,0. Portanto, dobrando as aplicagoes de insumos de nitrogénio e fosfato os

retornos esperados de produtividade devem aumentar menos do que duas

vezes.

indice

2.6 Distribuicao normal inversa

Supor que Y é uma variavel aleatéria com distribuicao normal inversa de

média p e parametro de dispersao ¢—!. Denota-se Y ~ NI(u, ¢), cuja fungao

densidade de probabilidade é expressa na forma

_ 2
flyspm ) = \/;Z?)exp{_%_QyW}

— exp [qﬁ{—i + %} - % {log(%y?’/sb) + g” :

2042
emquey>0,u>0eqp>0.
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Componente do Desvio

Quantil da N(0,1)

Figura 2.23: Grafico normal de probabilidades referente ao modelo de Cobb-
Douglas ajustado aos dados do experimento sobre produtividade de milho.

Na Figura 2.24 tem-se a densidade da distribui¢ao normal inversa vari-
ando o parametro de precisao para p fixado. Nota-se que para valores pe-
quenos do parametro de precisao a distribui¢ao normal inversa ¢é fortemente
assimétrica a direita, contudo a medida que ¢ aumenta a distribuicao normal
inversa fica mais simétrica em torno da média. Pode-se mostrar que a me-
dida que ¢ aumenta Y se aproxima de uma distribui¢ao normal de média p
e variancia p3¢~!. Logo, similarmente & distribuicdo gama, a normal inversa
torna-se atrativa para o estudo de variaveis aleatorias assimétricas e também
simétricas em que a variancia depende de forma ciibica da média. Uma dis-
cussao sobre as suposicoes tedricas para a construgao da distribuicao normal
inversa pode ser encontrada, por exemplo, em Leiva et al.(2009, Cap. 2).

A fungao de sobrevivéncia da distribui¢cao normal inversa de média u e

parametro de dispersao ¢! (ver, por exemplo, Collett, 2003, pp. 198-199) ¢
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Figura 2.24: Densidades da distribui¢ao normal inversa para alguns valores
do parametro de dispersao e supondo p = 2.

dada por

S(t) = @{(1 — tu ") /ot~ — exp(29/p) P{—(1 + tp~ ')/ ot 1}

A fungao de risco fica expressa na forma h(t) = f(t)/S(t) em que f(y) denota
a funcao densidade da NI(u, ¢).

2.7 Modelos com resposta normal inversa

Sejam Y7, ..., Y, varidveis aleatdrias independentes tais que Y; ~ NI(u;, @).
Esta sendo assumido que essas variaveis possuem médias diferentes e mesma

dispersao ¢~1. Ademais, supor que g(y;) = n; em que 7; = x; 3 com x; =
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(zi1,...,7)" contendo valores de varidveis explicativas e B = (81,...,05,)"
sendo o vetor de parametros de interesse. As ligacoes mais usadas no caso
normal inversa sao identidade (u; = 7;), logaritmica (logu; = 1;) e reciproca

quadrética (u; = n; %), esta tltima sendo a ligacio canonica.

2.7.1 Qualidade do ajuste

Como foi visto na Secao 1.4 o desvio de um modelo com resposta normal
inversa é dado por D*(y; it) = ¢D(y; ft) em que

n

D(y; o) = > (yi — )/ (wifi}), (2.5)

i=1
com f; = g (M), H = X;FB e y; > 0. Como ¢ é desconhecido devemos
estiméa-lo, por exemplo através de maxima verossimilhanca, cuja solugao é
dada por ¢ = n/D*(y; ft). Supondo que o modelo postulado estd correto tem-
se, para ¢ grande, que o desvio D*(y; f1) segue distribuigao qui-quadrado com
(n — p) graus de liberdade. Assim, valores altos para o desvio podem indicar

inadequacgao do modelo ou falta de ajuste.

2.7.2 Técnicas de diagnodstico

O residuo componente do desvio padronizado para os modelos com resposta

normal inversa assumem a forma

oo 20 (=)
Dz‘ - ol ~ Y
1-— ]’L“ Hin/Yi

em que y; > 0 e hy é o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz

H = W:X(X"WX)'XTW=2 com w; = (dp;/dn;)?/u3. Na expressio para

tp, no caso da distribui¢ao normal inversa o sinal do residuo é o mesmo de
(y; — f1;). Estudos de simulagao indicam que o residuo tp, se aproxima da

distribuicao normal, particularmente para ¢ grande.
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Similarmente aos modelos com resposta gama pode-se obter uma ex-
pressao aproximada para a distancia de Cook quando a i-ésima observagao é

excluida. Essa expressao fica dada por

LD, — &lfz (yz - /:Li)Q.
(1—ha)? 0

Aqui também sao sugeridos graficos de tp, e h;; contra os valores ajustados

j1; e graficos de indices de LD;.

2.8 Aplicacao

Considerar parte dos dados de um experimento desenvolvido no Departa-
mento de Nutricao da Faculdade de Satide Ptublica da USP em que 5 formas
diferentes de um novo tipo de snack, com baixo teor de gordura saturada
e de acidos graxos, foram comparados ao longo de 20 semanas. Neste novo
produto a gordura vegetal hidrogenada, responsavel pela fixacao do aroma
do produto, foi substituida, totalmente ou parcialmente, por dleo de canola.
As formas sao as seguintes: A (22% de gordura, 0% de éleo de canola), B
(0% de gordura, 22% de 6leo de canola), C (17% de gordura, 5% de 6leo de
canola), D (11% de gordura, 11% de 6leo de canola) e E (5% de gordura,
17% de 6leo de canola). O experimento foi conduzido de modo que nas se-
manas pares 15 embalagens de cada um dos produtos A, B, C, D e E fossem
analisadas em laboratério e observadas diversas varidveis (ver Paula et al.,
2004). Em particular, serd inicialmente estudado o comportamento da tex-
tura dos produtos através da forca necessaria para o cisalhamento. Os dados
referentes a esta variavel estao disponiveis no arquivo snack.txt.

Para ler o arquivo snack.txt no R deve-se fazer o seguinte:

snack read.table("snack.txt", header=TRUE)

grupo = factor(grupo)
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summary (snack)

attach(snacks) .
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Figura 2.25: Boxplots da forca de cisalhamento segundo o grupo e para
todas as semanas.

Nota-se pela Figura 2.25, em que sao apresentados os boxplots robustos
da forca de cisalhamento segundo o grupo e para todas as semanas, que 0s
grupos A e C possuem os maiores valores, enquanto o grupo B tem valores in-
termediarios e os grupos D e E tém os menores valores. Essa tendéncia pode
ser observada pelos valores medianos da forca de cisalhamento de cada grupo.
Observa-se também que, exceto para o grupo B, todos os grupos apresentam
valores discrepantes em geral destoando como valores altos em relacao aos
demais do mesmo grupo. Nota-se ainda uma assimetria a direita na distri-
buigao da forca de cisalhamento para todos os grupos. Esssas tendéncias sao
confirmadas pela tabela dada a seguir em que sao apresentadas as médias,
desvio padrao e coeficiente de variacao para a forca de cisalhamento para

cada grupo.
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Figura 2.26: Boxplots da forca de cisalhamento segundo a semana e para
todos os grupos.

Estatistica  Grupo A Grupo B Grupo C Grupo D Grupo E
Média 66,201 55,294 61,632 51,027 50,257
D.Padrao 18,707 13,143 19,601 10,960 11,402
C. Variacao 28,20%  23,80% 31,80% 21,50%  22,70%

Ja na Figura 2.26, em que sao apresentados os boxplots robustos para
todos os grupos ao longo das 20 semanas, uma tendéncia crescente é obser-
vada até a 14¢ semana seguida de um decrescimento até a tltima semana.
Verifica-se também, para cada semana, que a distribuicao da forca de cisa-
lhamento mostra-se assimétrica a direita sugerindo uma distribuicao gama
ou normal inversa. Esssas tendéncias sao confirmadas pelo grafico de perfis
para a forca de cisalhamento (vide Figura 2.27) e pela tabela dada a seguir
em que sao apresentadas as médias, desvio padrao e coeficiente de variacao

para a forca de cisalhamento para cada semana.
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Estatistica Semana 2 Semana 4 Semana 6 Semana 8 Semana 10

Média 50,95 44,66 20,08 55,57 60,15
D.Padrao 13,12 9,76 15,97 16,28 14,72
C. Variagao 25,80% 21,90% 31,90% 29,30% 24,50%

Estatistica  Semana 12 Semana 14 Semana 16 Semana 18 Semana 20
Média 57,84 71,57 65,18 60,37 52,45
D.Padrao 13,61 20,17 16,95 10,25 12,58
C. Variacao 23,50% 28,20% 26,00% 17,00% 24,00%

Assim, denote por Y;;;; a forca de cisalhamento referente & k-ésima réplica
do i-ésimo grupo na j-ésima semana, para k = 1,...,15, j = 2,4,6,...,20
e 1 =1(A),2(B),3(C),4(D) e E(5). A fim de comparar as duas distribui¢oes
assimétricas supor que Y pS) G(pij, @) e Yijk xd NI(pij, @), respectivamente,

com parte sistematica dada por
ftij = a + fB; + yisemana; + ypsemanas, (2.6)

em que 31 = 0. Portanto, a é o efeito da forma A, controlando pela se-
mana, e o + ; (i=2,3,4,5) sdo os efeitos das demais formas B, C, D e E,
respectivamente. Esta sendo assumida a mesma tendéncia para os cinco ti-
pos de snack. Alternativamente, poderia ser incluida interagao entre grupo
e semana, possibilitando o ajuste de tendéncias separadas para cada grupo.

Para ajustar o modelo (2.6) com resposta normal inversa sem interagao
deve-se usar os comandos

s1

semana
82 = slx*sl
fitl.snack = glm(textura ~ grupo + sl + s2,
family=inverse.gaussian(link=identity))

summary (fitl.snack) .
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Figura 2.27: Perfis da forca de cisalhamento segundo as semanas e os grupos.

Abaixo seguem os comandos para o ajuste com interagao

fit2.snack = glm(textura ~ grupo + sl + s2 + slxgrupo
+s2xgrupo, family=inverse.gaussian(link=identity))

summary (fit2.snack) .

Contudo a interagao entre grupo e semana nao € significativa. Este é
um exemplo em que ha uma ligeira superioridade da distribuicao normal
inversa em relagao a distribuicao gama. Embora a funcao de variancia da
normal inversa seja ctibica enquanto para a gama tem-se funcao de variancia
quadrética, nem sempre é possivel diferenciar de forma clara os dois ajustes.
Nota-se pela Figura 2.28 que o gréfico de residuos de Pearson contra os valores
ajustados apresenta uma tendéncia sisteméatica crescente sob o modelo gama,

que é amenizada sob o modelo com erros normal inversa. Os dois modelos
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ajustam-se muito bem aos dados como pode-se notar pelo valor do desvio do
modelo gama D*(y; 1) = 756,87 (753 g.1.) com P=0,35 e pelo grafico normal

de probabilidades para o modelo com resposta normal inversa apresentado

na Figura 2.29.
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Figura 2.28: Graficos do residuo de Pearson contra o valor ajustado referentes
aos modelos gama (esquerda) e normal inversa (direita) ajustados aos dados
sobre snacks .

Tabela 2.6

Estimativas dos parametros referentes ao
modelo com resposta normal inversa
ajustado aos dados sobre snacks.

Efeito Estimativa E/E.Padrao
Constante 50,564 26,32
Grupo B -10,916 -6,41
Grupo C -5,459 -3,03
Grupo D -15,357 -9,42
Grupo E -16,596 -10,30
Semana, 2,727 8,18
Semana? -0,091 -5,90
0] 1005 -
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Na Tabela 2.6 sao apresentadas as estimativas sob o modelo com resposta
normal inversa. Todos os efeitos sao altamente significativos, em particular o
efeito de semana na forma quadratica. Controlando esse efeito, a maior forga
média de cisalhamento ocorre com o produto sob a forma A (auséncia de 6leo
de canola) e a menor forga média de cisalhamento ocorre com as formas D e

E, confirmando-se as tendéncias observadas na Figura 2.22.

Componente do Desvio

-3 -2 -1 0 1 2 3
Quantil da N(0,1)

Figura 2.29: Grafico normal de probabilidades referente ao modelo com res-
posta normal inversa ajustado aos dados sobre snacks.

Na Figura 2.30 tem-se os valores preditos para os 5 grupos ao longo das 20
semanas. A estimativa do parametro de precisao indica que a distribuicao da
forca de cisalhamento em cada grupo, fixando o tempo, é aproximadamente
normal. Contudo, a variancia depende da média. A forma cibica para a
variancia mostrou-se ligeiramente superior a forma quadratica. Outras for-
mas para ajustar a variancia podem ser testadas, como por exemplo, através

de modelos de quase-verossimilhanca que serao discutidos no Capitulo 5. O
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paralelismo entre as curvas apresentadas na Figura 2.30 é devido a nao in-
clusdo de interacdo entre semana e grupo. Alternativamente, poderia ser
incluida uma funcao para cada grupo, ou entao, o efeito semana poderia ser

controlado através de funcoes aditivas.
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Figura 2.30: Valores preditos para a forca média de cisalhamento para as 5
formas de snacks através do modelo com resposta normal inversa.

Algumas observagoes foram detectadas como possivelmente influentes (vide
Figura 2.31): #2 (2% semana, grupoB), #8 (2% semana, grupo B), #10 (2%
semana, grupo B), #311 (2¢ semana, grupo C), #405 (14% semana, grupo
C) #465 (2% semana, grupo D) e #744 (ultima semana, grupo E). Embora
os valores preditos para a forca de cisalhamento dessas amostras estejam
abaixo da média, os valores observados sao em geral altos quando compara-
dos com os valores dos grupos e das semanas correspondentes. Também o
fato de 5 dessas observagoes terem ocorrido logo na segunda semana pode ser

um indicio de alguma dificuldade inicial com o experimento. A eliminacao
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dessas 7 observacoes do total de 744 observagoes leva a algumas variagoes
desproporcioanis. Por exemplo, as estimativas dos efeitos dos grupos B e C
diminuem, respectivamente, 9,1% e 14%. Todavia, nao ocorrem mudancas

inferenciais entre os efetios dos grupos B, C, D e E com relacao ao grupo A.
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indice

Figura 2.31: Grafico da distancia de Cook referente ao modelo com resposta
normal inversa ajustado aos dados sobre snacks.

2.9 Modelagem simultanea da média e da dis-
persao

Eventualmente o coeficiente de variacao pode nao ser constante variando com
as observagoes. Smyth (1989) introduziu os modelos lineares generalizados
duplos com modelagem conjunta da média e do parametro de precisao (ou
dispersao) e desenvolveu um processo de estimagao baseado no método de
maxima verossimilhanca que sera descrito a seguir. Contudo, outros métodos

alternativos de estimacao, tais como maxima verossimilhanca restrita, foram
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propostos mais recentemente com o intuito de reduzir o viés das estimativas
de maxima verossimilhanca, particularmente dos coeficientes do componente
de dispersao. Uma discussao a respeito desses métodos pode ser encontrada
em Smyth e Verbyla (1999).

A fim de formalizar os MLGs duplos supor que Yi,...,Y, sao variaveis
aleatorias independentes com funcao densidade ou funcao de probabilidades

expressa na forma

f(y; 0, ¢i) = expldi{ybs — b(0:) } + c(y, ¢i)],

em que c(y,¢;) = d(¢;) + ¢ia(y) + u(y). Essa decomposi¢ao, como visto
na Secao 1.7.2, vale somente para as distribui¢oes normal, normal inversa e

gama da familia exponencial. Além disso, supor que

) =m =% B e h(g;) =\ =2z,

Tez = (z1,...,2q,) contém valores de varidveis

em que X; = (i1, ..., %)
explicativas e 8 = (B1,...,8,)" e v = (71,...,7,) sdo os parametros a
serem estimados.

Seja 8 = (B, ~")T, entdo o logaritmo da fungao de verossimilhanca fica

dado por
L) = Z[¢z‘{yi9i —b(0;)} + d(¢) + pialys) + u(y;)]

= D _{0iti +d(60) +ulw)}. (2.7)

em que t; = y;0; — b(0;) + a(y;). Portanto, se 0; for fixado a expressao (2.7)
coincide com o logaritmo da funcao de verossimilhanca de um modelo da
familia exponencial com respostas independentes 171, ..., 7T, (valores obser-

vados ti,...,t,), parametros canonicos ¢y, ..., ¢, e parametro de dispersao
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igual a 1. Pelas propriedades da familia exponencial segue que
pr, = B(T;) = =d'(¢:) e Var(Ti) = —d"(¢).

Essas quantidades sao descritas na Tabela 2.7 para as distribuig¢oes normal,
normal inversa e gama. Os resultados acima podem ser obtidos, alterna-
tivamente, aplicando-se condigoes usuais de regularidade no logaritmo da

verossimilhanga dado em (2.7).

Tabela 2.7
Derivagao de algumas quantidades para distribuicoes da familia exponencial.
Normal Normal inversa Gama
ti yitti — 5 +y7) —{wi/20F — T+ 20) 7" log(yi/ i) — vi/ 1
d(¢) 3loge 5l0g¢ plogp — logT'(¢)
d'(¢) (2¢)7" (2¢)7" (1+logg) — ¥(¢)
d"(¢) -(2¢%)! -(2¢%)! o~ —¢'(9)

Conforme observado por Verbyla (1989) para as distribuigdes normal e

normal inversa chamando D; = —2T; (i = 1,...,n) segue que
E2?(D;
E(D2> = ¢;1 [§ Var(Dz) = ( ),
v
em que v = % Portanto, a expressao (2.7) pode ser interpretada para os

modelos com resposta normal e normal inversa como um MLG de respostas
independentes D, ..., D, com distribuicio gama de médias ¢;',..., ¢ ",
respectivamente, e parametro de dispersao v~! = 2. Assim, para 0; fixado,
os parametros da dispersao podem ser estimados alternativamente através
de um MLG com respostas independentes gama, funcao de ligagao h(-) e

parametro de dispersao igual a 2.
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2.9.1 Estimacao

A funcao escore e a matriz de informagao de Fisher para 3 podem ser obtidas

facilmente seguindo os passos da Secao 1.5.1. Assim, obtém-se
U; = X ®W:V i(y—p) e
Kgp = X'®WX,
em que X é uma matriz nxp de linhasx; (i =1,...,n), W = diag{wy, ..., w,}
com pesos w; = (du;/dn;)*/V;, V = diag{Vi,...,V,,}, ® = diag{¢1,...,d.},
Y=on) e = ()"

Para obter a funcao escore para o parametro =, sera calculado inicialmente

a derivada
d ,aA do; ON;
D S Rt
~ 1
- Z{hm)z’”t T4 <¢z>z“}
— h' {t +d' ()},

em que h'(¢;) = d\;/d¢;. Portanto, em forma matricial obtém-se
U, =Z H'(t — pyp),
em que H., = diag{h/(¢1),..., M (¢,)}, t = (t1,...,tn) " e pp = (E(T1),..., E(Tn))"
= (=d'(¢1),...,—d(¢n))".
Para obter a matriz de informacao de Fisher para o parametro -y é preciso

das derivadas

"L(8)/070% = Z{h,z” 00 G~ 10+ o)

- Y gt [ - o).
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cujos valores esperados ficam dados por

. 82 i // (bz ACON.
%ﬁw {W(g)y ™"

Logo, em forma matricial tem-se que
-
K,, =7 PZ,

em que P = VVH;2, V., =diag{—d"(¢1),...,—d"(¢,)}. Devido a ortogona-
lidade entre os parametros #; e ¢;, segue diretamente a ortogonalidade entre
B e ~. Assim, a matriz de informagao de Fisher para @ é bloco diagonal
Ky = diag{Kps, K, }.

Similarmente aos MLGs pode-se desenvolver um processo iterativo escore
de Fisher para encontrar as estimativas de maxima verossimilhanga B e 9.

Apés algumas manipulagoes algébricas chega-se ao proceso iterativo

gt — (XTeMWmX)IXTmWmym ¢ (2.8)
7(m+1) — (ZT]-:)(m)Z)flZT]-:)(m)Z*(m)7 (29>
em que y* = XB+ W2V 2(y — p), z F=Zy+ V]'H,(t — pp) em =
0,1,2,..... Conforme mencionado por Smyth (1989) o processo iterativo

(2.8)-(2.9) pode ser resolvido alternando-se as duas equagbes até a con-
vergéncia. Pode-se iniciar o processo iterativo (2.8) com as estimativas do
MLG com ¢; comum a todas as observagoes.

Sob as condigoes de regularidade apresentadas na Secao 1.6.3 segue para
n grande que 3 ~ Np(,B,KEé) e 4 ~ Ny(v,KZ]), respectivamente. Além
disso, devido a ortogonalidade entre 3 e « segue a independéncia assintética

entre B e”.
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2.9.2 Métodos de diagnéstico

Nesta subsecao serd apresentada a derivacao de alguns procedimentos de

diagndstico para a classe dos MLGs duplos (vide Paula, 2013).

Residuos

Na classe dos MLGs duplos pode-se definir desvios para a média e para a
precisao, respectivamente. O desvio para a média assume a mesma expressao
da classe dos MLGs em que somente a média é ajustada, com ¢; no lugar
de ¢. Denota-se esse desvio por Di(y; fr, @) = > i, di*(yi; fui, ¢5), em que
di2(yis fus, &) = 261[i(0; — 0:) + {b(0;) — b(6:)}]. Para ¢; grande Vi o desvio
Di(y; fr, @) pode ser comparado com os quantis da distribuicao qui-quadrado
com (n — p) graus de liberdade. Para o modelo normal heteroscedastico o
desvio para a média fica dado por Di(y; @, @) = Y. 0, %(y; — 9:)?. Na
pratica deve-se substituir ¢; por ¢; = hil(j\i) =1z]7.

O residuo Studentizado, no modelo normal heteroscedastico, assume a

forma
em que h; = 62x; (XT®X) 'x; com ® = diag{o7%,...,0,%}. Para os

demais MLGs duplos o residuo componente do desvio para a média fica dado

por )
di (yis flis &i)

tD '3 = = Y
TV hy
em que &t (y;; fis, &) = £/ d2(ys; fii, &), o sinal continua sendo o mesmo de

(yi — fis) € hy 6 0 i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz

~

~L A A A
H=®>W2X(X"dWX)'X'®

N[

21
Wz,
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ou seja,

hy; = Qgioﬁix:(XT‘iWX)_lxi.
Sugere-se o grafico normal de probabilidades para tp,, e o grafico de tp,,
contra os valores ajustados.

Denote por Dj(y; qAﬁ,u) =>", d§2(yi;q§i,,ui) o desvio para a precisao,
em que di2(yi; &, 1) = 2[ti(d; — &) + {d(d;) — d(¢;)}], b; é solucdo para ¢
sob o modelo saturado sendo dada por d’ (gzNSl) = —t;. Para os modelos com
resposta normal e normal inversa tem-se que (;NSZ = —(2t;)~!. J4 para modelos
com resposta gama ¢; é a solucio da equacio {t(¢;) —logd; + 1} = t;. Aqui
também para ¢; grande Vi o desvio Dj(y; éﬁ, ) pode ser comparado com 0s
quantis da distribuigdo qui-quadrado com (n — ¢) graus de liberdade.

O residuo componente do desvio para a precisao fica dado por

tp, — d§(yi;€5z'iﬂz‘),

em que d;‘(yi;@,ﬂi) = i\/dSQ(yi;ggi,ﬂi), o sinal sendo o mesmo de {f; +

d'(¢;)} e 74 é 0 i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz
R =P:Z(Z'PZ) 2Pz,
ou seja,

’T’A“‘ = ]A)iZ;r(ZT]?)Z)_lzi.

Note que p; = —d”(¢;){h (¢;)} 2. Por exemplo, para ligagao logaritmica
tem-se que h(¢;) = logg; entdo h'(¢;) = ¢;' e portanto p; = —¢2d”(¢;).
Assim, para os modelos com resposta normal e normal inversa segue que p; =
¢?(2¢7)~" = 1 e para os modelos com resposta gama p; = ¢; {0’ (¢;) — 1}.
Sugere-se o grafico normal de probabilidades para tp,, e o grafico de tp,,

contra os valores ajustados.
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Influéncia

Para avaliar a sensibilidade das estimativas dos parametros que modelam a
média pode-se usar a medida de influéncia LD; definida na Sec¢ao 1.10.3 com

éi no lugar de ¢f, que sera definida por

em que

Gréaficos de indices de LD? e fam contra os valores ajustados sao recomendados.
Para avaliar a sensibilidade da estimativa 4 quando a i-ésima observagao
¢é deletada sera utilizada uma aproximacao de um passo, que é obtida de
forma similar a aproximacao de uma passo B(i) descrita na Secao 1.10.3,
dada por ) )
Yy =4 — (ZTPZ)tIZi{ti ﬂt d/(¢i)}7 (2.10)
W (di)(1 = 74)

em que 7 é o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz R.

Uma medida para avaliar a influéncia nas estimativas dos parametros da

precisao fica dada por

LDZ = (’A)’(i) - ’A}’)T(ZTPZ)(’S’@) - ’3’)

em que




Gréficos de indices de LD e 7;; contra os valores ajustados sao recomendados.
Para os modelos com resposta normal e com resposta normal inversa o
residuo t7, assume a forma
; ti+ (20:) 7"
Ti - ~ —)
(V2d) VI—7a
e para modelos com resposta gama tem-se que
b = ti + {1 +logg; — (i)}
VIV (@) — 6731 — )

Verbyla (1993) apresenta uma aproximacao de uma passo para Y () para

o caso normal usando um esquema de perturbacao especifico para modelos
normais heterosceddsticos. Para obter a aproximacao apresentada em (2.10)
usa-se a ponderacao de casos usual para MLGs. Estudos sobre a qualidade

da aproximagao apresentada em (2.10) ainda nao foram desenvolvidos.

2.9.3 Aplicacao

Pela analise descritiva apresentada na Secao 2.8.1 sobre o comportamento da
forca de cisalhamento dos cinco tipos de snack ao longo das 20 semanas e
também pelo gréfico de perfis para a forga de cisalhamento (Figura 2.32) nota-
se que o coeficiente de variagdo nao parece ser constante. Assim, a modelagem
dupla da média e da precisao pode levar a um ajuste mais satisfatério para
o modelo com resposta gama. Dessa forma supor que Y P& G(ij, 9i5),
em que Y;;; denota a forca de cisalhamento referente a k-ésima réplica do
1-ésimo grupo na j-ésima semana, para k = 1,...,15, 7 = 2,4,6,...,20 e

i =1(A),2(B),3(C),4(D) e E(5), com parte sisteméatica dada por

kij = Bo+ Bi + Pesemana; + &semana? e

log(¢ij) = 70+ 7 + Yesemana; + 77semana§,
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em que f; = 0 ey = 0. Portanto [y e 7 s@o os efeitos da forma A,
controlando-se pela semana, na média e na precisao, respectivamente, en-
quanto By + B; e v + ¥ sao os efeitos das demais formas B, C, D e E na

média e precisao, respectivamente.

Tabela 2.8
Estimativas dos parametros referentes ao MLG duplo com resposta
gama ajustado aos dados sobre snacks.

Média Dispersao
Efeito Estimativa E/E.Padrao Estimativa  E/E.Padrao
Constante 36,990 11,53 1,560 7,27
Grupo B -10,783 -6,40 0,477 2,95
Grupo C -3,487 -1,98 0,050 0,31
Grupo D -14,829 -9,18 0,815 5,05
Grupo E -15,198 29,54 0,817 5,06
Semana 5.198 9.88 0,155 3.91
Semana? -0,189 -8,88 -0,005 -2,99

O MLG duplo pode ser ajustado no R através dos seguintes comandos:

require(dglm)

fit3.snack = dglm(cisalhamento ~ grupo + sl + s2,
~ grupo + sl + s2, family=Gamma(link=identity))

summary (fit3.snack) .

Note que a biblioteca dglm faz o ajuste de log(¢; '), ou seja da dispersao,
sendo necessario fazer as adaptagoes nos modelos com resposta gama e normal
inversa para obter log(¢;), ajuste da precisao. Em particular no caso de
modelos normais heteroscedésticos tem-se diretamente o ajuste de log(c?),
em que o ¢ a variancia.

Na Tabela 2.8 sao apresentadas as estimativas com os respectivos erros
padrao dos parametros da média e da dispersao. Pode-se notar pelas estima-

tivas dos parametros da média as mesmas tendéncias observadas na Figura
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Figura 2.32: Perfis do CV da forca de cisalhamento segundo as semanas e os
grupos.

2.30 para o modelo com resposta normal inversa. O grupo A tem a maior
média para a forga de cisalhamento enquanto os grupos D e E tém as meno-
res médias. Com relagao as estimativas dos parametros da dispersao nota-se
que a variabilidade (no sentido do coeficiente de variagao) depende do tempo
de forma quadrética e que os grupos A e C apresentam maior variabilidade
enquanto os grupos D e E apresentam as menores variabilidades.

Nota-se ainda que os mesmos efeitos que sao significativos para os parametros
da média sao também significativos para os parametros da dispersao. Ape-
nas trés observacgoes, #430, #595 e #744, aparecem como possivelmente
influentes nos parametros da média e da dispersao, como pode ser observado
pelas Figuras 2.33 e 2.34. A eliminagao desses pontos nao muda a inferéncia.

Pelos graficos normais de probabilidades para o residuo componente do des-
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Figura 2.33: Grafico da distancia de Cook para as estimativas dos coeficientes
da média referente ao MLG duplo com resposta gama ajustado aos dados
sobre snacks.

vio para a média e para a dispersao apresentados nas Figuras 2.35 e 2.36,

respectivamente, nao ha indicios de inadequacao do MLG duplo.

2.10 Exercicios

1. SejaY ~ G(u, ¢) e considere a varidvel aleatoria log(Y). Use a condigao

de regularidade E(U,) = 0 para mostrar que E{log(Y)} = log(p) —
log(¢) +¢(¢), em que Uy = IL(u, ¢)/9¢.

2. Seja’Y ~ NI(u, ¢) e considere a variavel aleatéria Y —!. Use a condigao
de regularidade E(Uy) = 0 para mostrar que E(Y ™) = ' + ¢!, em
que Uy = AL (1, 6)/99.

3. Mostre que o desvio da distribuicao gama para o caso i.i.d., ou seja
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Figura 2.34: Grafico da distancia de Cook para as estimativas dos coeficientes
da dispersao referente ao MLG duplo com resposta gama ajustado aos dados
sobre snacks.

Y; % G(u, ¢), é dado por D*(y: f1) = 2nelog(7/§), em que § é a média

geométrica das observagoes, isto é § = (IT7_,y;)"/™.

4. Sejam Y; ~ FE(u1,¢1), i = 1,...,m, e Y; ~ FE(u2,¢2), i = m +
1,...,n, variaveis aleatérias mutuamente independentes. Encontre a
estimativa comum de maxima verossimilhanca para ¢, e ¢ sob a
hipétese Hy : ¢1 = ¢o. Particularize para os casos gama e normal

mversa.

5. Supor Y; % N(u, 02) com log(c?) = a + vz, para i = 1,...,n. Como
fica a matriz modelo Z7 Obtenha a estatistica do teste da razao de
verossimilhangas para testar Hg : v = 0 contra Hy : v # 07 Qual a dis-
tribuicao nula assintética da estatistica do teste? Obtenha inicialmente

as estimativas para (u,o?) sob as hipéteses Hy e Ho U H;.
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Componente do Desvio

Quantil da N(0,1)

Figura 2.35: Grafico normal de probabilidades para o residuo componente
do desvio para a média referente ao MLG duplo com resposta gama ajustado
aos dados sobre snacks.

6. Supor Y, £ NI(u, ¢;) parai=1,2e j=1,...,7r com /o = \; = «
e Voo = Mg = a + A. Inicialmente obter as matrizes Z ¢ P. Em
seguida obter as varidncias e covaridncia assintéticas Var(@), Var(A) e
Cov(a, 3) deixando em funciio dos componentes de P. Obter @ ¢ A
(use a propriedade de invariancia). Mostre que a estatistica do teste

de Wald para testar Hy : A = 0 contra Hy; : A # 0 pode ser expressa

{6 —\/&n)?
gW =2r = = .
P1+ @2
Mostre que i = (9/513/_1 + 523]2)/((}51 + 52) Qual a distribuicao nula

assintdtica da estatistica do teste?

na forma

7. (Lawless, 1982, p. 338). Na tabela abaixo sdo apresentados os re-
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Figura 2.36: Grafico normal de probabilidades para o residuo componente do
desvio para a dispersao referente ao MLG duplo com resposta gama ajustado
aos dados sobre snacks.

sultados de um experimento em que a resisténcia (em horas) de um
determinado tipo de vidro foi avaliada segundo quatro niveis de volta-
gem (em kilovolts) e duas temperaturas (em graus Celsus). Esses dados
estao também disponiveis no arquivo vidros.txt. Na primeira coluna
do arquivo tem-se o tempo de resisténcia, na segunda coluna a volta-
gem( 1: 200kV, 2: 250kV, 3: 300kV e 4: 350kV) e na terceira coluna a
temperatura (1: 170°C e 2: 180°C). Seja Y;;x o tempo de resisténcia da
k-ésima amostra de vidro submetida a i-ésima temperatura e a j-ésima

voltagem.

Faca inicialmente uma andlise descritiva dos dados, por exemplo apre-
sentando os perfis médios da resisténcia segundo a voltagem para os
dois niveis de temperatura. Cacule também para cada casela algumas

medidas descritivas tais como média, desvio padrao e coeficiente de
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variagao. Comente.

Voltagem(kV)
Temperatura (°C) 200 250 300 350
170 439 572 315 258

904 690 315 258
1092 904 439 347
1105 1090 628 588

180 959 216 241 241
1065 315 315 241
1065 455 332 435
1087 473 380 455

O interesse principal desse estudo é comparar as resisténcias médias,
denotadas por p;j, 1 = 1,2 e j = 2,3,4. E usual neste tipo de estudo
assumir respostas com alguma distribuicao assimétrica. Assim, supor
que Yijk x G(fij, ¢). Considere inicialmente uma reparametrizacao
tipo casela de referéncia sem interacao, em que i1 = «, pi; = o + f3;,

for =a+7ye gy =a+v+ B3 7=234

Verifique se é possivel incluir a interagao entre voltagem e tempera-
tura. Procure responder com o modelo final de que forma os niveis
de voltagem e temperatura afetam o tempo médio de resisténcia dos
vidros. Apresente, por exemplo, os perfis médios ajustados e interprete

a estimativa de dispersao. Faca também uma andlise de diagnostico.

. Supor Y; S NI(u, ¢), parai = 1,...,n. Mostre que a estatistica do teste
da razao de verossimilhancas para testar Hy : ¢ = 1 contra Hy : ¢ # 1

pode ser expressa na forma
Erv =n(¢7 — 1) + nlog(e),
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e mostre que ¢ = n/D(y; fr) é a estimativa de maxima verossimilhanca

de ¢. Qual a distribuicao nula assintotica da estatistica do teste?

9. Sejam Y7, ..., Y, varidveis aleatérias independentes tais que Y; ~ G(u;, ¢)
com parte sistemética dada por log(u;) = By + Bi(x; — ). Responda

aos itens abaixo:

(a) como fica a matriz de informacio de Fisher para 8 = (8o, 81, ¢) "
e a variancia assintética de fo, B1 e ¢?

(b) Como fica o teste de escore para testar Hy : ¢ = 1 contra H; : ¢ #
1?7

(c) Mostre que a estatistica do teste de escore para testar as hipiteses
Ho: Bp = 1,01 = 0 contra Hy : 5y # 1 ou 1 # 0 pode ser expressa

na forma

IV 0 N ot [t

{sp=— |n(y —e) -
e? > i (@i — )?
Qual a distribuicao nula assintética de Egr?

10. Supor Yy, ..., Y, varidveis aleatdrias independentes tais que Y; ~ FE(u, ¢;)
com log(¢;) = a + vz;. Responda as seguintes questoes:
(i) como fica a matriz modelo Z?
(i) Calcule a variancia assintética de 4.

(iii) Como fica a estatistica de escore para testar Hy : v = 0 contra
H; : v # 07 Qual a distribui¢ao nula assintética da estatistica do

teste?

11. Supor Y; b N(u, 0;), em que log(o;) = v + 712, em que o; denota
o desvio padrao de Y;, para ¢ = 1,...,n. Obter U, e K,,. Como
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12.

13.

14.

15.

16.

fica a estimagao de p e v? Obtenha a estatistica do teste da razao de
verossimilhangas para testar Hyg : 71 = 0 contra Hy : 73 # 0. Qual a

distribuicao nula assintética da estatistica do teste?

Supor Y; S NI(u, @), para i = 1,...,n, em que v = log(¢). Obter a
estimativa de maxima verossimilhanca 4 (dado ¢) e K,,. Como fica a

estatistica do teste de Wald para testar Hg : v = 0 contra Hy : vy # 07

Sejam Y7, . .., Y, varidveis aleatérias independentes tais que Y; ~ NI(p;, ¢)
com p; ' = a. Encontre & e Var(&). Como fica a estatistica de Wald
para testar Hy : @ = 1 contra H; : o # 17 Qual a distribuigdo nula

assintdtica da estatistica do teste?

Supor Y1, ..., Y, varidveis aleatérias independentes tais que Y; ~ NI(u;, @)
e Vi = n; 't com 1 = a+ Bz —Z), em que T = nt Y @,
1 =1,...,n. Responda as seguintes questoes:

(i) como fica a matriz modelo X7

(ii) Calcule as variancias assintéticas Var(d) e Var(3). Calcule Cov(d, 3)

e comente.

(iii) Como fica a estatistica de Wald para testar Hy : § = 0 contra
H; : 8 # 0?7 Qual a distribuicao nula assintotica da estatistica do

teste?

Supor Y; A G(p;, 07), em que log(u;) = 1; = x] B e log(o;) = \; = 2],
em que o; denota o coeficiente de variacao de Y;, para i = 1,...,n.
Obter Ug, U,, Kgz e K., e desenvolva um processo iterativo duplo

para obter as estimativas de méxima verossimilhanca 3 e 4.

(Cordeiro et al., 1994). Sejam Y;,i = 1,..., n, varidveis aleatérias inde-

pendentes com distribuicao gama de média pu; e parametro de precisao
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17.

18.

19.

¢. Mostre que a estatistica da razao de verossimilhangas para testar

Ho: ¢ =1 contra Hy : ¢ # 1 vale

Ery = 2n[log() — logl'(¢) — (6 — {1 — ¥ (9)}],
em que ['(¢) é a fungdo gama e 1)(¢) é a funcao digama. Use o resultado

log(¢) — 1(¢) = D/2, em que D = > D(yi; f1;)/n denota o desvio

médio do modelo correspondente.

Supor Y;; varidveis aleatérias mutuamente independentes tais que Y;; ~
G(pi, @) para i = 1,2 e j = 1,...,m, sendo log(yu;) = a — [ e
log(pe) = a + f. (i) Obtenha a matrix modelo X. (ii) Expresse
em forma fechada as estimativas de maxima verossimilhanca & e §.
(iii) Calcule as varidncias assintéticas Var(@) e Var(5) e mostre que
Cov(a, B) = 0. (iv) Como fica o teste de escore para testar Hy : 5 =0
contra Hy : 8 # 07 Qual a distribuicao nula assintética da estatistica

do teste?

No arquivo energy.txt estao descritos os dados referentes ao consumo
de energia em 53 domicilios (Montgomery et al., 2001, pgs. 175-178) em
que o total de energia consumido num determinado més (em kilowatts-
hora) ¢ utilizado para explicar a demanda de energia na hora de pico.
Faca inicialmente uma andlise descritiva dos dados. Use um modelo
de regressao normal linear (com erros homocedésticos) para explicar a
demanda média no horério de pico através do consumo mensal de ener-
gia. Proponha, alternativamente, modelos com erros heteroscedasticos.

Compare os ajustes e interprete os coeficientes estimados do modelo es-
colhido.

(Myers et al., 2002, p. 192). A fim de avaliar-se a qualidade de

um determinado filme utilizado em maquinas fotograficas, o tempo de
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20.

duragao do filme (em horas) ¢é relacionado com a densidade maxima
do filme sob trés condigoes experimentais conforme descrito na tabela

abaixo e também no arquivo dfilme.txt.

Tempo D,ez  Tempo D,z  Tempo Das

(72°C) (82°C) (92°C)

72 355 8 352 24 3,46
144 327 96 3,35 48 291
216 2,89 144 2,50 72 227
288 2,55 192 2,10 96 1,49

360 2,34 240 1,90 120 1,20
432 2,14 288 1,47 144 1,04
504 1,77 336 1,19 168 0,65

Faca um diagrama de dispersao entre o tempo de duracgao e a densi-
dade maxima para cada condicao experimental e proponha um modelo
com resposta gama para ajustar esses dados. Aplique métodos de di-

agnostico e interprete as estimativas do modelo selecionado.

O arquivo claims.txt contém uma amostra aleatéria de 996 apodlices
de seguros de veiculos extraidas do livro de de Jong e Heller (2008) re-
ferente ao periodo 2004-2005. As variaveis do arquivo estao na seguinte
ordem : (i) valorv (valor do veiculo em 10000 dolares australianos),
(ii) expos (exposicao do veiculo), (iii) nsinistros (ntimero de sinis-
tros no periodo), (iv) csinistros (custo total dos sinistros em dolares
australianos), (v) tipov (tipo do veiculo em 11 categorias), (vi) idadev
(idade do veiculo em 4 categorias), (vii) sexoc (sexo do condutor prin-
cipal), (viii) areac (drea de residéncia do condutor principal) e (ix)

idadec (idade do condutor principal em 6 categorias).

Faca inicialmente uma analise descritiva dos dados e procure agrupar

em um numero menor de categorias algumas variaveis categéricas. Con-
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21.

sidere como variavel resposta cmsinistros = csinistros/nsinistros.
Aplique numa primeira etapa modelos com resposta gama e normal
inversa com ¢ constante. Faca uma andlise de diagnodstico. Numa se-
gunda etapa, se necessario, aplique modelos duplos com resposta gama
e normal inversa. Faca também uma andlise de diagndstico. Para o

modelo final selecionado interprete os coeficientes estimados.

O arquivo fluxo.txt contém parte dos dados de um experimento de-
senvolvimento em 2006 nas Faculdades de Medicina e de Filosofia, Le-
tras e Ciéncias Humanas da USP e analisado no Centro de Estatistica
Aplicada do IME-USP (CEAOP16) para avaliar o fluxo da fala de fa-
lantes do Portugués Brasileiro segundo o género, idade e escolaridade.
Uma amostra de 595 individuos residentes na cidade de Sao Paulo com
idade entre 2 e 99 anos foi avaliada segundo a fala auto-expressiva. O
individuo era apresentado a uma figura e orientado a discorrer sobre
a mesma durante um tempo minimo de 3 minutos e maximo de 6 mi-
nutos. Para criancas de 2 e 3 anos, as amostras foram obtidas com a

colaboracao dos pais.

As varidveis estao descritas na seguinte ordem: (i) idade, idade em
anos do individuo, (ii) género, género do individuo (1:feminino, 2:mas-
culino), (iii) interj, nimero de interjei¢des durante o discurso, (iv)
fpm, fluxo de palavras por minuto e (v) fsm, fluxo de silabas por mi-

nuto. Para ler o arquivo no R use os comandos
fluxo = read.table("fluxo.txt", header=TRUE)
genero = factor(genero).

Faca inicialmente uma analise descritiva dos dados, boxplots indivi-

duais e diagramas de dispersao de cada variavel explicativa contra fpm
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22.

23.

(que sera assumida como resposta). Depois proponha um modelo linear
normal homocedastico e verifique a possibilidade de também modelar

a variancia.

Ajustar um modelo normal heterocedastico usando o GAMLSS. Note que
neste caso ¢ modelado o desvio padrao ao invés da variancia, como
ocorre na biblioteca dglm. Interpretar os graficos gerados pelos coman-

dos plot, wp e term.plot.

No arquivo rent do gamlss sao descritas 9 variaveis observadas numa
amostra aleatéria de 1967 unidades habitacionais da cidade de Munich
em 1993. Para fins de analise iremos considerar as seguintes variaveis:
(i) R (valor mensal liquido do alugel em DM), (ii) F1 (drea util em
m?), (iii) A (ano da construcao), (iv) H (varidvel bindria referente a
existéncia de aquecimento central, 0: sim, 1: néo) e (v) loc (qualidade
da localizacao do imoével, 1: abaixo da média, 2: na média e 3: acima
da média). O arquivo estd disponibilizado diretamente no gamlss, no
entanto é preciso informar que a variavel loc é categorica através do

comando
loc=factor(loc).

A varidvel explicativa A é considerada continua. Fazer inicialmente
uma analise descritiva dos dados, tais como densidade da varidvel res-
posta, boxplots e diagramas de dispersao entre as variaveis explicativas
continuas e a variavel resposta. Procure selecionar um modelo gama
duplo com ligacao logaritmica para explicar o valor médio mensal do
aluguel e o coeficiente de dispersao. Fazer uma andlise de diagndstico

e interpretar os coeficientes estimados do moelo selecionado.

Considere o arquivo BigMac2003 da biblioteca alr4 do R, em que
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sao descritas as seguintes variaveis de 69 cidades de diversos paises:

e BigMac: minutos de trabalho para comprar um Big Mac
e Bread: minutos de trabalho para comprar 1kg de pao

e Rice: minutos de trabalho para comprar 1kg de arroz

e FoodIndex: indice de precos de alimentos

e Bus: valor da passagem de 6nibus (em USD)

e Apt: valor do aluguel (em USD) de um apartamento padrao de 3

dormitoérios

e TeachGI: saldrio bruto anual (em 1000 USD) de um professor de

ensino fundamental

e TeachNI: saldrio liquido anual (em 1000 USD) de um professor de

ensino fundamental

e TaxRate: imposto pago (em porcentagem) por um professor de

ensino fundamental
e TeachHours: carga horaria semanal (em horas) de um professor
de ensino fundamental.
Para disponibilizar e visualizar um resumo dos dados use na sequéncia
os seguintes comandos do R:
require(alr4)
require (MASS)
attach(BigMac2003)
summary (BigMac2003) .
O objetivo principal do estudo é relacionar a variavel BigMac com as de-

mais varidveis explicativas. Apresente a densidade da variavel resposta,
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24.

as correlagoes lineares amostrais bem como os diagramas de dispersao
(com tendéncia) entre a variavel resposta e cada uma das variaveis ex-
plicativas. Comente. Padronize as variaveis explicativas. Por exemplo,

para padronizar a variavel explicativa Bread use o comando
sBread = scale(Bread, center = TRUE, scale = TRUE).

Ajustar inicialmente um modelo com resposta gama e ligagao logaritmica

no GAMLSS através do comando
fitl.bigmac = gamlss(BigMac ~ -, family=GA, data=BigMac2003).

Através do procedimento stepGAIC fazer uma selecao das variaveis ex-

plicativas
fit2.bigmac = stepGAIC(fitl.bigmac).

Para o submodelo selecionado aplicar andlises de residuos através dos
comandos plot(fit2.bigmac) e wp(big.mac). Construir o grafico
da distancia de Cook. Comente. Classifique as varidveis explicativas
segundo o impacto na explicacdo da média da variavel resposta. Apre-

sente e comente o term.plot(fit2.big.mac).

No arquivo raia.txt sao descritas as seguintes varidveis observadas
numa amostra de 186 descarregamentos pesqueiros na Bahia de todos
os Santos (costa nordeste brasileira), no periodo de janeiro de 2012 a
janeiro de 2013, referentes a captura da raia-branca através do método
artesanal grozeira: (i) periodo (periodo da pesca, seco ou chuvoso), (ii)
local (local da pesca, areal, drea2, area3 e dread), (iii) mare (maré,
quadratura ou sizigia), (iv) vvento (velocidade do vento, em m/s), (v)
tmax (temperatura maxima, em °C), (vi) tmin (temperatura minima,

em °C), (vii) ins (insolagao, em horas) e (viii) cpue (captura por uni-
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dade de esforgo, em kg). As varidveis (iii) a (vii) foram observadas no

local de pesca.

O objetivo principal do estudo é relacionar a cpue média com as demais

variaveis explicativas. Para ler esse arquivo no R faca o seguinte:

raia = read.table("raia.txt", header=TRUE).
Para deixar o arquivo disponivel use o comando
attach(raia).

Informar que as varidveis local e maré sao categoricas

raia$local = factor(raia$local, levels=1:4, labels=c("&real",
"area2", "area3", "aread"))

raia$mare = factor(raia$mare, levels=1:2, labels=c("quadratura",
"sizigia")).

Faca inicialmente uma analise descritiva construindo boxplots robustos

e diagramas de dispersao de cada variavel explicativa continua contra

a variavel resposta cpue. Calcule também as correlagoes lineares entre

as variaveis. Comente.

Proponha um modelo gama com ligacao logaritmica com todas as
variaveis explicativas e ajuste no R usando o comando glm. Use o
comando stepAIC para selecionar um submodelo. Tente incluir in-
teracoes de 12 ordem ao nivel de significancia de 10%. Obtenha g/g eo
correspondente erro padrao estimado, além da funcao desvio e o res-
pectivo valor-P. Construa o grafico da distancia de Cook e do envelope
gerado com o residuo componente do desvio. Verifique o impacto das

observagoes atipicas e interprete os coeficientes do modelo final.
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Finalmente, ajustar o modelo final pelo GAMLSS. Comente os graficos

de residuos quantilicos gerados pelos comandos plot e wp.

. (Feigl e Zelen, 1965). A seguir é descrito um conjunto de dados em
que pacientes com leucemia foram classificados segundo a auséncia ou
presenca de uma caracteristica morfolégica nas células brancas. Pa-
cientes classificados de AG positivo foram aqueles com a presenga da
caracteristica e pacientes classificados de AG negativo nao apresenta-
ram a caracteristica. B apresentado também o tempo de sobrevivéncia
do paciente (em semanas) ap6s o diagndstico da doenga e o ntimero de
células brancas (WBC) no momento do diagnéstico. Esses dados estao

descritos no arquivo sobrev.txt.

AG Positivo AG Negativo
WBC Tempo WBC Tempo

2300 65 4400 56
750 156 3000 65
4300 100 4000 17
2600 134 1500 7
6000 16 9000 16
10500 108 5300 22
10000 121 10000 3
17000 4 19000 4
5400 39 27000 2
7000 143 28000 3
9400 56 31000 8
32000 26 26000 4
35000 22 21000 3
100000 1 79000 30
100000 1 100000 4
52000 5 100000 43
100000 65

Supondo que o tempo de sobrevivéncia apds o diagnodstico segue uma
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distribuicao gama, proponha um modelo para explicar o tempo médio
de sobrevivéncia dados log(WBC) e AG(=1 positivo, =0 negativo).
Faca uma analise de diagndstico com o modelo ajustado e interprete as

estimativas.

Ajustar o modelo no GAMLSS. Interpretar os graficos gerados pelos co-

mandos plot, wp e term.plot.
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Capitulo 3

Modelos para Dados Binarios

3.1 Introducao

Neste capitulo serao apresentados modelos para a andlise de dados com res-
posta bindria, isto é, resposta que admite apenas dois resultados. Comumente
¢é chamado de sucesso o resultado mais importante da resposta ou aquele que
pretende-se relacionar com as demais variaveis de interesse. E comum encon-
trar situacoes praticas em que esse tipo de resposta aparece. Como ilustracao,
seguem alguns exemplos: (i) o resultado do diagnéstico de um exame de labo-
ratério, positivo ou negativo; (ii) o resultado da inspec¢ao de uma peca recém
fabricada, defeituosa ou nao defeituosa,; (iii) a opiniao de um eleitor a respeito
da implantagao do voto distrital, favordvel ou outra opiniao; (iv) o resultado
de um teste de aptidao aplicado a um estudante, aprovado ou reprovado;
(v) classificacao de um cliente de uma instituicao financeira com relacao a
um empréstimo para financiamento imobilidrio, adimplente ou inadimplente;
(vi) o resultado de uma promogao de uma rede de lojas enviando para cada
cliente um cupom com desconto, cupom utilizado ou cupom nao utilizado
num determinado periodo, etc. Ha também situagoes em que apenas duas

possibilidades sao consideradas de interesse para uma variavel continua, valo-
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res menores do que um valor de referéncia vy e valores maiores ou iguais a vy.
Nesses casos, pode-se considerar uma nova variavel binaria para essas duas
possibilidades. Por exemplo, numa determinada prova de conhecimentos vy
pode ser a nota minima para ser aprovado no exame, ou o valor minimo para
um exame de laboratdrio ser considerado alterado. Assim, varidveis binarias
podem surgir naturalmente num experimento ou serem criadas dependendo
do interesse do estudo.

Inicialmente, uma resenha dos principais métodos classicos para a analise
de tabelas de contingéncia do tipo 2 x 2 sera apresentada neste capitulo. Em
seguida, serd descrito o modelo de regressao logistica para a anélise de tabelas
de contingéncia 2 x 2. Também serao discutidos procedimentos para a selecao
de variaveis em modelos logisticos, métodos de diagnostico, alguns tipos de

modelos de dose-resposta, sobredispersao e regressao logistica condicional.

3.2 Meétodos classicos: uma unica tabela 2 x 2

Métodos classicos em tabelas de contingéncia 2 x 2 sao datados da década de
1950. Os primeiros trabalhos foram motivados pelo interesse na inferéncia
de certos parametros com grande aplicabilidade na area biomédica, espe-
cialmente em Epidemiologia, tais como risco relativo e razao de chances.
Varios trabalhos foram publicados durante as décadas de 1950 e 1960 e até
hoje as técnicas desenvolvidas tém sido utilizadas, particularmente na andlise
descritiva dos dados, antes de um tratamento mais sofisticado através de mo-
delagem estatistica de regressao. Nesta secao serd apresentada uma resenha
das principais técnicas segundo o ponto de vista inferencial classico. Embora
a metodologia apresentada possa ser aplicada em qualquer area do conhe-
cimento, sera dado énfase para a area biomédica em que tem ocorrido um

nimero maior de aplicagoes.
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3.2.1 Risco relativo

Supor que os individuos de uma determinada populacao sejam classificados
segundo um fator com dois niveis, A e B, e a presenca ou auséncia de uma
certa doenca, denotados por D e D, respectivamente. As proporgoes popu-

lacionais ficam, nesse caso, descritas conforme a tabela abaixo.

Fator

Doenca A B
D P P
D P2 P4

Portanto, pode-se definir as seguintes quantidades:

P, /(P,+ P,) : proporgao de individuos classificados como doentes no grupo
Ae

P3/(Ps+ Py) : propor¢ao de individuos classificados como doentes no grupo
B.

A razao entre as duas propor¢oes acima foi denominada por Cornfield (1951)
como sendo o risco relativo de doenca entre os niveis A e B, ou seja

PP+ B) PP+ Py)

RR = = .
Py/(Ps+P)  Py(P+ By)

(3.1)

Cornfield (1951) também notou que se a doenca for rara (P, << Py e P3 <<

P,) a quantidade (3.1) assume a forma simplificada

b=t (3.2

a qual denominou odds ratio, que sera denominada razao de chances. Muitas
vezes ¢ comum 1) ser chamado de risco relativo, embora isso somente seja

valido quando P; e P3 forem muito pequenos. A grande vantagem do uso de
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¢ a facilidade inferencial tanto na abordagem tradicional como na abordagem
através de regressao.

Como em geral a porcentagem de individuos doentes é muito menor do
que a porcentagem de nao doentes, é bastante razoavel num estudo cujo ob-
jetivo é avaliar a associagao entre algum fator particular e uma certa doenca,
que a quantidade de doentes na amostra seja a maior possivel. Assim, a amos-
tragem retrospectiva, em que os individuos sao escolhidos separadamente nos
estratos D e D, pode ser mais conveniente do que os demais procedimentos
amostrais. Um cuidado, entretanto, deve-se ter nesses estudos. E impor-
tante que os doentes (casos) sejam comparaveis aos nao doentes (controles)
segundo outros fatores (fatores potenciais de confundimento), possivelmente
associados com a doenga. Nos estudos prospectivos, em que a amostragem é
feita nos estratos A e B, esse tipo de problema pode ser controlado, embora
em geral seja necessario um longo periodo até a obtencao de um ntmero
suficiente de doentes para uma anélise estatistica mais representativa.

As inferéncias para os estudos retrospectivos e prospectivos sao idénticas,
assim serd descrito apenas o caso retrospectivo. Assim, assume-se que no es-
trato D sdo amostrados n; individuos e que no estrado D sao amostrados nsy
individuos. O ntmero observado de individuos com presenca de A nos estra-
tos D e D ser4 denotado por y; e 4o, respectivamente. Os dados resultantes

dessa amostragem podem ser resumidos conforme a tabela abaixo.

Fator
Doenca A B Total

D i ni—Yy1 M

D Y2 Mo — Y2 N2

Esse tipo de abordagem pode ser estendida para quaisquer situagoes

praticas em que pretende-se comparar dois estratos de uma determinada
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populagao segundo a ocorréncia de algum evento de interesse. Por exemplo,
A poderia denotar os condutores do sexo masculino com apdlice de seguro
de automovel de uma seguradora, enquanto B denotaria os condutores do
sexo feminino da mesma seguradora. O evento D poderia ser a utilizacao da
apOlice para cobrir alguma sinistralidade num determinado periodo. Assim,
pode-se estimar a razao de chances entre condutores do sexo masculino e con-
dutores do sexo feminino de utilizacao da apdlice para cobrir sinistralidade.
Como o evento D neste caso nao deve ser raro, risco relativo e razao de chan-
ces devem ser quantidades diferentes. A seguir serd discutida a abordagem

classica para analisar a tabela acima.

3.2.2 Modelo probabilistico nao condicional

Denota-se por Y] e Y5 o nimero de individuos com presenca de A nos estratos
D e D, respectivamente. Sera também assumido que essas varidveis sao bino-
miais independentes, isto é Y; ~ B(ny, ) e Yo ~ B(ng, m2), respectivamente.
Logo, a fungao de probabilidade conjunta de (Y, Y3) fica dada por
n n
svem = (0 (M)t - a6
Y1 Y2

)T em = (m,m)". Seguindo a notacio da segdo anterior,

em que y = (Y1, Y2
tem-se que m = P1/(Py+ P3), 1 —m = P3/(Py + P3), 1 = Po/(Py + P)) e
1 —my = Py/(P, + P;). Assim, mostra-se que
p_ PP _m(-m)
P3P, mo(l—m)’

e consequentemente que m; = moth/{m1h + 1 — m}. A expressao (3.3) pode

entao ser expressa apenas em funcao de (¢, m),

e = ool (3) () o (25)]

(1 — 7T2)n
(g + 1 — mg)™’ (3-4)
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em que n = ni +ny. O logaritmo da funcao de verossimilhanca fica portanto

dado por

L(¢,m) = log { (ZI) <Z§) } + y1log(¥) + (y1 + y2) log (1 ?@) +

+nlog(l — mg) + nylog(vmy + 1 — ).

Pode-se mostrar que a maximizagao de L(#), 7o) leva as estimativas de méxima

y1(n2—y2)

verossimilhanga 7y = 12 e ¢ = ZHE=R,

respectivamente.
A variancia assintotica de 1 é expressa na forma

Varm:w?{ S — }

TL17T1<1 —7T1> TLQ’/TQ(l —7T2>

Esse resultado pode ser mostrado utilizando teoria assintética relacionada
com os estimadores de maxima verossimilhanca de 7y e 1, sendo as corres-
pondentes variancias assintoticas obtidas através da inversa da matriz de
informacao de Fisher para (¢, my). Outra possibilidade para mostrar esse re-
sultado é através da aplicacao do método delta, em que obtém-se a variancia
assintotica de 1/; através das variancias e covariancia assintéticas de 7 e .

Assim, para n; e ny grandes, tem-se que

Vara(d) = B—ﬂTVau(fr) KL

o

em que [0Y/dm] = [0 /Oy, 0 /Oms] " e Vara(w) = diag{wl(zﬁl), ma(loma)y

ng

Alguns autores preferem trabalhar com log(v), uma vez que a apro-
ximagao assintotica para a distribuicao normal é mais rapida para log(@/;)
do que para 7). Assim, pode-se mostrar sob condi¢oes gerais de regulari-
dade, que a estimativa nao condicional log(@Z) segue para grandes amostras
distribuicio normal de média log(v) e variancia assintética Var,{log(1)} =
{1/nym (1 — m1) + 1/ngme(1 — m2)}. Esse resultado também pode ser facil-

mente mostrado através do método delta aplicado a transformacao log(v)),
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em que

Vara{log(¢)} = {dlog(¢)/dy}*Var4(¢))
com dlog()/dyp = 1/

Em virtude de E(v) = oo, que impossibilita qualquer tipo de inferéncia
para pequenas amostras, testes exatos usando um modelo condicional tem

sido preferido. Esses testes serao discutidos na proxima secao.

3.2.3 Modelo probabilistico condicional

Devido aos problemas inferenciais com o modelo nao condicional para pe-
quenas amostras, a utilizagao de um modelo condicional, cuja construcao
sera discutida a seguir, tem sido a solugao encontrada sob o ponto de vista
classico para fazer inferéncias a respeito de .

Assim, aplicando o teorema da fatorizacao para a funcao de probabili-
dade (3.4), mostra-se que o conjunto de estatisticas (Y1, Y; + Y2) é suficiente
minimal para o vetor de parametros [logiy), log{my /(1 — m5)}]. Logo, a distri-
buigao de (Y7, Ys) condicionada a Y] 4+ Yy = m, deverd resultar numa fungao
de probabilidade que depende apenas do parametro de interese 1. Essa dis-
tribuicao resultante (ver Cornfield, 1956) tem sido largamente utilizada em
pequenas amostras. Alguns autores questionam, entretanto, o procedimento
adotado, uma vez que a estatistica Y; + Y5 nao é ancilar para ; isto é,
contém informagoes a respeito do parametro 1 (ver discussao, por exemplo,
em Lehnman e Casella, 2011).

O condicionamento de (Y7, Y5) em Y;+Y5 = m produz o modelo caracteri-
zado pela familia de distribui¢oes hipergeométricas nao centrais, cuja funcao

de probabilidade é definida por

() G, )0
2 (V) ()9t

fylm; o) = (3.5)
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em que 0 < ¢ < oo e t varia de max(0,m — ng) a min(n;,m). Em particu-
lar, quando 1) = 1, a expressao (3.5) fica reduzida a conhecida distribuigao
hipergeométrica central, com funcao de probabilidade dada por
(1) ()
flylmiv =1) = W

m

A média e a variancia de Yj|m sdo, respectivamente, dadas por

mnq

E(1) = E(Yi|m;¢b = 1) =

n

~ nyng(n —m)m

V(1) = Var(Yi|m;¢ = 1) = n2(n — 1)

Para o modelo condicional (3.5) o logaritmo da funcao de verossimilhancga

fica expresso na forma

s ()2 o {5 () )}

Denote por v a estimativa de maxima verossimilhanca condicional. Essa esti-
mativa pode ser expressa como a solugao positiva da equacao y; = E(Y;|m; ).
Tem-se que o momento de ordem 7 da distribui¢ao condicional, E(Y] |m; 1))

é dado por B(Y{|m; ) = P(10)/ Polt), em que

. r nq N9 ¢ .
rw =3 () () r=re

e Po(v) = >, (7?) (n?ft)wt- Assim, a equacao de maxima verossimilhanca

para obter 1 fica reescrita na forma

Pl@ = 0. (3.6)

 Py(d)

Com o aumento de ni,ns,m e n — m, fica impraticavel obter 1 através

Y1

de (3.6), uma vez que essa equagdo contém polinémios em Q/AJ de grau bas-

tante elevado. Uma saida, nesses casos, é resolver (3.6) através de métodos
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numéricos que ndo requerem a extracdo das raizes do polinomio Py (1)) Pyt (¢))
(ver McCullagh e Nelder, 1989, p. 256 ; Silva, 1992).

Para ilustrar a obtencao de @@, considere a tabela abaixo.

B Total
3 4
2 3

A
1
1

D
D

Tem-se, nesse caso, que n; = 4,ny = 3 e m = 2. A fungao de probabilidade

da distribuicao condicional fica entao dada por

oo = ()7 S ()6

em que o somatoério varia no intervalo 0 <t < 2. Isso resulta nas probabili-

dades condicionais

FOlmsy) = 3/{3+12¢ + 6¢%}
flmiy) = 120/{3+12¢ + 647} e
f@Imsy) = 6¢%/{3 +12¢ + 6¢°}.

A equacdo E(Y;|m; 1) = y; fica entdo dada por

12¢) 4 120 = 3 + 124 + 612,

que é equivalente a 61@2 =3 ou Iﬁ =0,707.
Similarmente ao estimador nao condicional, pode-se mostrar para grandes

amostras que v segue distribuicao normal de média 1) e variancia assintotica

VarA(i/A}) = VZI(@D), em que

Vi (¥) = E4(v) ™ ny —Ea(¥)  m—Ea(y) i no —m+E4s(¥) ]’
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e E4(¢) sai da equagao

Ea(¥){n2 —m +Ea(¥)}
{n1 —Ea(@)H{m — Ea(¥)}

que para 1 fixo resulta numa equagado quadratica em E,(1). Mostra-se,

=), (3.7)

para i # 1, que a tnica raiz de (3.7) que satisfaz max(0,m —ns) < E4(¢) <

min(ny, m) é dada por

Ea(y) = [Ir] = s,

em que r = 1[n/(v — 1)+ m+ni] e s=[r? —mnp/(¢ — 1)]%.
Quando ¢ = 1, a expressao (3.7) nao resulta numa forma quadratica em

EA(). Verifica-se facilmente, nesse caso, que

mnq
EA(l) =
A(1) "
e
ninoamin —m
Va(l) = 2 ( ).

n3
Pode-se notar que a média e a variancia assintotica de 1, quando ¢ = 1,
coincidem praticamente com a média e a variancia da distribuicao condicional

dada em (3.5).

3.2.4 Teste de hipdteses

Testes exatos

Uma vez conhecida a distribui¢ao condicional que depende apenas do parametro
de interesse 1, pode-se desenvolver testes exatos para pequenas amostras.
Um caso de interesse seria testar Hy : 90 = 1)y contra H; : ¢ < 1), em que
1o é um valor conhecido. O nivel descritivo (valor-P) do teste, isto é, a pro-

babilidade sob Hy de obtengao de valores tao ou mais desfavoraveis a Hy (no
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sentido de Hy) é definido por
Pr="" f(tlm; o),
t<y1
em que o somatoério vai de max(0,m —ny) até y;. Analogamente, para testar
Hp : ¢ = 1y contra Hy : ¢ > ¢y, tem-se que Ps = >, f(¢|m;1hp). Nesse
caso, o somatoério vai de y; até min(ny, m). Para o teste bilateral, Hy : 1) = 1
contra Hy # 1)y, o nivel descritivo é definido por P= 2min{P;, Pg}.

Em particular, quando vy = 1, estd sendo testada a nao existéncia
de associagao entre o fator e a doenca, sendo o teste resultante conhecido
como teste exato de Fisher (ver, por exemplo, Everitt, 1977). Nesse caso,
o nivel descritivo é obtido computando as probabilidades da distribuigao hi-
pergeométrica central.

Pode-se também utilizar o modelo condicional (3.5) para a estimagao
intervalar de ¢. Os respectivos limites de confianga serao baseados em P;
e Pg e denotados por 1/31 e 7&5, respectivamente. Como ilustracao, supor
que o interesse é construir um intervalo de confianca de coeficiente (1 — )
para 1. Os limites 7,@1 e @Es ficam entao, invertendo a regiao critica do teste

Hy : ¥ = 9y contra Hy : 9 # 1)y, determinados pelas equagoes

5= flthmits) e 5 =" f(tlmin),

t<yr t2>y1

que sao polinomios de grau elevado em @/AJS e 12)] a medida que os tamanhos

amostrais crescem, o que praticamente inviabiliza a solucao das equacoes.

Nesses casos, uma alternativa é trabalhar com intervalos assintéticos.
Voltando a tabela da secao anterior, supor que o interesse é testar Hy :

1 =1 contra H; : ¢ # 1. Tem-se entao os niveis descritivos P; = f(0|m;¢ =

1)+ f(Ufmsg = 1) = 15/21 e Ps = f(1jm;p = 1) + f@lmi 6 = 1) = 18/21

o que leva a P=1,0. Por outro lado, os limites 7,@1 e @@5 ficam dados por
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= Z ftm; ?@I)

t=1

| e

1
5= D flthmids) e
t=0

que é equivalente, supondo o = 0, 20, a

0,10 = f(0[m;vhs) + f(Llm;hs) e 0,10 = f(Llm;r) + f(2lm;ey),

que levam as equagoes

dapy + 202 .
0,10 = Y £ 291 (1 = 0,0274)
1+ dapy + 20?2
€ ~
1+4 .
0,10 = — 25 (i 18 95).

1 dahg + 202
Testes assintoticos

Para grandes amostras, ni, ny, m e n —m grandes, a distribuicao condicional
(3.5) se aproxima de uma distribuigdo normal de média E4(¢) e variancia
Va(®) (ver Hannan e Harkness, 1963). Esse fato tem sido utilizado para
o desenvolvimento de testes assintoticos para testar Hg : ¢ = 1)y contra
Hy ¢ # o (Hy 1) > ¢hg ou Hy 1 1) < 1fg). No caso de Hy : ¢ # 1y, utiliza-se

a estatistica qui-quadrado dada abaixo

s {un — Ea(th))?
R N T R

que sob Hy segue assintoticamente distribuicao qui-quadrado com 1 grau de

(3.8)

liberdade. Para Hy : ¢ < 1y e Hy : ¢ > 9, o nivel descritivo é dado por

P[:PT‘{Z< ?J1—EA(1/10)}
B Va(vo)
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PS—PT{Z> y1—EA(¢o)}
B V(o) |

respectivamente, em que Z segue distribuigdo N(0, 1). Em particular, quando

1y = 1, a estatistica qui-quadrado (3.8) fica reduzida a forma conhecida

_ mmy 2
P Ukl v (3.9)
ningm(n —m)/n?
Um intervalo assintético de confianca para v pode ser obtido utilizando

a distribuicao assintética de log(v). Os limites desse intervalo sdo dados por

= expllog()) — z(1-as2)\/ Vara{log(y)}]
s = exp[log(¥) + 2(1—ay2) \/ Vara {log()}],

em que z(1—q/2) denota o quantil (1 — «/2) da distribuicdo normal padrao e

. ~ 1 1 1 1
Vara{log(i)} = |4 b .
Y M=% Y2 N2—Y2
Esses limites podem ser expressos em uma outra forma, levando-se em conta
a estatistica qui-quadrado para testar Hy : ©» = 1 contra Hy : ¢ £ 1. Essa

estatistica é denotada por

xr_ _Aos@)y
Vara {log(d))

que segue, para grandes amostras, distribuicao qui-quadrado com 1 grau de

(3.10)

liberdade. Assim, os limites ficam reexpressos nas formas

@2] — &(1—2(1701/2)/)()

QZJS — 2[,(1-5-2(17&/2)/)()‘
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Alguns autores (ver Breslow e Day, 1980, p. 135) tém constatado que para
n1 = ng a probabilidade de cobertura do intervalo (z@l, @/35) é em geral menor
do que o valor nominal utilizado. Por outro lado, quando n; e ny sao muito
diferentes, essa probabilidade de cobertura é superestimada. Uma sugestao,
nesses casos, ¢ utilizar o valor de X obtido do teste condicional (3.9) em vez

do valor obtido do teste nao condicional (3.10).

3.3 Meétodos classicos: k tabelas 2 x 2

Muitas vezes tem-se interesse em controlar a associacao entre dois fatores
binarios através de um terceiro fator, comumente chamado de fator de con-
fundimento. O principal objetivo com esse tipo de estratificagao é eliminar
ou pelo menos reduzir a influéncia desses fatores na associagao de interesse.
Uma maneira mais eficiente de controlar fatores de confundimento é através
da regressao logistica, que serd discutida na Secao 3.6. Nesta secao, serd
considerado apenas um fator de confundimento com k niveis, que sao amos-
trados n; individuos no i-ésimo estrato (ny; casos e ng; controles) e que os

mesmos sao classificados conforme a tabela 2 x 2 abaixo.

Fator
Doenca A B Total
D Yii N — Y N
D Y2i  Moi — Y2i M2

Seguindo a mesma notagao das segoes anteriores tem-se que as estimativas

nao condicional e condicional de 1); sao, respectivamente, tais que

Gy = bl —ye) o Pu()
Yoi(n1i — Y1) Poi(v;)

As propriedades assintéticas de ¢; e gZAJZ sa0 as mesmas de 1) e @@ da Secao 3.2,

=0.

bem como as formas dos testes de hipdteses e da estimacao intervalar.
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3.3.1 Estimacao da razao de chances comum

Um teste de interesse quando ha k tabelas de contingéncia 2 x 2 é verificar a
auséncia de interacao entre os estratos, isto é, verificar se a associacao entre
o fator e a doenca nao muda de um estrato para o outro. Isso é equivalente a

verificar se as razoes de chances sao homogéneas, ou seja, testar as hipoteses

Ho: 1= =1

H; : pelo menos dois valores diferentes.

H& varias propostas de estimativas para a razao de chances comum. As
estimativas de maxima verossimilhanca nao condicional e condicional serao
denotadas por ¢ e 1&, respectivamente. A primeira estimativa pode ser ob-
tida facilmente através do ajuste de uma regressao logistica, enquanto que a
segunda ¢ mais complexa do ponto de vista computacional e sera omitida.
Duas estimativas nao iterativas foram propostas por Mantel e Haenszel
(1959) e Wolf (1955), as quais serdo denotadas por Uanrar e U, respectiva-

mente. A estimativa de Mantel-Haenszel é definida por

Zf:l yu(n% - ym)/m
Zf:l y2i<n1i - ylz)/nz

Yun =

e pode também ser expressa como uma média ponderada de estimativas nao
condicionais -
k
N o 22‘21 v,
wMH - k )
D e Vi

em que v; = Y2;(n1; — y1i)/ni. O estimador de Mantel-Haenszel é consistente

e assintoticamente normal com variancia assintotica dada por

k
Vara (Varr) = 1 Z ai%_l/(z a;)?,
1

i= =1
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em que w; = {nymu(1 — m)} 4 {nume(l — 7))}t e a; = nyna(l —

71i)To; /n;. A estimativa de Wolf é dada por
f Zf:l (Di_l IOg(J)i)
= ex ,
e { S

em que @; = {1/y1; + 1/(n1; — y1;) + 1/y2 + 1/(n9; — y2:) }. Esse estimador ¢

também consistente e assintoticamente normal com variancia dada por
p 2 —1
Vary (Yw) = v w™,

em que w = w; ' +---+w; . Como log(zﬂw) converge mais rapidamente para
a distribui¢ao normal do que &W, uma estimativa intervalar de coeficiente de

coeflanga (1 — «) para 1 comum fica dada por

Gr = expllog(Uw) — 21_ap2)\/ Vara {log(tw)}]

s = expllog(thw) + 71 ay2)y/ Vara {log(dw)}],

em que 2(1—q/2) denota o quantil (1 — a/2) da distribui¢ao normal padrao e
Vara {log(¢w)} =1/ 321, &7, Similarmente pode-se encontrar estimativas
assintoticas intervalares para 1 comum utilizando o estimador de Mantel-

Haenszel.

3.3.2 Testes de homogeneidade

Supor que o interesse é testar as hipéteses Hg e H; definidas na secao ante-
rior. A estatistica da razao de verossimilhancas que assume o produto de 2k
binomiais independentes é a mais utilizada nesse caso. Do ponto de vista de
analise preliminar dos dados, duas estatisticas tém sido sugeridas. A primeira
delas (vide Hosmer et al., 2013), é definida abaixo
k
Xi, =Y @ {log(dh) — log(thw)},

i=1
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que segue, sob Hy e assintoticamente (para ny; e ng; grandes, Vi), distribuicao
qui-quadrado com k — 1 graus de liberdade. A outra estatistica, definida em
Breslow e Day (1980, p. 42), é baseada no modelo condicional, sendo expressa

na forma

P Vo, (Yarmr) 7
que também segue, sob Hy e para grandes amostras, distribuicao qui-quadrado
com k — 1 graus de liberdade. A estatistica do teste é avaliada na estimativa
nao iterativa de Mantel-Haenszel ao invés da estimativa condicional &
Quando a hipdétese nula nao é rejeitada, um teste imediato é verificar a
nao existéncia de associacao entre o fator e a doenca, mantendo apenas o
efeito da estratificacao. Esse teste, conhecido como teste de Mantel-Haenszel

(1959), utiliza a seguinte estatistica:

X12\/1H _ {Zle Y1i — Zf:l EAi<1)}2
Zf:l VAi(l)

que, sob Hy : ¢» = 1, segue para grandes amostras (n; grande Vi ou para k

Y

grande) distribuicao qui-quadrado com 1 grau de liberdade. Similarmente ao
caso de uma tnica tabela 2 x 2, um intervalo assintético de confianca para

1 com coeficiente de confianga (1 — «) fica dado por

P Stz 0/ /X
(wth) = J(\/[HZ(1 /2>/ MH)a

_ 2 . ~ . . . ~
em que Xy g = /Xy Para melhorar a aproximagao para a distribuicao

normal, é usal aplicar correcao de continuidade no teste de Mantel-Haenszel.

3.4 Meétodos classicos: tabelas 2 x k

A dicotomizagao de um fator com mais de 2 niveis, a fim de deixar mais

simples o estudo da associacao entre esse fator e uma determinada doenca,
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pode omitir informagdes relevantes acerca da associacao de cada um dos
niveis agrupados e a doenga em estudo. Assim, sempre que possivel, deve-se
manter para as andlises o maior nimero possivel de niveis do fator. Uma

tabela resultante, nesse caso, é dada abaixo.

Fator
Doenca Nivel 1 Nivel 2 --- Nivel k Total
=1

D Y11 Y12 e Ny — Zi:l Yii ny

_ k—

D Y21 Y22 e =S e my
Analogamente ao caso de uma unica tabela 2 x 2, assume-se que sao amostra-
dos n; elementos do estrato D e ny elementos do estrato D e que (Yir,...,Yi)"
segue distribuicio multinomial de parametros (m;,...,mTy%) ', com my =

k—1 : . N
1 =% mj, ¢ = 1,2. Comumente, para analisar as associagoes entre os
niveis do fator e a doenca, define-se um nivel do fator como referéncia, que
formara com os demais as razoes de chances. Escolhendo o nivel 1 como

referéncia, as razoes de chances ficam dadas por

15721

¢1:1 (& ¢j:— j:27...,k’,

Tro T 11’
em que ¥; ¢ a razao de chances entre o nivel j e o nivel 1 do fator. As
analises inferenciais através do uso do modelo multinomial sao tratadas em
textos correntes de anélise de dados categorizados (ver, por exemplo, Agresti,
1990). Aqui, o estudo serd restrito ao modelo condicional, que é obtido apés
o condicionamento de (Yj,...,Yi) ", i = 1,2, nas estatisticas suficientes mi-
nimais Yi; + Yy; = m;, j = 1,--- k. O modelo resultante é caracterizado
pela distribuicao hipergeométrica multivariada nao central que depende ape-
nas dos parametros de interesse v, ..., (ver McCullagh e Nelder, 1989,
p. 261). Em particular, a hipdtese de auséncia de associagdo completa entre

os niveis do fator e a doenca ¢ definida por Hy : ¢; = 1, Vj, que serd avaliada
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através da distribuicao hipergeométrica central k-dimensional, cuja fungao

de probabilidade é o produto de k distribuicoes hipergeométricas centrais

Gi) G,
mj—Yij

y

flyi|m;ep = H ”nwn?]) 7 (3.11)
: mg

em que y1 = (Y11,---,%1k) , m = (my,...,mg) e = (¢Y1,...,0) " .

média, variancia e covariancia correspondentes a distribuigao (3.11) sao, res-

pectivamente, dadas por

m;ng

E;(1) = E(Yy|my;0 =1) = ¥

V;(1) = Var(Yy,|mj; 0 = 1) = ning(n —m;)m;

n*(n—1)
(§
MMM
Cje = Cov(Yay, Yielmy, mes oo = 1) = # 7

em que n = n; + ny. Um teste estatistico para Hy, que tem sido largamente
utilizado para testar a homogeneidade de k proporgdes (Armitage, 1971), é
dado por

X3 =

que segue, sob Hy e para valores grandes de ny,ny e m;, Vj, distribuigao qui-
quadrado com k—1 graus de liberdade. Entretanto, quando os niveis do fator
sao quantitativos ou qualitativos ordinais, pode ser mais informativo o uso
de um teste para a tendéncia do risco da doenca com o aumento dos niveis
do fator. Como ilustragao, supor que hé k doses z;, j = 1,...,k, associadas

aos k niveis do fator. Um teste apropriado é considerar a regressao dos
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desvios {y1; — E;(1)} sobre z; (Armitage, 1955; Mantel, 1963). A estatistica
correspondente fica dada por
k
o = DZ w{yy — By}
HOM = % % )
ning{n Zj:l x?mj - (Zj:l xm;)°}
que segue, para grandes amostras e sob Hy, distribuicao qui-quadrado com

k — 1 graus de liberdade.

(3.13)

Uma outra maneira de analisar a associacao entre o fator e a doenca
¢é através da amostragem nos k niveis do fator de interesse. Nesse caso,
a distribuicao resultante ¢ um produto de k£ binomiais independentes e a
hipdtese de auséncia de associacao entre o fator e a doenca pode ser avaliada
através do ajuste de uma regressao logistica, que serd discutida na Secgao 3.6.
Por outro lado, se também forem fixados os totais n; e ns, a distribuicao
condicional resultante é uma hipergeométrica nao central k-dimensional que
sob Hy fica reduzida a (3.11). Logo, as estatisticas dadas em (3.12) e (3.13)
podem ser aplicadas, pelo menos numa andlise preliminar dos dados, para
avaliar a auseéncia de associacao total entre o fator e a doenca.

Generalizagoes de (3.12) e (3.13) para o caso de h estratos sdo dadas em

Breslow e Day (1980, pgs. 148-149).

3.5 Aplicacoes

3.5.1 Associagao entre fungicida e desenvolvimento de
tumor

Como ilustracao, sera analisado o conjunto de dados apresentado em Innes
et al. (1969), referente a um estudo para avaliar o possivel efeito cancerigeno
do fungicida Avadex. No estudo, 403 camundongos sao observados. Desses,
65 receberam o fungicida e foram acompanhados durante 85 semanas, veri-

ficando o desenvolvimento ou nao de tumor cancerigeno. Os demais animais
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nao receberam o fungicida (grupo controle) e também foram acompanhados
pelo mesmo periodo, verificando a ocorréncia ou nao de tumor. Dois fatores
potenciais de confundimento, sexo e raca, foram considerados nas analises.
Os dados do experimento sao resumidos na Tabela 3.1.

Em virtude dos valores relativamente altos das marginais das quatro ta-
belas 2 x 2 formadas pela combinacao dos fatores sexo e raca, serd aplicada
uma analise através do modelo nao condicional. Tem-se entao, na primeira
coluna da Tabela 3.2, as estimativas pontuais das razoes de chances de tu-
mor maligno entre o grupo tratado e o grupo controle. Na segunda coluna
tem-se as estimativas intervalares assintéticas de 95% para 1. Nota-se que,
embora todas as estimativas sinalizem para uma associagao positiva, ape-
nas o primeiro intervalo de confianga nao cobre o valor ¢ = 1, evidenciando

associacao apenas no primeiro estrato, ao nivel de 5%.

Tabela 3.1
Classifica¢ao dos camundongos conforme a ra¢a (R1 ou R2),
sexo, grupo e ocorréncia ou nao de tumor cancerigeno.

Estrato  Grupo Com tumor Sem tumor Total
Tratado 4 12 16
R1-Macho Controle 5 74 79
Total 9 86 95
Tratado 2 14 16
R2-Macho Controle 3 84 87
Total 5 98 103
Tratado 4 14 18
R1-Fémea Controle 10 80 90
Total 14 94 108
Tratado 1 14 15
R2-Fémea Controle 3 79 82
Total 4 93 97
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Tabela 3.2
Estimativas das razoes de chances de tumor
cancerigeno nos estratos de camundongos.

Estrato  Estimativa ¢ Intervalo assintotico

R1-Macho 1,03 [1,163 ; 21,094]
R2-Macho 4,00 0,612 ; 26,102]
R1-Fémea 2,29 0,629 ; 8,306]
R2-Fémea 1,88 0,183 ; 19,395

Para simplificar os célculos, considere o estimador de Wolf a fim de obter

a estimativa de 1 comum. Tem-se as seguintes estimativas:

log(¥i) @
1,600  0,5465
1386 0,9160
0,827 0,4335
0,632 1,4167

Segue portanto que Zle ;! log(@i) = 06,7947 e Zle @7t =5,9342. Assim,

obtém-se as estimativas

4
- 6, 7947 ~ ) ~ 1
Yw = exp (5’9342) = 3,142 ¢ Varp{log(yw)} =1/ igl ;- =1/5,9342.

Consequentemente, tem-se que log(¢dy) = log(3,142) = 1,145 e X%, =
(1,6 —1,145)%/0, 5465 + (1,386 — 1, 145)2 /0,916 + (0, 827 — 1, 145)% /0, 4335 +
(0,632—1,145)%/1,4167 = 0,861, cujo nivel descritivo para uma distribuicao
qui-quadrado com 3 graus de liberdade é dado por P = 0, 84, nao rejeitando-

se portanto a hipdétese de 1) comum.

A estimativa intervalar de 95% para 1) comum fica dada por

[hr,hs] = expllog(3,142) & 1,96+/1/5,9342]
= expll, 145 £+ 0, 8046]
= [1,4055;7,0259].
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Sera aplicado a seguir o teste de Mantel-Haenszel para testar Hy : ¢ = 1
contra Hy : ¢ # 1. Ou seja, verificar se ha asuséncia de associacao em cada
tabela 2 x 2. A estatistica do teste com correcao de continuidade fica expressa
na seguinte forma:
> Xy = 2 Ea(1)] - 0,532
Xyn = 1
Zi:l Vay, (1>
(|11 — 5,2444] — 0,5)?

= 3.9983 = 6, 9083.

Comparando com os quantis da distribuicao qui-quadrado com 1 grau de
liberdade obtém-se o nivel descritivo P = 0,0086, rejeitando-se a hipdtese
nula. Esse resultado vai ao encontro da estimativa intervalar de 1) comum

usando o estimador de Wollf.

3.5.2 Efeito de extrato vegetal

Considere agora parte dos dados de um experimento (ver Paula et al.,1988)
conduzido para avaliar o efeito de diversos extratos vegetais na mortalidade
de embrides de Biomphalaria Glabrata (hospedeiro da equistossomose). Para
o extrato vegetal aquoso frio de folhas de P. Hyrsiflora foi considerado um
total de k& = 7 grupos sendo que os n; embrioes do i-ésimo grupo foram
submetidos a uma dose z; (ppm) do extrato vegetal, observando-se apds o
20¢ dia o nimero de embrioes mortos. Os dados sao resumidos na Tabela
3.3. Para aplicar o teste de tendéncia dado em (3.13), deve-se considerar que
n=50+---4+50=350,n =y +--+y: =178, no =n—n; =172 ¢
m; = 50, Vi. Assim, obtem-se E;(1) = 25,43 parai=1,...,7. A estatistica
do teste forneceu o valor X7,, = 131,82, que é altamente significativo
quando comparado aos quantis da distribuicao qui-quadrado com 6 graus
de liberdade, indicando uma forte tendéncia crescente para a proporc¢ao de

mortes com o aumento da dose.
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Tabela 3.3
Distribuicao dos embrioes sequndo
0s niveis de exposicao do estrato
vegetal aquoso.

x; 0 15 20 25 30 35 40
m; 50 50 50 50 50 50 50
y, 4 5 14 29 38 41 47

3.6 Regressao logistica linear

3.6.1 Introducgao

A regressao logistica tem se constituido num dos principais métodos de mo-
delagem estatistica de dados. Mesmo quando a resposta de interesse nao
¢ originalmente do tipo bindrio, alguns pesquisadores tém dicotomizado a
resposta de modo que a probabilidade de sucesso possa ser ajustada através
da regressao logistica. Isso ocorre, por exemplo, em analise de sobrevivéncia
discreta em que a resposta de interesse é o tempo de sobrevivéncia, no en-
tanto, em algumas pesquisas, a funcao de risco tem sido ajustada por modelos
logisticos. Tudo isso se deve, principalmente, pela facilidade de interpretacao
dos parametros de um modelo logistico e também pela possibilidade do uso
desse tipo de metodologia em andlise discriminante com a construcao, por
exemplo, de curvas ROC.

Embora a regressao logistica seja conhecida desde os anos 1950, foi através
de Cox (1970) (ver também Cox e Snell, 1989) que a regressao logistica ficou
popular entre os usuarios de Estatistica. Nesta secao serao apresentados
alguns resultados relacionados com o modelo logistico linear que completam
os procedimentos apresentados no Capitulo 1, em que esse modelo foi descrito

como um caso particular de modelos lineares generalizados.
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3.6.2 Regressao logistica simples

Conside inicialmente o modelo logistico linear simples em que 7(z), a pro-
babilidade de sucesso dado o valor x de uma variavel explicativa qualquer, é

definida tal que

log {1f(—:<)x>} = o+ B, (3.14)

em que « e [ sao parametros desconhecidos. Esse modelo poderia, por exem-
plo, ser aplicado para analisar a associagao entre uma determinada doenca e
a ocorréncia ou nao de um fator particular. Seriam entao amostrados, inde-
pendentemente, n; individuos com presenga do fator (z=1) e ny individuos
com auséncia do fator (z=0) e 7(x) seria a probabilidade de desenvolvimento
da doenga apds um certo periodo fixo. Dessa forma, a chance de desenvolvi-

mento da doenca para um individuo com presenca do fator fica dada por

ﬂ-(l) _ eoHrB
1—7(1) ’

enquanto que a chance de desenvolvimento da doencga para um individuo com

auséncia do fator é simplesmente

m(0)
1 —m(0)

= e°.

Logo, a razao de chances fica dada por

DL )
RO{T =0}

dependendo apenas do parametro 5. Mesmo que a amostragem seja re-

trospectiva, isto é, sao amostrados n; individuos doentes e n, individuos
nao doentes, o resultado acima continua valendo. Essa é uma das grandes
vantagens da regressao logistica, a possibilidade de interpretacao direta dos
coeficientes como medidas de associacao. Esse tipo de interpretacao pode ser

estendido para qualquer problema pratico.
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Supor agora que tem-se dois estratos representados por x; (z; = 0 estrato
1, 1 = 1 estrato 2) e que sdo amostrados do estrato 1 ny; individuos com pre-
senca do fator e no; individuos com auséncia do fator e niy e ngys, respectiva-
mente, do estrato 2. A probabilidade de desenvolvimento da doenca sera de-
notada por 7(xy, z3), com xy (zo=1 presenga do fator, xo = 0 auséncia do fa-
tor). Tem-se aqui quatro parametros a serem estimados, 7(0,0), 7(0, 1), 7(1,0)
e m(1,1). Logo, qualquer reparametrizagao deverd ter no maximo quatro
parametros (modelo saturado).

Considere entao a seguinte reparametrizacao:

log {M} = a + yr1 + Bre + 1179,
1 —7m(xq, x2)

em que -y representa o efeito do estrato, § o efeito do fator e d a interacao
entre estrato e fator. Para entender melhor essa reparametrizagao, serao

calculadas as razoes de chances em cada estrato

7(0,1){1 — (0,0}

_ _ B
1= 7(0,0{1 —7(0,1)}

_ 7(1,1){1 — x(1,0)} _ s
7(1,0){1 — x(1,1)} '

Assim, a hip6tese de homogeneidade das razoes de chances (Hg : ¢ = 1)9) é

(>

equivalente a hipétese de nao interacao (Hy : 6 = 0). Portanto, a auséncia
de interacao entre fator e estrato significa que a associacao entre o fator e a
doencga nao muda de um estrato para o outro. Contudo, pode haver efeito
de estrato. Como ilustracao nesse caso, supor que nao rejeita-se a hipotese
Hpy : 6 = 0. Assim, o logaritmo da chance de desenvolvimento da doenga fica

dado por

m(zy,
log ey = a+yz1 + B,
1—71'(1’1,1‘2)
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ou seja, ¢ o mesmo nos dois estratos a menos da quantidade ~. Isso quer dizer
que mesmo nao havendo interagdo entre os dois estratos (razao de chances
constante), as probabilidades de desenvolvimento da doenga podem estar em
patamares diferentes. Num estrato essas probabilidades sao maiores do que
no outro estrato. Essas interpretacoes podem ser generalizadas para trés ou

mais tabelas.

Aplicacao

Como ilustracao, considere novamente o exemplo descrito na Secao 3.5.1,
supondo que agora temos apenas os estratos macho e fémea. Os dados sao

resumidos na Tabela 3.4 e no arquivo camundongos.txt.

Tabela 3.4
Classificagdo de camundongos sequndo sexo, grupo e
ocorréncia de tumor.

Macho Fémea
Tumor Tratado Controle Tratado  Controle
Sim 6 8 5 13
Nao 26 158 28 159
Total 32 166 33 172

Denote por (1, x2) a probabilidade de desenvolvimento de tumor dados
x1 (x1=1 macho, z1=0 fémea) e x5 (xo=1 tratado, xo=0 controle). Para
testar a hipotese de auséncia de interagao (Hp : 6 = 0) compara-se o desvio do
modelo sem interacio D(y; 1°) = 0,832 com os quantis da distribuicio qui-
quadrado com 1 grau de liberdade (tem-se que o desvio do modelo saturado
é zero). O nivel descritivo obtido é dado por P= 0,362, indicando pela nao
rejeicao da hipdtese de homogeneidade das razoes de chances. Assim, ajusta-
se 0 modelo sem interacao. As estimativas resultantes sao apresentadas na

Tabela 3.5.
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Tabela 3.5
Estimativas dos parametros do modelo
logistico ajustado aos dados sobre
ocorréncia de tumor em camundongos.

Efeito Estimativa E/E.Padréao
Constante -2,602 -9,32
Estrato -0,241 -0,64
Tratamento 1,125 2,81

Os niveis descritivos dos testes para Hy : § = 0 e Hy : v = 0 sao, res-
pectivamente, dados por P= 0,005 e P= 0, 520, indicando fortemente pela
presenca de associacao entre a exposicao ao fungicida e o desenvolvimento
de tumor e que as probabilidades de desenvolvimento de tumor nao sao di-
ferentes entre os dois estratos.

Tem-se que z@ = ef , logo um intervalo assintético de confianca para

com coeficiente (1 — «), terd os limites

(¢r, ) = exp{f £ 2(1-a/2) Var(f)}.

Para o exemplo acima e assumindo um intervalo de 95%, esses limites ficam
dados por [1,403;6, 759].

O valor observado da variavel explicativa no modelo logistico dado em
(3.14) pode representar o valor de alguma varidvel quantitativa qualquer
como, por exemplo, a dose ou a log-dose de uma determinada droga. Nesse
caso, faz sentido calcular a chance de um individuo que recebeu a dose z*,
ser curado, em relacao a um outro individuo que recebeu a dose x. A razao
de chances de cura, entre os dois niveis, fica dada por
PN Cot L. 5)

m(z){l —m(z*)}

Portanto, log{t(;+—_»)} é proporcional & diferenca entre as duas doses. Se

= exp{f(z” —x)}.

£ > 0, tem-se que a chance de cura aumenta com o aumento da dose e
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se B < 0 ocorre o contrario. Essa interpretacao pode ser estendida para

qualquer variavel explicativa quantitativa.

3.6.3 Regressao logistica multipla

Considere agora o modelo geral de regressao logistica

log{f&} = b1+ Boxa + -+ - + By,
—7(x)

em que x = (1,29,...,2,)T contém os valores observados de varidveis ex-
plicativas. Como visto na Secao 1.6.1, o processo iterativo para obtencao
de B pode ser expresso como um processo iterativo de minimos quadrados

reponderados
ﬁ(m+1) _ (XTv(m)X) —1xTv(m)Z(m) 7

em que V =diag{m (1 —m),...,m(l —m,)}, 2= (21,...,2,) T é a varidvel
dependente modificada, z; = n; + (y; — m)/m(1 —m), m = 0,1,... e i =
1,...,n. Para dados agrupados (k grupos), n é substituido por k, V =
diag{nim (1 —m),...,mpme(l — mp)} € 25 = i + (y; — nymy) J{nymi(1 — ;) }.
Assintoticamente, n. — o0 no primeiro caso e para ** — a; > 0 no segundo
caso, 3 — B ~ N,(0,(XTVX)™1).

Uma interpretacao interessante pode ser dada para as razoes de chances
quando tem-se (¢—1)(¢ < p) das (p—1) varidveis explicativas do tipo binério.
Como ilustragao, supor ¢ = 4 e que xs (x2 = 1 presenca, x5 = 0 auséncia) e
x3 (x5 = 1 presenca, x3 = 0 auséncia) representam dois fatores. Supor ainda
que T4, = x93 representa a interacao entre os dois fatores. O modelo fica

entao dado por

1Og{1i(—7>:()x)} = f1 + Bay +53x3+ﬂ4x4+j25%ﬂj-
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Denote por 1;; a razao de chances entre um individuo na condicao (r2 =
i,x3 = j) em relagao a um individuo na condi¢do (xy = 0,23 = 0), parai,j =
0, 1, supondo que os dois individuos tém os mesmos valores observados para
as demais (p — 4) varidveis explicativas. Assim, pode-se mostrar facilmente

que

1o = exp(f2), o1 =exp(Bs) e Y =exp(Be + B3+ Ba).

Portanto, testar a hipétese Hy : 84 = 0 (auséncia de interagao) é equivalente
a testar a hipdtese de efeito multiplicativo Hg : ¢17 = 919%01. Em particular,
se x3 representa dois estratos (x3 = 0, estrato 1; x3 = 1, estrato 2), a razao
de chances no primeiro estrato entre presenca e auséncia do fator fica dada
por 19 = exp(fz), enquanto que no segundo estrato essa razao de chances
vale 111 /101 = exp(fs + B4). Logo, testar Hy : 4 = 0 equivale também a

testar a hipotese de homogeneidade das razoes de chances nos dois estratos.

3.6.4 Bandas de confianca

Como foi visto na Secao 1.8.2 uma banda assintdtica de confianca de coefi-
ciente 1 — v pode ser construida para 7(z),Vz € IRP (ver também Piegorsch
e Casella, 1988). Assintoticamente 3 — 3 ~ N,(0, (XTVX)~!). Logo, uma
banda assintética de confianca de coeficiente 1 — a para o preditor linear

z'3,Vz € IRP, fica dada por
z2' B+ oz (X VX) 2}z, Vze R,

em que ¢, ¢ tal que Pr{x; < ¢,} = 1—a. Aplicando a transformagcao logito
pode-se, equivalentemente, encontrar uma banda de confianca de coeficiente
1 — a para 7(z), dada por

explz' B+ /ca{z (XTVX) lz}2]

_ . Vz e R
I+ explz’ B £ /el (XTVX) 1z} 3]
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E importante observar que z ¢ um vetor p X 1 que varia livremente no IR?,

enquanto X é uma matriz fixa com os valores das variaveis explicativas.

3.6.5 Selecao de modelos

Uma vez definido o conjunto de covaridveis (ou fatores) a ser incluido num
modelo logistico, resta saber qual a melhor maneira de encontrar um modelo
reduzido que inclua apenas as covariaveis e interagoes mais importantes para
explicar a probabilidade de sucesso 7(x). Esse problema poderia ser resol-
vido pelos métodos usuais de selecao de modelos discutidos na Secao 1.11.
Contudo, a questao de interpretagao dos parametros é crucial num modelo
logistico, implicando que uma forma puramente mecanica de selecao pode
levar a um modelo sem sentido e de dificil interpretagao. Particularmente, a
inclusao de certas interagoes impoe a permanéncia no modelo de seus respec-
tivos efeitos principais de ordem inferior, na ética do principio hierarquico.
Muitas vezes, variaveis consideradas biologicamente importantes nao devem
ser deixadas de lado pela sua falta de significancia estatistica. Assim, a
selecao de um modelo logistico deve ser um processo conjugado de selecao

estatistica de modelos e bom senso.

Método stepwise

Um dos métodos mais aplicados em regressao logistica é o método stepwise.
O método, como foi visto na Se¢ao 1.11, baseia-se num algoritmo misto de
inclusao e eliminacao de variaveis explicativas segundo a importancia das
mesmas de acordo com algum critério estatistico. Esse grau de importancia
pode ser avaliado, por exemplo, pelo nivel de significancia do teste da razao
de verossimilhangas entre os modelos que incluem ou excluem as variaveis em

questao. Quanto menor for esse nivel de significancia tanto mais importante

218



serd considerada a variavel explicativa. Como a varidvel mais importante
por esse critério nao é necessariamente significativa do ponto de vista es-
tatistico, deve-se impor um limite superior Pg (os valores usuais estdo no
intervalo [0, 15; 0, 25]) para esses niveis descritivos, a fim de atrair candidatos
importantes em principio a entrada.

Dado que a inclusao de novas variaveis explicativas num modelo pode
tornar dispensaveis outras variaveis ja incluidas, sera feita a verificacao da
importancia dessas varidveis confrontando os seus respectivos niveis com um
limite superior Pg. As varidveis explicativas com um nivel descritivo maior
do que Pg serao assim candidatas a remocao.

Descreve-se a seguir uma variante desse algoritmo aplicado em regressao
logistica (vide, por exemplo, Hosmer e Lemeshow, 1989). A etapa inicial
consiste no ajuste do modelo apenas com o intercepto sendo completada

pelos passos seguintes:

1. construir testes da razao de verossimilhancas entre o modelo inicial
e os modelos logisticos simples formados com cada uma das variaveis
explicativas do estudo. O menor dos niveis descritivos associados a
cada teste serda comparado com Pg. Se Pg for maior, a varidvel refe-
rente aquele nivel é incluida no modelo indo ao passo seguinte. Caso

contrério, a selecao é concluida e adota-se o iltimo modelo;

2. partindo do modelo incluindo a variavel explicativa selecionada no
passo anterior, as demais variaveis sao introduzidas individualmente.
Cada um desses novos modelos é testado contra o modelo inicial desse
passo. Novamente, o menor valor dos niveis descritivos é comparado
com Pg. Se for menor do que Pg, implica na inclusao no modelo da
variavel correspondente e a passagem ao passo seguinte. Caso contrario,

a selecao é finalizada;
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3. compara-se o desvio do modelo logistico contendo as varidveis seleci-
onadas nos passos anteriores com os desvios dos modelos que dele re-
sultam por exclusao individual de cada uma das variaveis. Se o maior
nivel descritivo dos testes da razao de verossimilhancas for menor do
que Pg, a variavel explicativa associada a esse nivel descritivo perma-
nece no modelo. Caso contrario, a variavel é removida. Em qualquer

circunstancia, o algoritmo segue para o passo seguinte;

4. o modelo resultante do passo anterior serd ajustado, no entanto, an-
tes de tornar-se o modelo inicial da etapa 2 (selecao de interagoes de
primeira ordem entre as variaveis explicativas incluidas), avalia-se a sig-
nificancia de cada um dos coeficientes das variaveis selecionadas, por
exemplo através de um teste de Wald. Se alguma variavel explicativa

nao for significativa pode ser exclui-la do modelo;

5. uma vez selecionadas as variaveis explicativas mais importantes, ou os
efeitos principais, entra-se na etapa 2 com o passo 1 que agora envolve
apenas interacoes de primeira ordem entre as variaveis selecionadas, e

assim por diante.

E comum que algumas variaveis explicativas ou interagoes de interesse ou
com algum significado no estudo sejam mantidas no modelo desde o inicio,
mesmo que nao sejam significativas. E também comum que a selecao de
interacoes seja feita dentre aquelas de interesse ou com algum significado no
problema.

Um aprimoramento desse procedimento tipo stepwise foi proposto pos-
teriormente por Hosmer et al. (2013). Nesse novo algoritmo os autores
sugerem que as variaveis explicativas eliminadas no passo 1 que causarem

uma varia¢do dsproporcional no(s) coeficiente(s) de alguma varidvel explica-
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tiva que permaneceu no modelo, devem ser trazidas de volta para o modelo.
Os demais passos sao similares, contudo o resultado final pode ser diferente,
e segundo os autores em geral tém levado a resultados mais coerentes.

Uma desvantagem do procedimento descrito pelos passos 1-5 é de exigir
as estimativas de maxima verossimilhanca em cada passo, o que encarece o
trabalho computacional, particularmente quando h& muitas variaveis expli-
cativas (ou fatores). Alguns autores tém sugerido aproximagdes para esse
processo de selegao. O aplicativo cientifico BMDP (Dixon, 1987) usa apro-
ximagoes lineares nos testes da razao de verossimilhancgas. Peduzzi et al.
(1980) apresentam uma variante desse método baseada no uso da estatistica

de Wald.

Método de Akaike

Um procedimento mais simples para selecionar variaveis explicativas num
modelo logistico é através do método de Akaike descrito na Se¢ao 1.11. Uma
sugestao é primeiro fazer uma selecao dos efeitos principais e depois num
segundo passo, das interagoes de 1% ordem. Para ilustrar uma aplicagao do
método, supor que as respostas bindrias estejam armazenadas em resp e as
variaveis explicativas sejam denotadas por varl, var2 e var3. O ajuste do
modelo logistico apenas com os efeitos principais pode ser realizado através
dos comandos

ajuste < — glm(resp ~ varl + var2 + var3, family=binomial).
A selecao dos efeitos principais pode ser realizada pelos comandos

require (MASS)

stepAIC(ajuste).

Eventualmente algumas variaveis explicativas selecionadas podem nao ser

significativas marginalmente e a retirada das mesmas do modelo podera ser
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confirmada através de algum teste estatistico apropriado, como por exemplo
o teste da razao de verossimilhangas. A inclusao de interagoes de 1% ordem
pode ser feita individualmente dentre aquelas interagoes de interesse ou de

facil interpretacao.

3.6.6 Amostragem retrospectiva

Em muitas situacgoes praticas, especialmente no estudo de doencas raras,
pode ser mais conveniente a aplicacao de uma amostragem retrospectiva em
que um conjunto de ny casos (individuos com y = 1) e ny controles (individuos
com y = 0) é selecionado aleatoriamente e classificado segundo os valores de
x = (x1,...,7,) . Esse tipo de planejamento é muitas vezes motivado por
questoes economicas ligadas ao custo e a duracao do experimento. A amos-
tragem retrospectiva assim constituida levaria diretamente a um modelo para
Pr(X = x|y), ao contrario dos dados prospectivos que estao associados ao
modelo 7(x) = Pr(Y = y|x). Como o desenvolvimento de um modelo para
Pr(X = x|y) pode ficar muito complexo a medida que o valor x envolve um
nimero maior de varidveis explicativas, particularmente continuas, a pro-
posta de uma abordagem alternativa através da especificagao de um modelo
para Pr(Y = y|x), de modo a induzir um modelo para Pr(X = x|y), tem
sido utilizada.

Supor entao um modelo logistico linear para explicar 7(x) = Pr(Y =
1]x). Serd mostrado a seguir que a probabilidade m(x), a menos de uma
constante adicionada ao intercepto do modelo, coincide com a probabilidade
7 (x) = Pr(Y = 1|x,Z = 1) se a selecao amostral nao depende de x, em
que Z é uma variavel indicadora da classificacdo amostral (ver, por exemplo,
Armitage, 1971). Denota-se vy = Pr(Z =1|Y =1) ey = Pr(Z = 1Y =0),

em que v; ¢ a probabilidade de um caso ser selecionado e 7, é a probabilidade
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de um controle ser selecionado da populagao global. A suposicao é que 7y, e

~v2 nao dependem de x. Portanto

m™(x) = Pr(Y =1lz,Z=1)
Pr(Z =1Y =1)Pr(Y = 1]x)
Yoo Pr(Z = 1Y = y)Pr(Y = y|x)’

que pode ser expressa em fungao de 7(x), ou seja

7T*<X) _ ’717(( )
72{1—7T( )} +nm(x)

2[5

'Yl ()
1+ [ w(xﬂ

Assim, obtém-se
elog{vi/72}+n

*
T (x) =

1 + elog{m/v2}+n’
em que =Y 0, ;0.

Portanto, fazendo uma amostragem retrospectiva e ajustando um modelo
logistico como se fosse uma amostragem prospectiva, os coeficientes devem
coincidir desde que a selecao tenha sido feita independente de x. Se, no
entanto, hé interesse em estimar m(x), isto é, fazer predi¢oes dado x, deve-se

corrigir a constante do modelo ajustado, obtendo um novo intercepto

Bi = B — log(71/72),

em que ﬁf é o intercepto do modelo ajustado.

3.6.7 Qualidade do ajuste

Como visto na Secao 1.4, quando o nuimero de grupos k ¢é fixo num expe-
rimento binomial e ”* — a; > 0 quando n — oo, o desvio D(y; ft) segue

sob a hipotese do modelo adotado ser verdadeiro distribuicao qui-quadrado
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com (k — p) graus de liberdade. Esse resultado nao vale quando n — oo
e n;m;(1 — m;) fica limitado. Nesse caso, Hosmer e Lemeshow (1989) suge-
rem uma estatistica alternativa para avaliacao da qualidade do ajuste. Essa
estatistica é definida comparando o niimero observado com o nimero espe-
rado de sucessos de g grupos formados. O primeiro grupo deverd conter
n) elementos correspondentes as n} menores probabilidades ajustadas, as
quais serao denotadas por 71y < 7z) < o+ < Ty, O segundo grupo
deverd conter os n/, elementos correspondentes as seguintes probabilidades
ajustadas T 11) < Ty y2) < -0 < T(njany)- B assim, sucessivamente, até
o tltimo grupo que devera conter as n; maiores probabilidades ajustadas
Tt 41) S W(nfotn!_42) < 00 < (). O numero observado de su-
cessos no primeiro grupo formado serd dado por O; = Z;il Y(j), em que

y(j) = 0 se o elemento correspondente ¢ fracasso e y(;) = 1 se ¢ sucesso. Ge-
e tng

neralizando, obtém-se O; = Ej:n’1+--~+n;_1+1 Yi)

2 < i< g. A estatistica é

definida por

g _
5N (O — i)
¢= Z nﬁrz(l — 77'07

em que
it

- | A
len—/zﬁm ¢ m= Z ()

U j=n et 41
para 2 <1 < g. Hosmer e Lemeshow sugerem a formagcao de g = 10 grupos de
mesmo tamanho (aproximadamente), de modo que o primeiro grupo conte-
nha n} elementos correspondentes as [n/10] menores probabilidades ajustadas
e assim por diante até o ultimo grupo com n/, elementos correspondentes as
[n/10] maiores probabilidades ajustados. Quando nao ha empates, isto é,
n; = 1, Vi, fica relativamente facil formar os 10 grupos com tamanhos apro-
ximadamente iguais. No entanto, quando ha empates, pode ser necessario

que dois individuos com a mesma configuracao de covariaveis sejam alocados
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em grupos adjacentes a fim de que os grupos formados nao tenham tama-
nhos muito desiguais. Hosmer e Lemeshow verificaram através de simulacoes
que a distribuicao nula assintética de C' pode ser bem aproximada por uma

distribui¢ao qui-quadrado com (g — 2) graus de liberdade.

3.6.8 Técnicas de diagnodstico

Estudos de simulacao (ver, por exemplo, Williams, 1984) tém sugerido o
residuo tp, para as analises de diagnoéstico em modelos lineares generalizados,
uma vez que o mesmo tem apresentado nesses estudos propriedades similares
aquelas do residuo 7 da regressao normal linear. Em particular, para os

modelos binomiais, esse residuo é expresso, para 0 < y; < n;, na forma

1
2 Y; n; —Y; 2
~ zl ~ i Y 1 - . )
1 —hy {y o8 (nﬂfz) () log (nz —nﬂfz')}

em que o sinal é o mesmo de y; — ;. Quando y; = 0 ou y; = n;, o componente

tp, =+

do desvio padronizado toma as formas

{2n;|log(1 — 7;)|}2 {2n;|log ;] } 2
tp, = — e tp, = ————r—

’ V1= hi o Vi—he

respectivamente. O residuo Studentizado tg,, também utilizado para avaliar

a presenca de observacoes aberrantes mesmo tendo em geral distribuicao

assimétrica acentuada, toma a forma

1 (y; — ni7;)
tg — Y
l V1-— ilzz {nimi(1 — ﬁz)}%

Uma outra opcao, conforme descrito na Segao 1.10, é o residuo quantilico

(Dunn e Smyth, 1996) definido para varidveis discretas por

Ty = CID’l(uZ-),

7
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em que ®(-) denota a fungao de distribuigdo acumulada da N(0,1) e u; é um
valor gerado no intervalo (0, 1) com base em F'(y;; ,@) (funcao de distribuicao
acumulada da distribui¢ao discreta ajustada). Mostra-se para n grande que
os residuos 7, ..., 1, sao independentes e igualmente distribuidos N (0, 1).
Assim, o gréfico entre os quantis amostrais rg, < -+ < rg o contra os
quantis teéricos da normal padrao é recomendado para avaliar afastamentos
da distribuicao postulada para a resposta.

O residuo quantilico é disponibilizado na biblioteca GAMLSS do R (ver,
por exemplo, Stasinopoulos et al., 2017) através dos comandos

require(gamlss)

plot(ajuste).
Aqui ajuste ¢ o nome do objeto referente ao ajuste do modelo.

Contudo, no caso de variaveis discretas, o residuo quantilico é aleatorizado
e uma sugestao é gerar no GAMLSS m gréficos do worm plot (gréfico entre
Tqw, —E(Z@) contra E(Z(;))) para avaliar com mais seguranga a adequagao do
ajuste. Esse grafico pode ser interpretado como um refinamento do grafico
normal de probabilidades podendo ser acionado para m = 8 graficos através
do comando

rqres.plot(ajuste, howmany=8, type=‘‘wp’’).

Por outro lado, para medir a influéncia das observagoes nas estimativas
dos coeficientes, utiliza-se a distancia de Cook aproximada dada por

hz‘z‘ (yi — niﬁ-i>2
(1 — hy)?2 nafti(1 — 7))

Hosmer e Lemeshow (1989) observam que hi; depende das probabilidades
ajustadas 7;, 7 = 1,..., k, e consequentemente os residuos tg, e tp, e a medida

de influéncia LD; também dependem. Tem-se que
hii = ’flz’ﬂ'l(l — ’ﬂ'i)X;r(XTVX)_lxi,
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com V = diag{nym (1—m),...,ngmp(1—m)}. Hosmer e Lemeshow mostram
através de um estudo numérico que o comportamento de h; numa regressao
logistica pode ser muito diferente do comportamento de h;; na regressao linear

para uma mesma matrix modelo X.

Tabela 3.6
Possiveis valores para algumas medidas de diagnostico seqgundo
as probabilidades ajustadas.
Probabilidade ajustada

Medida  0,0-0,1 0,1-0,3 0,3-0,7 0,7-0,9 0,9-1,0
t?% grande ou moderado moderado ou moderado grande ou
pequeno pequeno pequeno
LD, pequeno grande moderado grande pequeno
hi; pequeno grande  moderado ou  grande pequeno
pequeno

A Tabela 3.6 descreve os possiveis valores de algumas medidas de di-
agnéstico em fungao das probabilidades ajustadas. A medida hi; pode ser
interpretada de maneira similar a medida h;; da regressao normal linear para
0,1 <m; <0,9. No entanto, quando 7; é pequena ou alta, h;; fica em geral
pequeno o que pode dificultar a deteccao de pontos que estejam mais afasta-
dos no subespago gerado pelas colunas da matrix X. A sugestao, portanto,
sao os graficos de t%w t2Di e LD; contra as probabilidades ajustadas 7;. Es-
ses graficos podem ser informativos a respeito do posicionamento dos pontos
aberrantes e influentes com relagao as probabilidades ajustadas. Os graficos
dessas quantidades contra hii podem ser complementares, pelo menos para
verificar se as tendéncias apresentadas na Tabela 3.11 sao confirmadas para
o modelo ajustado.

Outros graficos recomendados em regressao logistica sao os graficos da

varidvel adicionada e de |£,,,,| contra 7;.
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3.6.9 Aplicacoes

Processo infeccioso pulmonar

Considere novamente o exemplo discutido na Secao 1.12.2 em que 175 pa-
cientes com processo infeccioso pulmonar foram classificados de acordo com
as variaveis tipo de tumor, sexo, idade, nivel de HL e nivel de FF. Para
simplicidade das andlises, os niveis de HL. e FF serao reagrupados de modo
que os niveis de intensidade “ausente”e “discreto”’sejam agora considerados
como intensidade “baixa”e os niveis “moderado”e “intenso”sejam agora de

intensidade “alta” conforme descrito na Tabela 3.7.

Tabela 3.7
Descricao das novas varidveis referentes ao exemplo
sobre processo infeccioso pulmonar.

Variavel Descricao Valores
Y Processo Infecioso 1:maligno
0:benigno
IDADE Idade em anos
SEXO Sexo 0:masculino
1:feminino
HL Intensidade de 1:alta
Histidcitos-linfocitos  0:baixa
FF Intensidade de l:alta
Fibrose-frouxa 0:baixa

Nesse estudo os pacientes foram amostrados retrospectivamente, sendo
que os controles (processo benigno) foram formados por uma amostra de 104
pacientes de um grupo de 270, enquanto que os casos (processo maligno)
foram todos os pacientes diagnosticados com processo infeccioso pulmonar
maligno durante o periodo da pesquisa. Portanto, seguindo a notagao da

Segao 3.6.6 , tem-se que y; = 1 e v, = 104/270 1.

IEst4 sendo suposto que a razio 71 /v2 = 270/104 vale também se as amostras tivessem
sido extraidas diretamente da populagao
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O método de selegao stepwise proposto por Hosmer e Lemeshow (1989)
serd aplicado a seguir. Na etapa 1 considerou-se apenas os efeitos principais.
Foram considerados P = 0,20 (nivel para inclusao de covaridveis) e Pg =
0,25 (nivel para eliminacao de covariaveis).

No passo 1 foi incluida a varidvel explicativa IDADE, uma vez que o nivel
descritivo dessa variavel foi o menor dentre os niveis descritivos das demais
variaveis explicativas e também foi menor do que Pr. No passo seguinte
foi inbcluida a variavel explicativa HL, e agora com duas varidveis incluidas
no modelo verifica-se a possibilidade de eliminar uma das duas varidveis. O
maior nivel descritivo é da IDADE que encontra-se na Tabela 3.8 na linha
de referéncia do passo 2. O nivel descritivo dessa variavel nao é superior
a Pg, logo IDADE é mantida no modelo. Seguindo essa légica, tem-se os
menores niveis descritivos em cada passo como sendo o elemento da diagonal
principal de cada passo. No passo 3, por exemplo, entra a variavel explicativa
SEXO que tem o menor nivel descritivo que por sua vez é menor do que Pg.
Dado que SEXO entra no modelo, verifica-se a possibilidade de uma das
duas variaveis incluidas no modelo ser retirada do modelo. Assim, no mesmo
passo 3, nota-se que o maior nivel descritivo (em asterisco) corresponde a
variavel explicativa HL que nao deve sair do modelo, uma vez que o nivel
descritivo nao é maior do que Pg. Seguindo essa mesma logica todos os
efeitos principais sao incluidos no modelo. Em resumo, o modelo resultante
na etapa 1 é o modelo com todos os efeitos principais.

De forma andloga procede-se a etapa 2, cujos niveis descritivos para to-
mada de decisao em cada passo encontram-se na Tabela 3.9. Por exemplo, no
passo 1, entra a interacao entre IDADE e HL. que tem o menor nivel descritivo
que por sua vez € menor do que Pg. Nao é verificado nessa etapa se algum

efeito principal deve sair do modelo mesmo que fique nao significativo com
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a inclusao das interagoes. Isso pode ser reavaliado apés a selecao do modelo
final. No passo 4, por exemplo, nota-se que a interacao entre IDADE e FF
nao entra no modelo pois o nivel descritivo correspondente é maior do que
Pg. Assim, como essa interagao nao entra no modelo, nao é preciso verificar
a retirada das demais interacoes ja incluidas no modelo. Logo, tem-se apenas
trés interacoes de primeira ordem incluidas no modelo. Essas interacoes sao
IDADE % HL, HL * FF e SEXO * FF.

Na etapa 3 nenhuma interagao de segunda ordem foi selecionada, uma
vez que o menor nivel descritivo dos testes de inclusao foi menor do que Pg.
Assim, o modelo resultante contém os efeitos principais e trés interagoes de

primeira ordem.

Tabela 3.8
Niveis descritivos referentes a etapa 1
do processo de selecao stepwise.

Passo IDADE HL SEXO FF

1 0,000 0,000 0,288 0,001
0,000 0,000 0,100 0,003
0,000 0,000 0,050 0,125
0,000 0,000 0,072* 0,183
0,000 0,000 0,072  0,183*

T W N

O desvio do modelo foi de D(y; ft) = 146,22 (167 graus de liberdade),
indicando um ajuste adequado. As Figuras 3.1a-3.1d apresentam alguns
graficos de diagnodstico. Na Figura 3.1a temos o grafico de hi; contra os valores
ajustados e nota-se dois pontos com maior destaque, #6 e #69. No grafico
de residuos tp,, Figura 3.1b, a maioria dos pontos cai dentro do intervalo
[-2,2], com apenas duas observagoes, #21 e #172, fora do intervalo, porém
muito préximas aos limites. Ja o grafico de influéncia LD; destaca novamente

a observacao #69 e a observacao #172. O paciente #172 é do sexo feminino,
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tem processo maligno, idade 55 anos e niveis altos para HL e FF. Pelos
resultados das estimativas seria mais provavel esperar de um paciente com
esse perfil um processo benigno. O paciente #69 é também do sexo feminino,
tem 78 anos, niveis altos para HL. e FF e nao tem processo maligno. Aqui
seria um pouco menos provavel processo benigno para o paciente. Perfil
parecido tem o paciente #6. J4 o paciente #21 tem processo benigno, 82
anos, ¢ do sexo feminino e tem nivel alto para HL e baixo para FF. Seria

mais provavel nesse caso processo maligno para o paciente.

Tabela 3.9
Niveis descritivos referentes a etapa 2 do processo de selecao stepwise.
Passo IDA*HL HL*FF SEX*FF IDA*FF IDA*SEX HL*SEX

1 0,013 0,014 0,059 0,056 0,657 0,063
2 0,023 0,027 0,060 0,231 0,218 0,099
3 0,028* 0,005 0,012 0,234 0,275 0,176
4 0,208 0,403 0,794

Finalmente, tem-se na Figura 3.1d o gréfico normal de probabilidades
para o residuo ¢p, e nao apresentando nenhum indicio de que a distribuicao
utilizada seja inadequada. Retirando cada uma das observagoes destaca-
das pelos gréficos de diagnéstico nota-se mudanca inferencial quando a ob-
servagao #172 é excluida, a interacao SEXO x FF deixa de ser significativa.
Ou seja, a significancia da interagao SEXO % FF é induzida pela observacao
#172. Logo, essa interacao deve ser retirada do modelo.

As estimativas dos parametros do modelo final sem a interacao SEXO x FF
bem como os valores padronizados pelos respectivos erros padrao aproxima-
dos encontram-se na Tabela 3.10.

Como hé interesse em estudar a associacao entre o tipo de processo in-

feccioso pulmonar e as covariaveis histologicas HL e FF, algumas razoes de
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chances sao construidas envolvendo essas covariaveis. Como ilustracao, a
razao de chances de processo infeccioso maligno entre um paciente no nivel
alto de HL e um paciente no nivel baixo de HL, denotada por ¢y, e supondo

que os pacientes tenham o mesmo sexo, idade e nivel de FF, é estimada por

Y = exp{—5,371 + 0,061IDADE + 2, 255FF}.

Tabela 3.10
Estimativas dos parametros referentes ao modelo
logistico ajustado aos dados sobre processo
infeccioso pulmonar.

Efeito Parametro Estimativa E/E.Padrao
Constante By -1,247 -1,36
IDADE Ba 0,038 2,23
HL Bs -5,371 -3,34
SEXO Ba 0,765 1,60
FF Bs -2,090 -2,36
IDADE*HL Be 0,061 2,18
HL*FF Bz 2,255 2,11

Logo, pode-se concluir que a chance de processo maligno é maior para
pacientes com nivel baixo de HL do que para pacientes com nivel alto de
HL, quando ambos estao no nivel baixo de FF e também tenham a mesma
idade. Por outro lado, quando ambos estao na categoria alta de FF, ﬂHL
fica maior do que um apds a idade de 52 anos (aproximadamente), indicando
uma chance maior de processo maligno para pacientes no nivel alto de HL
apos essa idade.

Analogamente, denota-se por ¥ pp a razao de chances de processo infec-
cioso maligno entre um paciente com nivel alto de FF e um paciente com
nivel baixo de FF. Supondo que os pacientes sao semelhantes nas demais

covariaveis esse parametro é estimado por
Yrp = exp{—2,090 + 2, 255HL}.
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Dessa expressao pode-se deduzir que a chance de processo maligno é maior
para pacientes com intensidade baixa de FF do que para pacientes com inten-
sidade alta de FF, isso no grupo de pacientes com intensidade baixa de HL.
Ocorre o contrario no grupo de pacientes com intensidade alta de HL. Bandas
de confianca para gy e Ypp podem ser construidas com os procedimentos
apresentados na Secao 3.6.4. Na comparacao dos pacientes com relagao ao
sexo temos que a razao de chances de processo infeccioso pulmonar entre paci-
entes do sexo feminino e masculino é estimada por &FM = exp(0,765) = 2, 15.

Se o interesse em prever Pr{Y = 1|x}, probabilidade de um paciente da
populagao com um determinado conjunto de valores para as covariaveis estar

com processo infeccioso maligno, deve-se antes estimar 5, fazendo a correcao

By = B —10g(270/104) = —1,247 — 0,954 = —2, 201.

Tabela 3.11
Discriminacao do modelo logistico ajustado
aos dados sobre processo infeccioso pulmonar.

Classificacao Classificacao pelo modelo
Correta Benigno Maligno
Benigno 81 23
Maligno 13 o8

A regressao logistica tem multiplas utilidades, entre as quais a possibili-
dade de também ser utilizada em analise discriminante quando ha apenas dois
grupos para serem discriminados. O objetivo aqui ¢ encontrar um modelo
ajustado que melhor discrimine os dois grupos. Como aproximadamente 21%
dos 341 pacientes foi diagnosticado com processo maligno pode-se verificar
qual a taxa de acertos do modelo ajustado. Um critério seria classificarmos

com processo maligno todo individuo com probabilidade ajustada de pelo
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Figura 3.1: Graficos de diagnoéstico referentes ao modelo logistico ajustado
aos dados sobre processo infeccioso pulmonar.

menos 0,21. Caso contrario o individuo seria classificado com processo be-
nigno. A Tabela 3.11 apresenta a discriminaaao feita pelo modelo ajustado
aos dados sobre processo infeccioso pulmonar. Tem-se que a taxa de acertos
é de 139/175 = 0,795 (79,5%). Uma outra forma de determinar o ponto de

corte para a classificacao dos paciente é através de curvas ROC.

Ocorréncia de vaso-constrigao

Como outra aplicacao, conside os dados de um experimento desenvolvido

para avaliar a influéncia da quantidade de ar inspirado na ocorréncia de
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vaso-constrigdo na pele dos dedos da mao (Finney, 1978; Pregibon, 1981).
Os dados do experimento sao descritos na Tabela 3.12 e também no ar-
quivo pregibon.txt. A resposta, nesse exemplo, é a ocorréncia (Y = 1) ou
auséncia (Y = 0) de compressao de vasos e as covariaveis sao o logaritmo do

volume e o logaritmo da razao de ar inspirado.

Tabela 3.12
Dados do experimento sobre a influéncia da razao e do volume de ar
mspirado na ocorréncia de vaso-constricao da pele dos dedos da mao.
Obs Volume Razao Resposta Obs. Volume Razao Resposta

1 370 0,825 1 20 1,80 1,800 1
2 350 1,090 21 0,40 2,000
3 1,25 2,500 22 0,95 1,360
4 0,75 1,500 23 1,35 1,350
5 080 3,200 24 150 1,360
6 0,70 3,500 25 1,60 1,780
7 060 0,750 26 0,60 1,500
8 1,10 1,700 27 1,80 1,500
9 090 0,750 28 0,95 1,900

10 090 0,450
11 080 0570
12 055 2,750
13 060 3,000
14 140 2,330
15 0,75 3,750
16 230 1,640
17 320 1,600
18 0,85 1,415
19 1,70 1,060

29 1,90 0,950
30 1,60 0,400
31 270 0,750
32 235 0,030
33 1,10 1,830
34 1,10 2,200
35 1,20 2,000
36 0,80 3,330
37 0,95 1,900
33 0,75 1,900
39 130 1,625

O R H =2 OOOOOOO K == =
—_ OO R P PR OORFRORFROFEOFOOOO

Supor para a i-ésima unidade experimental que Y; ~ Be(w;), em que

log { N i } = (1 + B2 log (volume), + f3 log (razao),,
com 7; denotando a probabilidade de ocorréncia de vaso-constricao.
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As estimativas dos parametros sao descritas na Tabela 3.13 e pode-se no-
tar que as variaveis explicativas log(volume) e log(razio) sao altamente
significativas. O desvio do modelo foi de D(y; ft) = 29,36 (com 36 graus de
liberdade), indicando um ajuste adequado. As Figuras 3.2a-3.2d descrevem
alguns dos graficos sugeridos acima bem como o grafico normal de proba-
bilidades com envelope para o residuo ¢p,. Na Figura 3.2a tem-se o grafico
de h;; contra os valores ajustados e pode-se notar que a observacao #31 é
destacada mais do que as restantes.

Tabela 3.13
Estimativas dos parametros do modelo
logistico ajustado aos dados sobre

VaS0-constricao.
Parametro Estimativa E/E.Padrao

5 -2,875 2,18
Ba 5,179 4,85
Bs 4,562 2,49

Na Figura 3.2b tem-se o grafico de LD; contra os valores ajustados e
pode-se notar duas observacoes mais discrepantes, #4 e #18, cujos valores
ajustados sao menores do que 0,11. Uma tendéncia similar é exibida na
Figura 3.2c onde tem-se o grafico de t%i contra os valores ajustados. A
eliminacao da observacao #4 levou as novas estimativas Bl = —5,204(2,17),
By =17, 452(2,93) e By = 8,465(3,246) com variagao, respectivamente, de -
81%, 64% e 63%. O desvio do modelo reduziu para D(y; 1) = 22,42 (35 g.1.),
variacao de 24%. Resultado parecido ocorreu com a eliminacao da observacao
#18. Nesse caso obtém-se §; = —4,757(2,008), [y = 6,879(2,718) ¢ B3 =
7,669(2,937) com variagao, respectivamente, de -66%, 48% e 51%. O desvio
caiu para D(y; 1) = 23,58 (35 g.1.), redugao de 20%. Mesmo com as variagoes
desproporcionais nao houve mudanca inferencial. Esses resultados indicam

que os pontos #4 e #18 sao influentes e aberrantes. Note que para os dois
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casos houve ocorréncia de ar inspirado, porém o valor do volume e da razao
sao relativamente baixos contrariando a tendéncia observada pelo modelo
ajustado. O grafico normal de probabilidades para o residuo tp, (Figura 3.2d)
nao fornece indicios de afastamentos da suposicao de distribuicao binomial
para a resposta. Pode-se notar que a maioria dos pontos caem dentro do

envelope gerado.
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Figura 3.2: Graficos de diagnostico referentes ao modelo logistico ajustado
aos dados sobre vaso-constri¢ao.

Na Tabela 3.14 sao apresentados os grupos formados com as observagoes
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da Tabela 3.12 para o calculo da estatistica C proposta por Hosmer e Le-
meshow (1989). Foram formados sete grupos com cinco observagoes cada e

um grupo com quatro observagoes.

Tabela 3.14
Quantidades usadas para o cdlculo da estatistica C
referente ao modelo logistico ajustado aos dados
sobre vaso-constri¢ao.

Grupo Obervacoes O; n. e
1 7,9,10,11,32 0 5 0,0024
9 418212630 2 5 0,0459
3 1213222838 0 5 0,2737
4 8,19,23,29,37 1 5 0,5113
5 624313339 3 5 0,6728
6 5,15,34,3536 5 5 0,7956
7 3,14,20,25,27 5 b 0,8974
8 121617 4 4 0,9766

Os termos para o calculo de C sao dados abaixo

C = 0,0120+ 14,3157 + 1,8842 + 1,9391
+ 0,1203 41,2846 40,5716 + 0,0958
= 20,2233,
cujo nivel descritivo para uma qui-quadrado com 6 graus de liberdade ¢ dado
por P= 0,0025, indicando que o ajuste nao é adequado. Por outro lado,
se eliminando as observacoes #4 e #18, obtém-se C = 5,9374, que leva ao
nivel descritivo P= 0,4302. Portanto, as duas observacoes destacadas pelas

andlises de diagnostico téem grande influéncia na falta de ajuste detectada

pela estatistica C.

Preferéncia de consumidores

Para ilustrar uma terceira aplicagao com resposta bindria serd analisado parte

dos dados descritos no arquivo prefauto.txt sobre a preferéncia de consu-
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midores americanos com relagao a automoveis. Uma amostra aleatéria de
263 consumidores foi considerada. As seguintes variaveis foram observadas
para cada comprador: preferéncia do tipo de automével (1: americano, 0:
japonés), idade (em anos), sexo (0: masculino; 1: feminino) e estado civil
(0: casado, 1: solteiro). Para maiores detalhes ver Foster et al.(1998, pgs.
338-339). Na Tabela 3.15 tem-se a distribui¢ao da preferéncia do comprador

segundo o sexo e estado civil, respectivamente.

Tabela 3.15
Distribuicdo da preferéncia do comprador de
automovel sequndo o sexo e o estado civil.

Masculino  Feminino
Americano 61 (42,4%) 54 (45,4%)
Japonés 83 (57,6%) 65 (54,6%)
Total 144 119

Casado Solteiro
Americano 83 (48,8%) 32 (34,4%)
Japonés 87 (51,2%) 65 (65,6%)
Total 170 93

Pode-se notar que para ambos os sexos a maior preferéncia é por carro ja-
ponés. Dentre os casados ha pequena vantagem por carro japonés. Contudo,
essa preferéncia é bem mais acentuada entre os solteiros. Pelos boxplots da
Figura 3.3 nota-se que a idade mediana dos compradores de automovel ameri-
cano ¢ ligeiramente superior a idade mediana dos compradores de automovel
japonés. Denotando por Y; a preferéncia com relacao ao tipo do automovel
pelo i-ésimo comprador (1: americano, 0: japonés), supor inicialmente um

modelo logistico sem interagdo em que Y; ~ Be(m;) com

lo i = (1 + Peidade; 4+ [3sexo; + [ecivil;,
& 1—m

sendo 7; a probabilidade do i-ésimo comprador preferir automdével americano.
Aplicando o método AIC a varidvel sexo é retirada do modelo. As estimativas

dos parametros do modelo final sem interacao sao descritas na Tabela 3.16.
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Figura 3.3: Boxplots da idade dos compradores de automoveis japonés e
americano.

Assim, a probabilidade ajustada de preferéncia por automével americano

fica expressa na forma

exp(—1,600 + 0,050 x Idade — 0,526 x ECivil)
1 + exp(—1, 600 + 0,050 x Idade — 0,526 x ECivil)’

T =

que é descrita na Figura 3.4 segundo a idade e o estado civil do comprador.

Tabela 3.16
Estimativas dos parametros referentes
ao modelo logistico ajustado aos dados
sobre preferéncia de compradores.

Efeito Estimativa E/E.Padrao
Constante -1,600 -2,31
Idade 0,049 2,30
E.Civil -0,526 21,94
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Figura 3.4: Probabilidade ajustada de preferéncia por caso americano se-
gundo a idade e oestado civil do comprador.

Nao foi significativa a inclus@ao no modelo da interagao entre a idade e o
estado civil do comprador. Assim, tem-se que a preferéncia por automédvel
americano aumenta com a idade do comprador. Com relagao ao estado civil
nota-se que os casados preferem mais carro americano do que os solteiros.
Essa razao de chances (entre casados e solteiros) por carro americano pode
ser estimada por zﬁ = exp(0,526) = 1,69, enquanto uma estimativa intervalar

aproximada de 90% para a razao de chances fica dada por

P0526£1,65x0,272  _ ,0,526=0,449

— [1,080;2, 651][8, 0%:; 165, 1%].

Portanto, um comprador casado tem uma chance entre 8% e 165,1% maior
de preferir automovel americano em relagao a um comprador solteiro.
No grafico da distancia de Cook aproximada (Figura 3.5) a observagao

#99 (idade de 60 anos, solteira e prefere carro japonés) é destacada como
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Figura 3.5: Distancia de Cook referente ao modelo logistico ajustado aos
dados sobre preferéncia de consumidores.

possivelmente influente, enquanto pela Figura 3.6 nao hé indicios de afasta-
mentos importantes de suposicao de distribuicao binomial para a resposta.
Tem-se na Tabela 3.17 as estimativas dos parametros sem a observagao #99 e
pode-se notar que, embora ocorram algumas variagoes desproporcionais, nao
h& mudanca inferencial. Essa compradora tem perfil com relagao a idade de
ter preferéncia por carro americano, e isso pode levado a discrepancia com
relagao a distancia de Cook.
Tabela 3.17
Estimativas dos parametros referentes ao modelo

logistico ajustado aos dados sobre preferéncia
de consumidores sem a observacao #99.

Efeito Estimativa E/E.Padrdo Variacgao
Constante -1,942 -2,65 -21,4%
Tdade 0,060 265  22.4%
E.Civil -0,474 -1,72 9,9%
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Componente do Desvio

Quantil da N(0,1)

Figura 3.6: Gréfico normal de probabilidades para o residuo componente do
desvio referente ao modelo logistico ajustado aos dados sobre preferéncia de
consumidores.

3.7 Curva ROC

A Curva Caracteristica de Operagao do Receptor (vide, por excemplo Agresti,
2013), também conhecida como curva ROC, é um procedimento gréfico de
discriminacao de dados bindrios que varia conforme variam taxas de verda-
deiros positivos e falsos positivos. Assim, procura-se algum critério na curva
ROC que maximize a taxa de verdadeiros positivos e minimize a taxa de
falsos positivos.

Especificamente para regressao logistica, denotando por 7 a probabili-
dade ajustada de sucesso de um modelo selecionado, o ojetivo principal é
estabelecer algum critério para a probabilidade ajustada a fim de classificar
um novo individuo como sendo sucesso ou fracasso. E esperado que esse novo

indivio seja classificado como sendo sucesso a medida que 7 se aproxima de 1
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e como fracasso a medida que 7 se aproxima de 0. Assim, definindo um ponto
de corte para a probabilidade ajustada, pode-se construir para os dados da

amostra uma tabela similar a Tabela 3.18, com as seguintes defingoes:

e Acuréacia: proporcao de predicoes corretas

ACC = VP+VN'

e Sensibilidade: proporcao de verdadeiros positivos
SENS = &

VP+FN
1 - SENS: proporgao de falsos negativos.

e Especificidade: propor¢ao de verdadeiros negativos

ESPEC = 5w

1 - ESPEC: proporcao de falsos positivos.

Tabela 3.18
Tabela de classificacdo para dados bindrios.
Classificacao Classificacao Correta

pelo Modelo  Sucesso  Fracasso Total
Sucesso VP FP VP+FP
Fracasso FN VN FN+VN
Total VP+FN FP+VN n

A curva ROC para o exemple sobre preferéncia de consumidores é apresen-
tada na Figura 3.7 e como pode ser observado a area sob a curva é pequena,
dificultando encontrar um ponto de corte que corresponda a uma taxa de
verdadeiros positivos alta e a uma taxa de falsos positivos pequena. Ape-
nas, para ilustrar, supor ponto de corte de 0,44. Ou seja, classificar como
comprador de automével americano se a probabilidade ajustada 7 > 0,44 e
como comprador de automovel japonés se 7 < 0,44. A classificacao segundo
esse critério para a amostra do exemplo de preferéncia de consumidores é
descrita na Tabela 3.19 e nota-se taxas de acuracia, sensibilidade e especi-

ficidade, respectivamente, dadas por ACC = GSQJg??G >~ 0, 586(58,6%), SENS

244



= 22 2 0,591(59,1%) e ESPEC = 2% = 0,581(58,1%), que podem ser

consideradas baixas.

Proporcéo de Verdadeiros Positivos

T T T T T T
00 02 04 06 08 10

Proporgéo de Falsos Positivos

Figura 3.7: Curva ROC referente ao modelo logistico ajustado aos dados
sobre preferéncia de consumidores.

Tabela 3.19
Tabela de classificagao para o exemplo de
preferéncia de consumidores.
Classificagao Classificacao Correta
pelo Modelo  Americano Japonés Total

Americano 68 62 130
Japoneés 47 86 133
Total 115 148 263

3.8 Modelos de dose-resposta

O modelo logistico é frequentemente utilizado em Toxicologia no estudo do

comportamento de determinados medicamentos, que é medido pela probabi-
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lidade 7(x) de algum efeito produzido pelo medicamento em estudo, segundo
a dose (ou a log-dose) x aplicada. Essa probabilidade pode ser escrita pela

expressao geral
m(x) :/ f(u)du, (3.15)

em que f(u) representa uma fun¢do densidade de probabilidade, também
conhecida como fungao de tolerancia. Como visto na Secao 1.3.1, alguns
candidatos naturais para f(u) sao as fungoes de densidade da normal padrao,
da distribuicao logistica e da distribuigao do valor extremo, as quais levam aos
modelos probito, logistico e complementar log-log, respectivamente. Utiliza-
se o preditor linear n = 1 + oz no lugar de z em (3.15) a fim de ampliar o
leque de opgodes para 7(z).

Os modelos de dose-resposta visam nao somente a predicao da proba-
bilidade de sucesso m(x) para uma dosagem especifica x, mas também a
determinacao da dosagem necessaria para atingir uma probabilidade de su-
cesso p. Essa dosagem é chamada de dose letal. A notagao usual para uma

dose letal de 100p% ¢é dada por DLgg,. Logo,

p = 7(51 + B2DLigop), 0 <p < 1.

A dose letal mais comum em Toxicologia é a dose mediana (DLsp), embora
em certos casos sejam também de interesse doses extremas, tais como DLy
ou DLgg. Deve-se observar que hoje em dia modelos de dose-resposta sao
definidos em varias areas do conhecimento, em que a dose pode ser a idade,
0 peso, a resisténcia de um material, etc.

Supondo o modelo logistico com preditor linear n = 81+ f2x, a estimativa
de méxima verossimilhanca de DLyq, fica, pela propriedade de invariancia,
dada por

]51100;0 = d(B) = Ai {log (L) - Bl:| )
B I-p

2
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em que 3 ¢ a estimativa de maxima verossimilhanca de B = (31, 52)".
A variancia assintética de DLjgg, pode ser obtida apés uma aproximagao

de primeira ordem por série de Taylor de d(3) em torno de 3, conhecido

como método delta, levando ao seguinte resultado:

varA[I/)TJl(JOp] = D(/B)T(XTVX)AD(B)’

- 402 o (1))

Importante observar que (X' VX)~! contém as variancias e covariancia es-

em que

timadas de Bl e Bg. Portanto, um intervalo de confianga assintético de coe-

ficiente (1 — av) para DLjg, fica dado por

]51100;; + Z(1-a/2)\/ Var4[d(B3)).

3.8.1 Aplicagoes
Exposicao de besouros

Em Bliss (1935) (ver também Silva, 1992) encontra-se uma situacao tipica
para o ajuste de um modelo logistico de dose-resposta. O estudo baseia-se
no comportamento de besouros adultos a exposicao de disulfeto de carbono
gasoso (CS;) durante cinco horas. Os resultados obtidos a partir dos 481
besouros expostos segundo diferentes doses sao apresentados na Tabela 3.20
e no arquivo besouros.txt.

Ajustando um modelo logistico do tipo logit{m(x)} = 81 + fox aos dados,
em que x denota a dose de C'Sy, obtém-se as estimativas BAl = —60, 72(5, 18),
By = 34,27(2,91) e Cov(Bl,Bg) = —15,04. O desvio do modelo foi de
D(y; ) = 11,23 para 6 graus de liberdade, o que leva a um nivel descri-

tivo de P= 0,0815, indicando um ajuste razoavel. O grafico de envelope
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descrito na Figura 3.8 confirma essa falta de ajuste. Talvez a inclusao de um
termo quadratico ou mesmo o ajuste de um modelo logistico nao linear (ver

Silva, 1992) possam melhorar a qualidade do ajuste.

Tabela 3.20
Mortalidade de besouros expostos
a disulfeto de carbono gasoso.

Dose Besouros Besouros
log,, C'Sy expostos  mortos
1,6907 59 6
1,7242 60 13
1,7552 62 18
1,7842 56 28
1,8113 63 52
1,8369 59 53
1,8610 62 61
1,8839 60 60

Uma vez conhecida a covariancia assintotica entre 31 e 35, pode-se calcular
a variancia assintotica de DLgo, para alguns valores de p e consequentemente
os intervalos assintéticos de confianca. Em particular, para p = 0, 50, obtém-

se a dose letal estimada

~ 1 0,5 A
DL - = 1 ’ —
” 62 {Og(1_075) /Bl}

B 60,72
By, 34,27
= 1,772

Um intervalo de confianca assintético de 95% para DLsg fica entao dado por

-0, 029>

1,772 + 1 0,029, —0.052)T(XTVX)-1
77 ,96\/( 0,029, —0,052)T( ) (_0’052

= 1,772 £ 1,964/0,00001488

= [1,764;1,780).
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Figura 3.8: Grafico normal de probabilidades referente ao modelo logistico
ajustado aos dados sobre exposicao de besouros.

A Figura 3.9 descreve a curva ajustada e as frequéncias observadas. Como
pode-se observar os pontos abaixo de 7(x) = 0, 50 parecem mais mal ajusta-
dos do que os pontos com resposta estimada acima desse valor. Isso sugere
que um modelo binomial com ligacao assimétrica poderia levar a um ajuste
mais adequado. Uma opcao poderia ser o modelo binomial com ligagao com-
plemento log-log, que é assimétrico em torno de p = 0,50 e cuja parte sis-

tematica fica expressa na forma

log{—log(1 —m(x))} = B + o,

em que x denota a dose de C'S;. As estimativas paramétricas ficam dadas
por B = —39,57(3,24), s = 22,04(1,80) e Cov(By, B2) = —5,82. O desvio

do modelo caiu para D(y; 1) = 3,45 com 6 graus de liberdade, que leva a um

249



1.0

Porporcao de Mortos
0.4

0.2

1.65 1.70 1.75 1.80 1.85 1.90

dose

Figura 3.9: Modelo logistico ajustado a proporgao de besouros mortos.

nivel descritivo de P= 0,751. Logo, nao rejeita-se o modelo. O gréafico da
curva ajustada (Figura 3.10a) e o grafico normal de probabilidades (Figura

3.10b) confirmam essa indicagao de modelo bem ajustado.

Para o modelo com ligacao complemento log-log a estimativa de maxima

verossimilhanca de DL, fica dada por

ﬁJlOOp = d(B) = Bi [log{— log(1—p)} — Bl )

2

para a qual obtém-se a variancia assintética
Val"A[ﬁimOp] = D(B)"(X"WX)"'D(B),

em que
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Figura 3.10: Curva ajustada para a propor¢ao de besouros mortos (a) e
grafico normal de probabilidades sob 0 modelo complementar log-log (b).

com W sendo uma matriz diagonal de pesos dados por w; = n;m; *(1 —
7;)log?(1 — ;) i = 1,...,8. Em particular, para p = 0,50, obtém-se
— 1 N
DLsy = = |log{~log(1—0.5)} = 3|
Do
1
= ——(—0,3665 + 39,57
22,04( ’ +39,57)
= 1,779.

Logo, um intervalo assint6tico de 95% para DLsq fica dado por

1,779 + 1, 96\/ (—0,0454, —0,0807) T (X TWX) -1 (

= 1,779 £+ 1,964/0,00001606

= [1,771;1,787).

—0, 0454
-0, 0807

Pode-se notar que as estimativas intervalares para DLsy sao praticamente as

mesmas sob os dois modelos ajustados.
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Garotas de Varsovia

Os problemas de dose-resposta nao se esgotam em Toxicologia. Milecer e
Szczotka (1966) investigam a idade do inicio da menstruagao em 3918 ga-
rotas de Varsévia. Para 25 médias de idade foram observadas a ocorréncia
(Y = 1) ou ndo (Y = 0) do inicio de perfiodos de menstruagao nas adoles-
centes. Os dados desse estudo sao apresentados na Tabela 3.21 e no arquivo
meninas.txt. Considere o modelo logistico linear

1og{1f<—7f(>@} — B + B,

em que w(x) = Pr{Y = 1|z} e = denota a idade média. As estimativas
de méxima verossimilhanca deram 3; = —21,23(0,769), By = 1,63(0,059)
e COV(Bl,BQ) = —0,045. Na Figura 3.11 sao apresentadas a curva ajustada
e as frequéncias observadas. O desvio do modelo foi de D(y; ) = 26,80
(23 graus de liberdade) para um nivel descritivo de P= 0,264, indicando um
ajuste adequado.

A estimativa da idade mediana de inicio do periodo de menstruacao fica
portanto dada por

—~ 21,23

DLy = — =13,02
50 1,63 ) 9

com o seguinte intervalo assintético de confianca de 95%:
13,02 4+ 1,964/0,004524 = [12,89; 13, 15].

Pelo grafico de envelope descrito na Figura 3.12a nota-se que os residuos
apresentam uma tendéncia sistematica dentro do envelope gerado, sugerindo
a inclusao de um termo quadratico na parte sitematica do modelo. O ajuste

de um modelo com parte sistematica dada por

n(z) = p1 + fox + B32°
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forneceu as seguintes estimativas: 5 = —30, 96(5,24), By = 3, 12(0,78) e

~

B3 = —0,06(0,03) com desvio D(y,; ft) = 23,40 (22 graus de liberdade) para
um nivel descritivo de P= 0,38. O grafico de envelope descrito na Figura

3.12b confirma a adequagao do modelo com termo quadratico.

Tabela 3.21
Ocorréncia do inicio da menstruacao em garotas de Varsovia.

Numero de garotas Numero de garotas

Idade Menstruadas Entrevistadas Idade Menstruadas Entrevistadas
9,21 0 376 13,08 47 99
10,21 0 200 13,33 67 106
10,58 0 93 13,58 81 105
10,83 2 120 13,83 88 117
11,08 2 90 14,08 79 98
11,33 5 88 14,33 90 97
11,58 10 105 14,58 113 120
11,83 17 111 14,83 95 102
12,08 16 100 15,08 117 122
12,33 29 93 15,33 107 111
12,58 39 100 15,58 92 94
12,83 51 108 15,83 112 114
17,53 1049 1049

Stukel (1988) (ver também Silva, 1992) mostra que o uso de um modelo
logistico nao linear pode melhorar substancialmente a qualidade do ajuste

dos modelos de dose-resposta apresentados nesta secao.

3.8.2 Estimacao da dose letal

Intervalos de confianca aproximados para a dose letal DL, podem ser cons-

truidos utilizando a variancia assintética para DLjgg,, conforme descrito na
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Figura 3.11: Curva ajustada pelo modelo logistico linear para a proporgao
de garotas de Varsdvia.

secao anterior. Ha, contudo, um outro método que é baseado no teorema de

Fieller (1954) e serd descrito a seguir.

Bo
B1’

assumido que essas estimativas sao normalmente distribuidas com médias S,

Denote por p = em que [y e [ sao estimados por Bo e Bl, sendo

e (1, variancias vgg e vy € covariancia vg;. Defina a funcao ¢ = By — pfi.
Entao, se f e 1 sao estimativas nao viesadas de 3y e 1, obtém-se E(¢)) = 0.

A variancia de 1& fica, portanto, dada por
v = Var(¥) = voo + p*v11 — 2pv01. (3.16)

Desde que fy e 5 sao normalmente distribuidos, entao 1) também é normal-

mente distribuido. Consequentemente, a variavel
(Bo = pBr)/ Vv
segue distribuicao normal padrao. Assim, um intervalo assintético de con-
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fianca para p com coeficiente (1 — «) é formado pelos valores de p tais que

| BO - 1051 |§ Z(1_a/g)\/5.
Os limites desse intervalo de confianca saem da equacao quadratica
B2+ p*B7 — 2pBofr — 2yt =0,
que, apds algumas manipulagoes algébricas e usando (3.16), fica dada por

(B - Z0ay2)011)P” + (200120 a2 — 26051)p + 3 — V0020 —ay2) = 0,

em que z(1—q/2) denota o quantil (1 — «/2) da distribuicao normal padrao.
Portanto, as raizes da equacgao acima formam os limites inferior e superior

do intervalo de confianca para p. Por exemplo, basta chamar p = —g—; e apli-

car os resultados acima para encontrar um intervalo assintético de coeficiente

(1 — o) para a dose letal mediana DLsy.

3.8.3 Modelos de retas paralelas

Modelos de retas paralelas sao comumente aplicados na area de Farmacolo-
gia para a comparacao da eficiéencia de drogas do mesmo tipo, ou seja, com
acao similar (ver, por exemplo, Finney, 1971; Collett, 1991). Nesses estudos,
o interesse principal é comparar as poténcias entre as drogas definindo uma
droga particular como nivel base ou droga padrao. Para aplicar esses mo-
delos em experimentos com respostas bindrias ¢ assumido que Yj, o efeito
produzido pela j-ésima dose correspondente a i-ésima droga no k-ésimo in-
dividuo, + = 1,...,9, j = 1,...,d; e k = 1,...,n,j, segue distribuigao de

Bernoulli com probabilidade de sucesso 7;; definida tal que
g(ﬂij) = + ﬁlog:z:ij, (317)
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Figura 3.12: Gréficos normais de probabilidades para os modelos logistico
com componente sistemadtica linear (a) e nao linear (b) ajustados aos dados
sobre garotas de Varsovia.

e que as varidveis Yj;;’s sao mutuamente independentes. Considerando a
primeira droga como padrao, a poténcia p; da i-ésima droga com relagao a

primeira é definida por
log(pi) = (a; — a1)/B,
1=1,...,¢9. Essa suposicao leva a seguinte relacao:
9(mi;) = on + Blog(piziy),
isto é, x unidades da droga i tém o mesmo efeito que p;x unidades da primeira
droga.
Aplicacao

A Tabela 3.22 resume os resultados de um experimento (ver Collett, 1991)

em que trés inseticidas sao aplicados num determinado tipo de inseto e é
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verificado o nimero de sobreviventes para cada dose aplicada. Esses dados

estao também descritos no arquivo insetic.txt.

Tabela 3.22
Mortalidade de insetos sequndo as doses de trés inseticidas.
Dose mg/cm?
Inseticida 2,00 264 348 459 6,06 8,00
DDT 3/50 5/49 19/47 19/50 24/49 35/50
~-BHC 2/50 14/49 20/50 27/50 41/50 40/50
DDT + -BHC 28/50 37/50 46/50 48/50 48/50 50/50

Ajustando o modelo (3.17) com ligacao logito aos dados, obtém-se as
estimativas &; = —4,555(0,361), ay = —3,842(0, 333), a3 = —1,425(0, 285)
e =2, 696(0,214), com desvio dado por D(y; fx) = 21,282, para 14 graus
de liberdade, P= 0,0946. Isso quer dizer que o ajuste do modelo de retas

paralelas parece ser razoavel.

Tem-se, portanto, os seguintes ajustes para as trés drogas:

()
1 ————— 5> = —4,555+2,6961 ) (DDT);
Og{l—ﬁ'l(l‘j)} 3 + 2 og(z;) ( )i

()
1 —— 5> = —3,842+2,6961 ; —BHC
Og{l—fm(xj)} ’ + 2 og(z;) (v ) e

73 () _
logd ———— % = —1,425+2,696log(x;) (DDT +~y—BHC),

1 — @3(x;)
paraj = 1,...,6. Nota-se, pelas estimativas, que ha um aumento de poténcia

quando as drogas DDT e v-BHC sao misturadas. Em particular, a poténcia
da mistura com relacao as drogas DDT e +-BHC ¢é estimada, respectiva-
mente, por p; = exp{(—1,425+4,555)/2,696} = 3,19 e py = exp{(—1,425+
3,842)/2,696} = 2,45.
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Figura 3.13: Grafico normal de probabilidades para o modelo logistico de
retas paralelas ajustado aos dados sobre trés tipos de inseticida.

Pelo grafico normal de probabilidades (Figura 3.13), nota-se que todos
os residuos caem dentro do envelope gerado. No entanto, parece haver uma
tendéncia no grafico, uma vez que os residuos negativos apresentam-se ligei-
ramente abaixo da média enquanto os residuos positivos apresentam-se ligei-
ramente acima. Isso pode ser um indicio de sobredispersao, isto é, que as
réplicas (para cada dose e cada inseticida) nao sao totalmente independentes.
Em Collett (1991, Cap. 6) ha uma discussao sobre o assunto. Apresenta-se

a seguir uma abordagem para esse tipo de problema.

3.9 Sobredispersao

Sobredispersao ou variagao extrabinomial é um fenomeno comum que ocorre
na modelagem de dados binarios agrupados e cuja ocorréncia é caracterizada

quando a variacao observada excede aquela assumida pelo modelo (ver, por
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exemplo, Hinde e Demétrio, 1998). Em particular em regressao logistica,
quando o desvio D(y; ft) é maior do que o nimero de graus de liberdade
(9 — p), pode haver indicios de sobredispersao, em que g é o niumero de
grupos. Isso pode ser avaliado mais precisamente pelo nivel descritivo do
teste de ajustamento comparando D(y; ) com os quantis da distribuigao
qui-quadrado com (g — p) graus de liberdade.

Diferentes circunstancias, entretanto, podem causar um valor alto para
o desvio. Algumas delas representam uma sobredispersao aparente. Por
exemplo, alguns pontos aberrantes podem aumentar substancialmente o valor
do desvio e a simples eliminacao desses pontos pode reduzir as evidéncias de
sobredispersao. Outra causa aparente de sobredispersao é a auséncia de
algum termo extra na parte sistematica do modelo. Medidas de diagnéstico
sao ferramentas importantes para detectar o fenomeno. Em sintese, ha duas
possiveis causas de sobredispersao: correlacao entre as réplicas bindrias ou
variacao entre as probabilidades de sucesso de um mesmo grupo. Do ponto
de vista pratico é dificil distinguir entre os dois casos. Contudo, como sera
descrito a seguir, os procedimentos estatisticos para tratar a sobredispersao

podem Ser OS 1mMesInos.

3.9.1 Casol

Supor inicialmente a existéncia de g grupos de modo que para o i-ésimo
grupo sejam observadas n; repeticoes de uma varidvel aleatéria Y;; ~ Be(;)
(Bernoulli com probabilidade de sucesso 7;). O nimero total de sucessos no

1-ésimo grupo sera definido por

Yo=Y+ o+ Vi
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Segue que E(Y;;) = m e Var(Y;;) = m(1 — 7). Supor adicionalmente a
existéncia de correlagao entre as repeticoes do i-ésimo grupo. Logo,
Var(Y;) = Y " Var(Y;j) + > Y Cov(Yy, Vi)
j=1 J=1 k=1,k#j
Se essa correlacdo é constante, Corr(Y;;,Yix) = d para j # k, entdo tem-se

que Cov(Y;,Yiy) = 6m;(1 — ;). Dai obtém-se

Var(;)) = Y m(l—-m)+> > om(l—m)
j=1 =1 k=1,k#j

= nﬂl’l(l — 71'1') + nl(nz — 1)(571'1(1 — 7Ti)

= oinm(l—m),

em que 02 =1+ (n; — 1)d. Se é exigido que o? > 0, entdo deve-se ter
que implica em § > —1/(n; — 1). Portanto, haverd a restri¢ao

<6< 1

Assim, § assumira valores negativos apenas para n; pequeno. Caso contrario,
) assumira valores em geral positivos. Logo, tem-se em geral Var(Y;) >

n;m;(1 — ;) (sobredispersao).

3.9.2 Caso Il

Supor agora que p; representa a probabilidade de sucesso nas respostas do
i-ésimo grupo tal que E(p;) = m; e Var(p;) = dm(1 —m;), 6 > 0. Tem-se
portanto um modelo de efeito aleatério, que reduz ao modelo usual de efeito
fixo fazendo 6 = 0. Assumindo ainda que Y;;|p; ~ Be(p;) de onde segue que
E(Y;;|pi) = pi e Var(Y;;|p;) = pi(1 — p;). Dal obtém-se

E(Y:) = BE{E(Yilpi)} = nim;
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Var(Y;) = E{Var(Y;|p;)} + Var{E(Yi|p:)}
= nzﬂ'z(l — Wz)(l — 5) + n22(57T1(1 — 7Ti>
= nym(l —m){1l+ (n; — 1)d},

que coincidem com os resultados obtidos para o primeiro caso. No entanto

aqui tem-se a restrigao 6 > 0.

3.9.3 Estimacao

A estimacao de 0 tem sido discutida em varios contextos. No primeiro caso,

por exemplo, & pode ser consistentemente estimado por

0= Z > ipip, /(N = p), (3.18)

i=1 /<l

em que 7p, = (yi — 7;)//7i(l —7;) é o residuo de Pearson estimado,

=139 ' ni(ni — 1) e @; é a estimativa de méaxima verossimilhanca de
m; supondo 6 = 0. Contudo, deve-se estimar 3 e ¢ simultaneamente através
de um processo iterativo. Uma proposta é o uso de equacoes de estimacao
generalizadas (Liang e Zeger, 1986) as quais serao discutidas no Capitulo 5.

As novas estimativas, denotadas por BG ed , saem do sistema de equacoes
Z{H n; —1)0} "'x(y; — ni;) = 0.

Dada uma estimativa inicial para d, que pode ser ¢, tem-se o seguinte processo

iterativo para obter B
g g
B = B " w™xix Y ™ xilys — ™) mgm™ (1= 7™},
i=1 i=1
(3.19)
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m=0,1,2..., em que w; = n;m;(1—m;)/{1+ (n; —1)0}. O processo iterativo
(3.19) é alternado com (3.18) até chegar a convergéncia. Pode-se mostrar
que o estimador BG é consistente e assintoticamente normal. A variancia

assintotica de B é dada por
N g
Var(B¢) = {Z wixix) .
i=1

H&a também uma proposta de variancia assintética robusta no caso da estru-

tura de correlacao ter sido definida incorretamente, que é dada por
g g g
; Ty-1 T Ty-1
Var(B;) =1 5 wixiX; + g vixix; H g wix;X; } 7,
i=1 =1 i=1

em que v; = {14 (n; — 1)0} 7237, 4 (yie — ;) (yier — 7). Um desvio corrigido
para esse modelo fica dado por

g

D(y; fic) = » {1+ (n; — 1)d}d7,

i=1
em que d? é o i-ésimo componente do desvio de um modelo binomial, avaliado
em Bg.

A seguir sao descritos procedimentos para resolver (3.19) no R. Inicial-
mente é definida uma funcdo corpearson para obter (3.18). Denota-se os
vetores (yi/ni1,...,Ys/ng) ", (Y1,-..,9,)" € (n1,...,n,)" por fr, yt e nt,
respectivamente, e o numero de parametros por npar. A fungao é definida
por

corpearson = function(fr, yt, nt, npar) {

ntl = 0.5*%sum(nt*(nt-1))

suml = (0.5*ytx(yt-1) - frx(nt-1)*yt +

0.5xfr*xfr*nt*(nt-1))/(fr*x(1-fr))

suml = sum(suml)
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rho = suml/(ntl-npar)

rho }.
Supor que ha duas varidveis explicativas representadas por x1 e x2 sem in-
tercepto e que os resultados do ajuste do modelo supondo independéncia
sejam colocados em fit.model. Em fit.gee sao armazenados os resultados
do processo iterativo dado em (3.19) e supor ainda 10 iteragoes. Seguem os
comandos

fit.model = glm(resp ~ x1 + x2 - 1, family=binomial)

eta = predict(fit.model)

fr = fitted(fit.model)
rr = corpearson(fr, yt, nt, npar)
i=1

while(i <= 10) {

fit.gee = glm(resp ~ x1 + x2 -1, family=binomial, start=
mu = exp(eta)/(1 + exp(eta)),

maxiter = 1,

weights = 1/(1 + (at - 1)*rr))

eta = predict(fit.gee)

fr = fitted(fit.gee)
rr = corpearson(fr, yt, nt, npar)
i=1i+1}.

A estimativa final da correlacao esta armazenada em rr. Para rodar os
programas descritos acima no R deve-se armazenar inicialmente a funcao
corpearson num arquivo externo, por exemplo denominado corr.s, e exe-
cutar o mesmo através do comando abaixo

source(‘‘corr.s’’).

Entao a fungdo corpearson estard instalada. Em seguida deve-se fazer o
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mesmo para ajustar o modelo colocando os demais comandos num arquivo
externo, por exemplo denominado super.s, fazendo o seguinte:

source(‘ ‘super.s’’).

3.9.4 Teste de auséncia de sobredispersao

Pode ser de interesse testar a hipotese de auséncia de sobredispersao Hy :
0 = 0 contra H; : 6 > 0. Como o conhecimento da distribuigao de Y;; é
mais complexo sob a hipdtese alternativa, dificultando a aplicacao de testes
tradicionais tais como razao de verossimilhancas, Wald e escore, a proposta
de aplicar um teste tipo escore que requer apenas o conhecimento dos dois
primeiros momentos de Y;; com a estatistica do teste sendo avaliada sob a
hip6tese nula (modelo binomial de respostas independentes) torna-se atra-
tivo. Uma estatistica do teste proposta por Paula e Artes (2000) é expressa

na forma assume a forma

g v
§s = iz Mi

Vo M

em que M, = > v<v TP,Tp, de modo que Hy seja rejeitada quando &g >
2(1—a)- Pode-se mostrar que essa estatistica corresponde a forma padronizada
(sob Hg) de 4. Para calcular &g tem-se a funcao abaixo em que fr denota os
valores ajustados sob a hipdtese nula.

escore = function(fr,yt,nt) {

suml = (0.5*ytx(yt-1) - frx(nt-1)*yt +

0.5xfr*xfr*nt*(nt-1))/(fr*x(1-fr))

sum? sum(suml*suml)

suml = sum(suml)
escore = suml/sqrt(sum2)

escore }.
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3.9.5 Modelo beta-binomial

Uma outra possibilidade para estudar o fendomeno de sobredispersao é através
do uso do modelo beta-binomial, em que variaveis aleatérias Y e Z sao defi-
nidas tais que

Y|z ~B(n,z) e Z ~ Beta(u, o),

com 0 < z,u < 1eo > 0. Entao, apés algumas manipulagoes algébricas,

pode-se mostrar que a distribuicao marginal de Y é dada por
Y ~BB(n,pu,0), y=0,1,...,n,

com E(Y) = nu e Var(Y) = nu(l — p){1 + (n — 1)o?}. Ou seja, tem-se a
distribuicao beta-binomial com mesmo dominio e mesma média da binomia,
contudo com variancia maior do que a variancia da binomial. A distribuicao
beta-binomial nao pertene a familia exponencial, contudo pode ser ajustada
através da biblioteca GAMLSS (Stasinopoulos et al., 2017) e pode contemplar
os dois tipos de situagoes descritos na Secao 1.9 que geram sobredispersao

com dados binérios.

3.9.6 Quase-verossimilhanca

Pode-se ainda supor 0? = ¢! e estimar ¢ consistentemente dos dados ou
do modelo ajustado substituindo a estimativa obtida nas quantidades que
envolvem ¢. Quando n; é grande, Vi, pode-se estimar ¢ diretamente do
desvio
51— D(y: )
g—>p
No caso de n; pequeno, para algum i, recomenda-se a estimativa abaixo




em que p denota o nimero de parametros da parte sistematica do modelo
e 7i,...,7y sao as probabilidades ajustadas nos g grupos. Sob a hipdtese
de que o modelo é verdadeiro, essa estimativa é também consistente para ¢.
Essa opcao é um caso particular de modelos de quase-verossimilhanca que

serao discutidos no Capitulo 5.
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Figura 3.14: Gréfico normal de probabilidades para o residuo corrigido para
o modelo logistico de retas paralelas ajustado aos dados sobre trés tipos de
inseticida.

No exemplo da secao anterior, envolvendo a comparacao de trés inseti-
cidas, tem-se um total de 18 grupos com probabilidades ajustadas 7;(z;),
1=1,2,3ej=1,...,6. Como n; = 50 para a maioria dos grupos, pode-se

estimar ¢ consistentemente através de

-, D(y;fr) 21,282
g

-1 = = =1.52.
¢ — 1 ,
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Algumas quantidades que envolvem ¢ deverao ser corrigidas,
Var(B) = ¢~ (XTVX) ™" e D*(y; f2) = 6D(y: /1)

com tp = \/;tpi. O novo gréfico normal de probabilidades, agora com ¢, ,
¢é apresentado na Figura 3.14 e nao apresenta indicios de afastamentos sérios
das suposicoes feitas para o modelo. E importante observar que o novo
residuo ¢}, nao corresponde ao componente do desvio de nenhum modelo
particular. Nos modelos de quase-verossimilhanga a distribuicao da resposta
é em geral desconhecida e o uso de D*(y; ) deve ser encarado de forma

descritiva.

3.9.7 Aplicacao

Collett (1991, Segao 6.9) descreve um experimento com duas espécies de
rotifers, um tipo microscopico de invertebrado aquatico. O objetivo do ex-
perimento é determinar a densidade relativa para cada uma das espécies.
Foi utilizado um método indireto que consiste em centrifugar os animais em
recipientes com densidades relativas de uma determinada substancia e entao
utilizar uma regressao logistica para ajustar a proporcao de rotifers que per-
manecem suspensos segundo a densidade relativa. A densidade relativa de
cada espécie pode ser estimada pela DLsy, que nesse caso representa a den-
sidade relativa da substancia que deixa suspenso 50% de rotifers.

Seja Y;; o nimero de animais da i-ésima espécie que permanecem sus-
pensos num recipiente com densidade relativa d; da solucao, onde foram
colocados n;; rotifers. E assumido inicialmente que Yij ~ B(nj,mj), i =1,2

ej=1,...,20, em que
ﬂ',.
Og{l—mj} a; + Bid,;
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Na Tabela 3.21 e no arquivo rotifers.txt sao apresentados para cada espécie
a densidade relativa da substancia, o nimero de rotifers expostos e o niimero
de rotifers em suspensao. Para a espécie Polyathra as estimativas de maxima
verossimilhanca sao dadas por &; = —109,72(5,22) e B = 105, 67(5,02),
enquanto que para a espécie Keratella obtém-se &y = —114,35(4,03) e Bg =

108, 75(3, 86).

Tabela 3.21
Distribuicao de rotifers das duas espécies.

Polyarthra major Keratella cochlearis

Densidade Suspensos Expostos Suspensos Expostos
1,019 11 58 13 161
1,020 7 86 14 248
1,021 10 76 30 234
1,030 19 83 10 283
1,030 9 56 14 129
1,030 21 73 35 161
1,031 13 29 26 167
1,040 34 44 32 286
1,040 10 31 22 117
1,041 36 56 23 162
1,048 20 27 7 42
1,049 54 59 22 48
1,050 20 22 9 49
1,050 9 14 34 160
1,060 14 17 71 74
1,061 10 22 25 45
1,063 64 66 94 101
1,070 68 86 63 68
1,070 488 492 178 190
1,070 88 89 154 154

Embora essas estimativas sejam altamente significativas, o desvio do mo-

delo D(y; fr) = 434,02 (36 graus de liberdade) indica para um ajuste inade-
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quado. O grafico normal de probabilidades descrito na Figura 3.15 confirma
a sobredispersao. Segundo Collett (1991, Cap. 6) a sobredispersao nos dados
pode ter sido causada por uma possivel ma distribuicao dos animais nos re-
cipientes, uma vez que rotifers mais jovens sao menos densos do que os mais
maduros. Collett (1991) propde um modelo logistico com efeito aleatdrio
para ajustar a proporcao de animais em suspensao e consegue uma reducao
substancial no valor do desvio. Alternativamente sera assumido o modelo
proposto na Secao 3.6.14, que com uma adaptacao de notagao corresponde a
assumir E(Y;;) = n;m; e Var(Yy;) = nyymi; (1 — m;){1 + (n;; — 1)}, em que

0 denota a correlagao intraunidade experimental.
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Figura 3.15: Grafico normal de probabilidades do modelo logistico ajustado
aos dados sobre rotifers.
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Figura 3.16: Grafico de residuos de Pearson contra os valores ajustados para
o modelo logistico de sobredispersao ajustado aos dados sobre rotifers.

Usando o processo iterativo dado na secao anterior obtém-se as novas
estimativas &; = —90,64(13,18), B, = 87, 22(12,66), ao = —117,25(14,91),
By = 111,45(14,21) e § = 0,0815. Pela Figura 3.16 nota-se que, exceto
a observacao #16 que corresponde a uma unidade experimental com baixa
propor¢ao de rotifers (10/22) para uma densidade alta, os demais residuos
permanecem no intervalo [-2,2] e nao apresentam nenhuma tendéncia sis-
tematica contra os valores ajustados.

A aplicagao da estatistica &g para testar Hy : 6 = 0 contra H; : 6 > 0
forneceu o valor {5 = 3, 126, com nivel descritivo P= 0, 0009, indicando forte-
mente pela rejeicao da hipétese nula. Portanto, ha indicios de sobredispersao

nos dados.
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3.10 Modelo logistico condicional

Em alguns estudos de caso e controle ou de seguimento o nimero de estra-
tos formados pode ser relativamente grande. Isso ocorre em particular nos
estudos emparelhados de caso e controle, em que a influéncia de fatores sus-
peitos de confundimento é controlada através de emparelhamentos de casos
com controles, segundo alguns niveis desses fatores. Para cada emparelha-
mento tem-se um estrato. Assim, se é adotado um modelo logistico linear,
além dos parametros correspondentes aos efeitos incluidos no modelo, tem-se
um parametro (intercepto) para cada estrato. Nos casos de estratos com
poucas observagoes, o numero de parametros pode ser da mesma ordem do
nimero total de observagoes, que pode levar a estimativas viesadas (ver Cox
e Hinkley, 1974, p. 292).

Como ilustracao, supor um estudo de caso e controle com k emparelha-
mentos do tipo 1:1 (1 caso por 1 controle) segundo os niveis de um fator
binério de exposi¢ao representado pela variavel X (X = 1 presenca da ex-
posicao, X = 0 auséncia da exposi¢ao). Denote por Y;(x) o resultado da
resposta para o individuo do i-ésimo estrato com X = z (Yj(z) = 1 caso,
Yi(xz) = 0 controle). Supor que Y;(z) ~ Be{m;(z)}, em que

log {%} = q; + P.
A razao de chances de ser caso entre o individuo exposto e o individuo nao
exposto no z-ésimo estrato fica dada por
o /1 =m()
mi(0)/{1 —mi(0)}

sendo, portanto, constante ao longo dos estratos.

= exp(B)

Para eliminar os parametros «;’s pode-se trabalhar com a distribuigao

condicional de Y;(1) dado Y;(1) + Y;(0) = m. Essa distribuicao foi discutida
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na Secao 3.2.3. A funcao de probabilidade pode ser expressa na forma

IR
S ()0

emque a=0,1em=0,1,2. E facil mostrar que f(al|0;¢) = f(a|2;9) =1,

flalm; )

havendo portanto informagcao a respeito de 1 somente nos estratos em que
Yi(1)+Y;(0) = 1. A funcéo de probabilidade nesse caso ¢ definida para a = 0

e a = 1, sendo as probabilidades dadas por

fO[L¢) =1/(1+ )

fQALY) =9 /(14 ).
Definindo para o i-ésimo estrato duas novas variaveis binarias Xi; e Xo;
representando, respectivamente, o nivel de exposicao do caso e do controle,

é possivel expressar as probabilidades condicinais na forma

exp(r1; — ;)3
all, - )
f( | d}) 1 + exp(xli — £I§'21>ﬁ
em que a = 0, 1. Assim, para k estratos, a funcao de verossimilhancga conjunta

condicional, que depende apenas de /3 e serd denotada por ¢(f), assume a

forma

B k: exp{(l'il - 3712)5}
é(,@) = Hi:1 1+ exp{(%l — -7712)6} .

Tem-se que a expressao acima coincide com a funcao de verossimilhanca

de uma regressao logistica com k sucessos em k ensaios, com uma unica
covariavel com valores observados z; = x;;1 — x4, © = 1,...,k, e passando
pela origem.

Generalizando para p covariaveis e supondo ainda emparelhamentos 1:1,

log{%} =o; +x' 3,

tem-se o modelo
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em que x = (x1,...,7,)", B = (B1,...,5,)" e m(x) = Pr{V; = 1|x},
i=1,..., k. Observando no i-ésimo estrato os valores x;; = (11, - - . ,:Bilp)T
para o caso e os valores X;5 = (o1, - - - ,:BiQP)T para o controle, a funcao de
verossimilhanga conjunta condicional assume a forma geral (ver, po exemplo,
Breslow e Day, 1980, p. 205; Hosmer e Lemeshow, 1989, Cap. 7)

B = H;?ZI expq (X1 — XiQ)T/g} .
T+ exp{(xi1 — xi2) ' B}

Logo, a estimacao de B pode ser feita através do ajuste de uma regressao

logistica com k sucessos em k ensaios, com valores observados das covaridveis
dados por z;; = xj1;— T, 1 =1,...,ke j=1,...,pe passando pela origem.
Deve-se observar que embora algumas quantidades da regressao logistica con-
dicional para estudos emparelhados do tipo 1:1 coincidam com as quantida-
des de uma regressao logistica nao condicional passando pela origem, tais
como estimativas dos parametros e erros padrao assintoticos, as distribuicoes
dos modelos sao diferentes. No primeiro caso tem-se o produto de hiper-
geométricas independentes, enquanto que no segundo caso tem-se o produto
de binomiais independentes. Isso pode refletir na obtencao de alguns resul-
tados, como por exemplo, geragao de envelope para o residuo componente do

desvio que usa a distribuicao da resposta no processo de geragao dos dados.

3.10.1 Técnicas de diagndstico

Moolgavkar et al.(1985) e Pregibon (1984) tém mostrado que a maioria das
técnicas usuais de diagnéstico do modelo logistico nao condicional podem ser
estendidas para o modelo logistico condicional. Como a variavel resposta no
modelo logistico condicional sempre assume o valor 1, o residuo componente

do desvio é sempre positivo, sendo dado por

V2| log 7|

tp, = 1ot

[ = Y

1 — Dy
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em que X

7y = —exp(zj,@)A e hi = (1 — 7))z (Z'VZ) 'z,

1+ exp(z] 3)

Os graficos de tp, e lAz“ contra os valores ajustados 7; podem revelar em-

parelhamentos discrepantes com algum tipo de influéncia nos resultados do
modelo.

De forma similar, a distancia de Cook no caso emparelhado fica dada por
T 2
LD; —Tp
em que
1—m
(1 — ;)

¢ o residuo de Pearson. Tem-se que 7p, assume sempre valores nao negativos.

P, —

O grafico de LD; contra os valores ajustados 7; pode revelar aqueles empare-
lhamentos com maior influéncia nas estimativas dos parametros. A geracao
de envelope, contudo, somente pode ser feita através do modelo logistico
condicional.

Para ilustrar o ajuste no R, supor um estudo com k = 20 emparelhamentos
do tipo 1:1 e que foram observados os valores de duas covariaveis V1 e V2.
Os valores observados dos casos serao armazenados nos objetos vil e vi2 e
os valores observados dos controles nos objetos v21 e v22. O ajuste segue os
seguintes passos:

resp < rep(l, times=20)

zl < vil - v21

z2 < v12 - v22

fit.cond < glm(resp ~ z1+z2 - 1, family=binomial).

Pode-se analisar fit.cond em geral da mesma forma que é analisada a saida

de um modelo logistico linear. Por exemplo, as estimativas e os erros padrao,
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como foi mostrado acima, coincidem com as estimativas e os erros padrao

obtidos pelo modelo logistico condicional.

3.10.2 Aplicacao

Como aplicacao sera discutido a seguir um estudo cujo objetivo foi avaliar o
efeito da obesidade, do historico familiar e de atividades fisicas no desenvolvi-
mento de diabetes nao dependente de insulina. 30 individuos nao diabéticos
foram emparelhados com 30 individuos diabéticos nao dependentes de insu-
lina pela idade e pelo sexo. A obesidade foi medida através do indice de
massa coporal (IMC), que é definida como sendo o peso (em kg) dividido
pela altura (em metros quadrados). O histérico familiar com diabetes (HF)
e as atividades fisicas (ATF) foram tratadas como sendo varidveis bindrias
(HF=1 presenga, HF=0 auséncia; ATF=1 presenga, ATF=0 auséncia). Os
dados sao descritos em Lee (1991, p. 312) e reproduzidos na Tabela 3.22 e
estao também no arquivo diabetes.txt. Denotaremos por x;11, x;12 € i3,
respectivamente, o valor da massa corporal (IMC), histérico familiar (HF) e
atividades fisicas (ATF) para o i-ésimo individuo diabético e por x;o1, 20
e x;93 0s valores dessas varidveis para o i-ésimo individuo nao diabético. A
funcao de verossimilhanca do modelo logistico condicional serd dada por

1130 exp (21 B1 + zi2f + 2i3P3) }
HB) = Iizy { 1+ exp(zi1f1 + zi2f2 + zisfB3) )

eI que Zj1 = Ti11 — 421, 22 = Tz — T2 € 23 = Li13 — Li23-

As estimativas de maxima verossimilhanga (erro padrao aproximado) sao
dadas por 3, = 0, 090(0, 065), By = 0, 968(0, 588) e By = —0, 563(0, 541),
cujos niveis descritivos sao, respectivamente, dados por 0, 166, 0,099 e 0, 298,

indicando indicios de efeito significativo apenas para o historico familiar.
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Tabela 3.22
Emparelhamento de 30 diabéticos nao
dependentes de insulina (casos) e 30

nao diabéticos (controles).

Casos Controles
Par IMC HF ATF IMC HF ATF
1 221 1 1 26,7 0 1
2 31,3 0 0 244 0 1
3 338 1 0 294 0 0
4 33,7 1 1 26,0 O 0
5 231 1 1 242 1 0
6 268 1 0 297 0 0
7T 323 1 0 302 0 1
8 314 1 0 234 0 1
9 376 1 0 424 0 0
10 324 1 0 25,8 0 0
11 291 0 1 39,8 0 1
12 286 0 1 316 0 0
13 359 0 0 218 1 1
14 304 O 0 242 0 1
15 398 0 0 27,8 1 1
16 433 1 0 375 1 1
17 325 0 0 279 1 1
18 287 0 1 253 1 0
19 303 0 0 31,3 0 1
20 325 1 0 345 1 1
21 325 1 0 254 0 1
22 216 1 1 270 1 1
23 244 0 1 31,1 0 0
24 46,7 1 0 273 0 1
25 286 1 1 240 0 0
26 297 0 0 33,56 0 0
27 296 O 1 20,7 0 0
28 228 0 0 292 1 1
29 34,8 1 0 3000 0 1
30 373 1 0 26,5 0 0
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Figura 3.17: Graficos de diagnodstico para o modelo logistico condicional
aplicado aos dados sobre diabetes.

Na Figura 3.17 sao apresentados alguns graficos de diagnéstico em que
pode-se notar destaque para as observacoes #18 e #28 como possivelmente
influentes nas estimativas dos parametros. A eliminacao do emparelhamento
#18 nao muda os resultados inferenciais embora aumente a significancia do
histérico familiar. J& a eliminacao do emparelhamento #28 muda os resul-
tados inferenciais uma vez que o indice de massa corporal passa a ser signifi-
cante ao nivel de 10%. Nesse emparelhamento o controle tem histérico fami-
liar e atividade fisica enquanto o caso nao apresenta as duas caracteristicas.

Além disso, o caso tem um indice de massa corporal menor do que o controle.

3.10.3 Emparelhamento 1:M

Para emparelhamentos do tipo 1:M (M > 2) e k estratos a fungao de veros-

similhanga (ver, por exemplo, Breslow e Day, 1980) para B = (f1,...,08,)"
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fica dada por
M
U(B) = I {exp(x8)/ Y exp(x;8)} (3.20)
=0

cujo logaritmo assume a forma

k

L(B) =log£(B) = Y [x;,8 —log{> _exp(x;,8)}], (3.21)
=0

i=1

em que X;0 = (Zio1,- - - ,xiop)T denota os valores observados para o caso e

Xit = (Tip, ..., Tip) | denota os valores observados para o (-ésimo controle.
A fungao de verossimilhanga (3.21) coincide com a fungao de verossimi-

lhanga do modelo de regressao de Cox (Cox, 1972; Cox e Oakes, 1974) quando

nao hé ocorréncia de empates. Isso permite que os modelos logisticos con-

dicionais para emparelhamentos 1:M (M > 2) sejam ajustados através de

programas desenvolvidos para o modelo de Cox.

3.11 Exercicios

1. Supor a seguinte tabela de contingéncia 2 x 2:

Fator

Doenca A B
D Y1 Y2

D Y3 Ya

n

e que a amostragem foi realizada segundo distribui¢ao multinomial, isto
é, a funcao de probabilidade de Y = (Y71, Y5,Y3,Y,) " é dada por
P(Y = ) LW91W927T937T94
yilyalyslysl t 2 T Y

com y = (y1,2,Ys,¥a) 5 Yoty %i =1, 0<m < Le Y. m =1 Sabe-
se que E(Y;) = nm;, Var(V;) = nm;(1 — ;) e cov(Y;, Y;) = —nmm;, para
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i # j. Mostre que as estimativas de maxima verossimilhanga sao dadas
por 7t; = £.4 = 1,2,3,4, com E(#;) = m;, variancias e covariancias

s

i para i # j.

Var(7;) = @ e cov(7;, ;) = —

. A razao de chances sob amostragem multinomial é definida por ¢ =

w174/ moms. Considere log(1)) e mostre, usando o método delta, que a
variancia assintotica de log(@ fica dada por Var{log({b\)} = [1/nm +
1/nmy + 1/nms + 1/nmy). Lembre que a variancia assintdtica pode ser

obtida através da expressao

Var(og@)} = | 220] var() [2o0]

o

o

em que m = (my, T, 73, m4) e Var(s) denota a matriz de variancias e
covariancias assintoticas de 7. Neste caso as variancias e covariancias

assintoticas sao as mesmas obtidas em (1).

. A tabela abaixo resume um estudo de caso e controle em que foram con-
siderados como casos 200 homens adultos diagnosticados com cancer de
esofago num hospital de uma determinada comunidade. Os controles
foram uma amostra de 775 homens adultos escolhidos aleatoriamente
da lista de eleitores da comunidade. Esses dois grupos foram classifica-
dos segundo os niveis alto (mais de 80g/dia) e baixo (até 80g/dia) do

fator exposicao ao alcool.

Alto Baixo Total

Caso 96 104 200
Controle 109 666 775
Total 205 770 975

Verifique, através de um teste apropriado, se ha associacao entre o fator

de exposicao e a doenca. Encontre uma estimativa intervalar de 95%
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para a razao de chances. Indique as suposicoes utilizadas e interprete

os resultados.

4. Considere a tabela 2 x 2 descrita abaixo.

Fator
Doenca A B Total
D 3 7 10
D 6 9 15
Total 9 16 25

Aplicar o teste exato de Fisher para testar Hy : ¢ = 1 contra H; :
1 # 1. Obter inicialmente as probabilidades condicionais usando a
distribuicao hipergeométrica central correspondente. Comparar com o

teste assintdtico.

5. Os dados abaixo sao provenientes de um estudo de seguimento cujo
objetivo foi avaliar a associagao de duas técnicas cirirgicas, A e B, e

a ocorréncia de problemas graves pds-operatérios segundo duas faixas
de idade.

Faixa I Faixa II
Problema A B A B
Sim 6 7 7T 4
Nao 14 23 9 12

Obter estimativa intervalar de 95% para a razao de chances em cada
estrato. Teste a hipotese de homogeneidade das razoes de chances. Se a
hip6tese nula nao for rejeitada ao nivel de 5%, aplicar o teste de Mantel-
Haenszel (com e sem corre¢ao para continuidade) para testar auséncia
de associacao entre técnica cirirgica e ocorréncia de problemas graves

pos-operatoérios.
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6. (Day e Byar, 1979). Suponha Y;; ~ B(n;;, 7;;) mutuamente indepen-

dentes, 7, j = 1,2 com as probabilidades m;; sendo definidas por

log i =a; —A e log T2 =a; + A
1— 1 1— T2

Interprete aq, as e A. Mostre que o teste de escore para testar Hy :

A = 0 contra H; : A # 0, coincide com o teste de Mantel-Hanszel
(X2,;) para testar Hy : ¢ = 1 contra Hy : ¢ # 1, em que ¢ =
7Ti2<1 — 71'1'1)/7'[‘2‘1(1 — 7Ti2), 2 = 1, 2.

7. Supor um modelo binomial quadratico de dose-resposta, em que Y; d
B(n;, m;), com g(m;) = a+ Bax; +y2?, i =1,..., k. Como fica expressa

a estimativa DLjgo,? E a variancia assintética de DLjgo,?

8. Supor um modelo binomial quadratico de dose-resposta, em que Y; xd
B(n;,m), com g(m;) = n; = o+ fw; +yx?, i = 1,... k. Assumir que
9?n/0x* < 0, Vz. Qual a solugao para dn/dz = 0?7 Denotando essa

solucao por zg, interprete e encontre uma estimativa intervalar para .

9. (Paula et al.;1988). Os conjuntos de dados apresentados nos arqui-
vos dosel.txt, dose2.txt e dose3.txt sao provenientes de um experi-
mento de dose-resposta conduzido para avaliar a influéncia dos extratos
vegetais “aquoso frio de folhas”, “aquoso frio de frutos”e de um extrato
quimico, respectivamente, na morte de um determinado tipo de cara-
mujo. Para cada conjunto, ajuste um modelo logistico linear simples e
um modelo complementar log-log linear simples. Para o melhor ajuste
(use envelopes como critério), encontre um intervalo assintético de 95%
para a dose letal DLjg, construa as bandas de confianca e verifique se

hé indicios de sobredispersao aplicando um teste apropriado.
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10.

11.

(Collett, 1991, p.127). Os dados abaixo sdo provenientes de um ex-
perimento desenvolvido para avaliar a germinagao de um determinado
tipo de semente segundo trés condigoes experimentais: nivel da tempe-
ratura (21°C, 42°C e 62°C'); nivel da umidade (baixo, médio e alto) e
temperatura da germinagao (11°C' e 21°C'). A tabela abaixo apresenta
o numero de sementes que germinaram apoés cinco dias para cada 100

sementes submetidas a cada condigao experimental.

Temperatura da Nivel da  Nivel da Temperatura

Germinacao Umidade 21°C' 42°C' 62°C
11°C baixo 98 96 62
11°C médio 94 79 3
11°C alto 92 41 1
21°C baixo 94 93 65
21°C médio 94 71 2
21°C alto 91 30 1

Assuma um modelo logistico para explicar o nimero de sementes que
germinaram. Aplique o método AIC para selecionar um modelo consi-
derando interagoes de 12 ordem. Interprete os resultados. Faga uma
andlise de residuos com o modelo selecionado. Esses dados estao des-

critos no arquivo sementes.txt.

Mostre que a variancia assintotica do estimador de méaxima verossimi-
lhanga nao condicional da razao de chances numa tabela 2 x 2 é dada

por

Vary (¢) = ¢ {mm(l —m) " nama (1 — m3) } .

Lembre que: sob condigoes gerais de regularidade, os estimadores de

maxima verossimilhanca sao assintoticamente normais e nao viesados
com variancia assintotica igual a inversa da matriz de informacao de

Fisher.
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12.

13.

14.

15.

A tabela abaixo descreve o resultado de um experimento em que varios
pacientes foram submetidos a um de quatro niveis de exposi¢ao de um
tratamento particular e foi observado, apds 12 meses, se o paciente foi

curado ou nao curado.

Nivel de Exposicao
Resultado El E2 E3 E4
Curado 20 16 12 5
Nao-Curado 80 &84 48 20

Seja Y; o numero de pacientes curados dentre os n; submetidos ao nivel
de exposigao Ei. Supor que Y; ~ B(n;, m;), i = 1,...,4. Assunir o nivel
E1 como nivel de referéncia e teste a hipétese de homogeneidade das

razoes de chances contra a alternativa de razoes de chances diferentes.

Sejam Y; e Y3 varidveis aleatdrias independentes tais que Y7 ~ B(nq, m)
e Yy ~ B(ng,m). Seja RR = 71 /75 o risco relativo. Aplique o método
delta para obter a variancia assintotica de RR. Desenvolva o teste da
Wald para testar Hy : RR = 1 contra H; : RR # 1. Qual a distribuigao

nula assintdtica do teste?

Sejam Y7, ...,Y, varidveis aleatérias mutuamente independentes tais
que Y; ~ B(m,m;), em que log{m;/(1 — m;)} = a. (i) Encontre a es-
timativa de maxima verossimilhanca de «. (ii) Calcule Var(&). (iii)
Como fica o teste da razao de verossimilhangas para testar Hy : @ = 0
versus Hy @ o # 07 Qual a distribuicao nula assintética da estatistica

do teste?

Supor Yj; nd Be(p;), 0 < py < 1, parai=1,2ej=1,2,...,7r, em que
arcsen(y/pi1) = a+ A e arcsen(y/f12) = @ — A. Como fica a matriz X?

Obter & e A e as respectivas variancias assintoticas, além de Cov(d, A).
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16.

17.

Obter a estatistica do teste de escore para testar Hy : A = 0 contra
H; : A # 0. Qual a distribuigao nula assintética da estatistica do teste?

Use o resultado: -Larcsen{u(z)} = ﬁ%'

(Lawless, 1982, p.389; Efron, 1988). Considere uma aplicagao de re-
gressao logistica em andlise de sobrevivéncia. Seja m;(t) a probabilidade
de um equipamento do tipo i falhar no intervalo I, = (t — 1, ] dado que
o mesmo nao falhou até o tempo t — 1. Seja Yj;; o nimero de falhas no
intervalo I; e seja ny o nimero de equipamentos que nao falharam até
o tempo ¢t — 1 no i-ésimo grupo. Assumir que Y;; ~ B(ny, m;(t)) e que
as falhas sao independentes. Ajustar um modelo logistico do tipo

log {1T—§ri>(t)} = a; + Bit + yit? (3.22)

ao seguinte conjunto de dados:

Tipo A TipoB Tipo C

Tempo ny Yy Mo Yor M3 Yz
1 42 4 50 6 48 11
2 33 3 44 11 37 10
3 3 3 32 10 27 12
4 31 5 22 8 15 8
5 26 6 12 6 6 4

Apresente o grafico com as curvas ajustadas e os valores observados.
Tente selecionar um submodelo apropriado. Verifique a adequacao do
modelo adotado através de graficos de residuos. Interprete os resulta-

dos. Os dados estao descritos no arquivo equipamentos.txt.

(Hosmer e Lemeshow, 1989, Cap.7). No arquivo matched.txt estdo os
dados de um estudo de caso-controle com emparelhamentos do tipo 1:1,

em que os casos foram mulheres com diagnéstico confirmado de tumor

284



18.

19.

benigno na mama e os controles de mulheres sadias diagnosticadas no
mesmo hospital e periodo dos casos. A varidvel de emparelhamento foi
a idade da paciente na época da entrevista AGMT. Escolha trés variaveis
do arquivo mencionado e verifique através de uma regressao logistica
condicional a associacao entre as variaveis escolhidas e o diagndstico
da doenca (sim=1, ndao=0) representado pela varidvel FNDX. Interprete
as estimativas dos parametros do modelo ajustado. Faca uma anéalise
de diagnédstico. Obsevacao: caso voce escolha alguma variavel com

observagoes perdidas, exclua das andlises as pacientes correspondentes.

Considere uma aplicacao de regressao logistica em transportes. Seja
m;(t) a probabilidade de um caminhao do tipo ¢ ser desativado durante
o ano t dado que o mesmo nao foi desativado durante o ano ¢t — 1.
Assuma que durante o ano t foram desativados y; caminhoes dentre
os n;; existentes no comeco do ano, ¢ = 1,2 et =1,...,k. Supor que

Y ~ B(ny,m(t)) e que sdo mutuamente independentes. Considere o

log{Lt)t)}:% e bg{”z_@}:wﬁ.

1 —m( 1 — mo(t)

modelo

O que significa testar Hy : § = 07 Qual é a matriz X do modelo?

Como fica Var(f)? Mostre que a estatistica do teste de escore para

testar Hy : # = 0 contra Hy : 8 # 0 pode ser expressa na forma

k 2k
o _ Yeha ytnltht(nt — yt)
SSR — {Z (y2t ny ) } / n? 5

t=1 t=1

em que n; = ny + Ng € Y = Yy + yor. Qual é a distribuicao nula

assintotica da estatistica do teste?
Sejam Y7,...,Y, variaveis aleatorias independentes tais que a fungao
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20.

de probabilidade de Y; seja dada por

()G, )
>imo () (L)wr

em que y; = 0, 1. Supor a parte sistemaética log(y;) = 5. (i) Encontre a

f(yi;wi) =

estimativa de maxima verossimilhanca de (; (ii) encontre a informagao
de Fisher para ; (iii) como fica o teste de escore para testar Hy : 5 =0
contra Hy : 8 # 07 Qual a distribuicao nula assintética da estatistica
do teste? (iv) Expresse o residuo r; = (y; — ju;)/+/Var(Y;) em funcio
de y; e B ; (v) Como vocé faria para gerar valores de Y; da distribuicao

dada acima?

(Agresti, 2013, p.408). Considere a tabela abaixo em que um grupo
de gestantes fumantes foi classificado segundo os fatores: idade (< 30
ou 30 ou +), numero de cigarros consumidos por dia (< 5 ou 5 ou +),
tempo de gestagao (< 260 dias ou > 260 dias) e a situagao da crianga

(sobreviveu ou nao sobreviveu).

Duracao da Sobrevivéncia

Idade No. de cigarros  Gestagao  Nao Sim
<30 <5 < 260 50 315
> 260 24 4012

o+ < 260 9 40

> 260 6 459

30+ <5 < 260 41 147
> 260 14 1594

o+ < 260 4 11

> 260 1 124

Ajustar um modelo logistico linear em que a resposta é a sobrevivéncia
da crianca (sim=1, ndo=0). Considere até interagoes de 1% ordem.

Verifique a adequagao do modelo e interprete os resultados através de
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estimativas intervalares para as razoes de chances. Esss dados estao

descritos no arquivo gestantes.txt.

21. (Agresti, 2013, p.205) Construir o logaritmo da fungao de verossimi-
lhanca de um modelo logistico log{n(z)/(1 — 7 (z))} = a+ Bz de duas
binomiais independentes, em que tem-se y, sucessos em ny ensaios para
x = 0 e y; sucessos em n; ensaios para r = 1. Mostre que a estimativa

de maxima verossimilhanga (3 coincide com log(razao de chances).

22. (Everitt, 1994). Os dados do arquivo leuce.txt referem-se a um es-
tudo com 51 pacientes adultos, previamente diagnosticados com um
tipo agudo de leucemia, que receberam um tipo de tratamento e foi
verificado apds um certo periodo a eficiéncia ou nao do tratamento.
Algumas variaveis explicativas pré-tratamento foram também observa-
das. As varidveis em estudo sdo as seguintes: (i) idade do paciente
na época do diagnéstico (em anos), (ii) mancha diferencial da doenga
(em %), (iii) infiltragdo na medula (em %), (iv) células com leucemia
na medula (em %), (v) malignidade da doenga (x10%), (vi) tempera-
tura méxima antes do tratamento (x10°F'), (vii) tratamento (1: sa-
tisfatério, 0: nao satisfatério), (viii) tempo de sobrevivéncia apds o
diagndstico (em meses) e (ix) situagao (1: sobrevivente, 0: nao sobre-
vivente). Considere um modelo logistico linear para explicar a probabi-
lidade de eficiéncia do tratamento dadas as seis variaveis explicativas.
Selecionar as variaveis explicativas bem como as interagoes de primeira
ordem através do método stepwise. Usar P = Pg = 0,20. Fazer uma
analise de diagnéstico com o modelo selecionado e interpretar algumas

razoes de chances.

23. No arquivo heart.txt (Hosmer et al., 2013, Cap.1) sao descritos os
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dados de n = 100 pacientes com auséncia (HD=0) e evidéncia (HD=1)
de doenga arterial coronariana, além da idade (Age) do paciente e a

faixa etaria (FE). Para ler os dados use o comando
heart = read.table(‘‘heart.txt’’, header=TRUE)

Fazer uma anélise descritiva dos dados, por exemplo boxplots robustos
da idade para cada um dos grupos, comente. Construa uma tabela de
contigéncia com as frequéncias relativas de pacientes com evidéncia e
auséncia da doenca segundo as faixas etarias, comente. Ajustar um
modelo logistico para explicar a probabilidade Pr(HD=1) dado Age.
Comente as estimativas. Fazer uma analise de diagndstico como grafico
de residuos e distancia de Cook. Avalie o impacto das observagoes
destacadas como possivelmente influentes. Construa uma banda de
confianca de 95% para Pr(HD=1) dado Age. Encontre uma estimativa
intervalar de 95% para a razao de chances entre um paciente com Age+1
e um paciente com Age ter presenca da doenga. Construa a curva ROC
e estabeleca um critério para classificar pacientes como suspeitos de
terem presenca da doenca. Para esse critério obter as taxas de positivo
positivo e de falso positivo. Ajustar o modelo pelo GAMLSS através

dos comandos

y.heart = cbind(HD, 1-HD)

ajuste = gamlss(y.heart ~ Age, family=BI)
plot(ajuste)

rqres.plot(ajuste, howmany=8, ylim.all=1)
rqres.plot(ajuste, howmany=40, plot="all")

Comente os graficos de residuos.
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24. (Agresti, 1990, pgs. 122-123). Cinquenta e quatro individuos consi-
derados idosos sao submetidos a um exame psiquidtrico para avaliar a
ocorréncia ou nao de sintoma de caduquice. Acredita-se que o escore
obtido num exame psicolégico feito previamente esteja associado com
a ocorréncia ou nao do sintoma. Os dados sao apresentados abaixo
(score: escala no exame psicolégico e resp: ocorréncia (resp=1) ou
nao ocorréncia (resp=0) do sintoma). Esses dados estdo descritos no

arquivo caduquice.txt.

Score Resp Score Resp Score Resp Score Resp Score Resp

9 1 7 1 7 0 17 0 13 0
13 1 ) 1 16 0 14 0 13 0
6 1 14 1 9 0 19 0 9 0
8 1 13 0 9 0 9 0 15 0
10 1 16 0 11 0 11 0 10 0
4 1 10 0 13 0 14 0 11 0
14 1 12 0 15 0 10 0 12 0
8 1 11 0 13 0 16 0 4 0
11 1 14 0 10 0 10 0 14 0
7 1 15 0 11 0 16 0 20 0
9 1 18 0 6 0 14 0

Ajustar um modelo logistico para explicar a probabilidade de ocorréncia
do sintoma em funcao do escore. Interpretar os resultados. Calcule a
estatistica de Hosmer-Lemeshow. Faca uma andlise de diagndstico com

o modelo ajustado.

25. (McCullagh e Nelder, 1989, pgs. 128-135). No arquivo grahani.txt
estao os dados referentes a distribuicao de duas espécies de lagarto
(grahani e opalinus) segundo quatro fatores: (i) periodo do dia (manha,

meio-dia, tarde), (ii) comprimento da madeira (curta, comprida), (iii)
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26.

27.

largura da madeira (estreita, larga) e (iv) local de ocupagao (claro, es-
curo). Supor que o nimero de lagartos encontrados da espécie grahani
tenha distribui¢do binomial. Responda as seguintes questoes: (i) pro-
ponha um modelo logistico (sem interacdo) para explicar a propor¢ao
de lagartos da espécie grahani. Ajuste o modelo e verifique através do
teste da razao de verossimilhancas quais efeitos sao significativos ao
nivel de 10%. (ii) Verifique separadamente se cada interagao de pri-
meira ordem pode ser incluida no modelo ao nivel de 5%. Construa o
ANODEV.(iii) Interprete os resultados tentando falar de uma forma nao

técnica sobre as preferéncias dos dois tipos de lagarto.

(Neter et el., 1996, pgs. 582-584). Em um estudo para investigar a
incidéncia de dengue numa determinada cidade da costa mexicana, um
total de 196 individuos, escolhidos aleatoriamente em dois setores da
cidade, respondeu as seguintes perguntas: (i) idade, idade do entre-
vistado (em anos), (ii) nivel, nivel sécio-econémico (nivel=1, nivel
alto; nivel=2 nivel médio; nivel=3, nivel baixo) e (iii) setor, setor
da cidade onde mora o entrevistado (setor=1, setor 1; setor=2, setor
2) e (iv) caso, se o entrevistado contraiu (caso=1) ou nao (caso=0)
a doenca recentemente. Um dos objetivos do estudo é tentar prever
ou explicar a probabilidade de um individuo contrair a doenca dadas
as variaveis explicativas idade, nivel e setor. Os dados estao des-
critos no arquivo dengue.txt. Tente selecionar um modelo através da
aplicagao do método AIC considerendo interacoes de 1¢ ordem. Faca
uma interpretacao do modelo selecionado (através de razoes de chances)

e faca uma analise de diagnéstico do modelo selecionado.

(McCullagh e Nelder, 1989, p.144). No arquivo olhos.txt sido apre-

sentados dados referentes a 78 familias com pelo menos seis filhos cada
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uma. Na primeira coluna tem-se a classificacao dos olhos dos pais se-
gundo a cor (1: ambos claros, 2: ambos castanhos, 3: ambos escuros, 4:
claro e castanho, 5: claro e escuro e 6: castanho e escuro), na segunda
coluna a classifica¢ao dos olhos dos avés segundo a cor (1: todos claros,
2: todos castanhos, 3: todos escuros, 4: trés claros e um castanho, 5:
trés claros e um escuro, 6: um claro e trés castanhos, 7: um escuro
e trés castanhos, 8: um claro e trés escuros, 9: um castanho e trés
escuros, 10: dois claros e dois castanhos, 11: dois claros e dois escuros,
12: dois castanhos e dois escuros, 13: dois claros, um castanho e um
escuro, 14: um claro, dois castanhos e um escuro e 15: um claro, um
castanho e dois escuros), na terceira coluna tem-se o nimero de filhos
na familia e na ultima coluna o ntmero de filhos com olhos claros. Seja
Y; o nimero de filhos com olhos claros pertencentes a i-ésima familia.
Assuma inicialmente que Y; ~ B(n;,m;), i = 1,...,78. Responda as

seguintes questoes:

(i) Ajustar inicialmente um modelo logistico linear apenas com o fator
‘cor dos olhos dos pais’. Construir graficos de residuos. Identificar
os pontos aberrantes. Quais as mudancas nos resultados com a
eliminacao desses pontos. H4 indicios de sobredispersao? Ajustar
um modelo de quase-verossimilhanga com e sem os pontos aber-

rantes. Comente.
(ii) Incluir agora o fator cor dos olhos dos avés. Refazer todos os

passos acima. Comente os resultados.

28. No arquivo pulso.txt sao descritas as variaveis pulsagao em repouso
(1: normal, 2: alta), hdbito de fumar (1: sim, 2: néo) e peso (em kg) de

92 adultos do sexo masculino. Ajustar um modelo logistico linear para
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explicar a probabilidade de pulsacao alta dadas as demais variaveis.
Faca uma andlise de diagnodstico. Apresente as curvas ajustadas para
cada grupo de habito de fumar com as respectivas bandas de confianca

de 95%.

. (Morgan, 1992, p.90). A tabela abaixo descreve os resultados de um
experimento em que a toxicidade de trés concentracoes (R-rotenine,
D-deguelin e M-mistura, essa ultima como uma mistura das duas pri-
meiras) ¢ investigada. As concentragdes foram testadas em insetos e
observado para cada dose o nimero de insetos mortos. Os dados estao

descritos no arquivo morgan.txt.

Concentragao Dose Expostos Mortos

R 0,41 50 6
R 0,58 48 16
R 0,71 46 24
R 0,89 49 42
R 1,01 50 44
D 0,71 49 16
D 1,00 48 18
D 1,31 48 34
D 1,48 49 47
D 1,61 50 47
D 1,70 48 48
M 0,40 47 7
M 0,71 46 22
M 1,00 46 27
M 1,18 48 38
M 1,31 46 43
M 1,40 50 48

Supor inicialmente o modelo log{m;(z)/(1 — m(z))} = a; + Bz, i =
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30.

1,2,3, em que m;(z) é a proporcao esperada de insetos mortos sob a

concentracao i e dose x. Faca uma andlise de diagnéstico e verifique

se ha indicios de sobredispersao aplicando um teste apropriado. Teste

a hipdtese de paralelismo com todos os pontos e sem as observagoes

discrepantes. Comente.

Considere o arquivo credit da biblioteca Fahrmeir do R, em que sao

descritas as seguintes variaveis referentes a empréstimos concedidos a

n = 1000 clientes de um banco alemao:

Y: classificacao do cliente com rela¢ao ao empréstimo (bom paga-

dor, mal pagador)

Cuenta: qualidade da conta do cliente (sem classificagdo, boa,

ruim)

Mes: duracao do empréstimo em meses

Ppag: informagao prévia do cliente (bom pagador, mal pagador)
Uso: finalidade do empréstimo (privado, profissional)

DM: valor do empréstimo em DM

Sexo: género do cliente (masculino, feminino)

Estc: estado civil do cliente (vive sozinho, nao vive sozinho).

Para disponibilizar e visualizar um resumo dos dados use na sequéncia

os seguintes comandos do R:

require(Fahrmeir)

attach(credit)

summary (credit) .
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Fazer inicialmente uma andlise descritiva procurando relacionar a variavel
resposta com as demais variaveis explicativas. Use tabelas de con-
tingéncia e boxplots. Comente. Transforme a varidvel resposta em

variavel numérica binaria. Por exemplo, usando os comandos
resp = as.numeric(Y)
resp = abs(resp-2).

Ajustar um modelo logistico binomial no GAMLSS para explicar a
probabilidade do cliente ser um bom pagador dadas as demais variaveis

explicativaas. Por exemplo, através do comando

fitl.credit = gamlss(resp ~ Cuenta + Mes + Ppag + Uso + DM

+ Sexo + Estc, family=BI).

Use o comando stepGAIC para selecionar um submodelo
fit2.credit = stepGAIC(fitl.credit).

Fazer uma andlise de residuos através dos comandos
plot(fit2.credit)

rqres.plot (fit2.credit, howmany=8, type="wp")

para o submodelo selecionado. Construir o grafico da distancia de
Cook. Comente. Apresentar estimativas intervalares de 95% para as

razoes de chances. Contruir curva ROC. Comente.
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Capitulo 4

Modelos para Dados de
Contagem

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos alguns métodos para a analise de dados de con-
tagem. Inicialmente sao apresentados os principais métodos tradicionais e
em seguida discutimos a modelagem através de regressao. Duas situagoes
de interesse sao consideradas. Na primeira delas, muito comum em estudos
de seguimento, as unidades amostrais sao classificadas segundo os niveis de
categorias, tais como sexo, faixa etaria, tipo de tratamento etc, e sao acom-
panhadas por um periodo fixo pré-estabelecido ou até a ocorréncia de um
determinado evento. Temos, portanto, um tempo particular de observacao
para cada unidade amostral, o qual devera ser incorporado nas andlises. Na
segunda situacao, o interesse é estudarmos o nimero de ocorréncias de um
evento particular segundo os niveis de categorias, de modo que seja possivel
construirmos uma tabela tipica de contingéncia. Aqui, a suposicao de dis-
tribuicao de Poisson para o nimero de ocorréncias do evento em cada confi-
guracao de niveis das categorias leva a resultados equivalentes a suposicao de

distribuicao multinomial para as caselas da tabela de contingéncia formada.
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Assim, muitas tabelas de contingéncia que seriam originalmente analisadas
através de um modelo log-linear multinomial podem ser analisadas, alterna-
tivamente, por um modelo log-linear de Poisson. A vantagem disso é o fato
do modelo log-linear de Poisson ser ajustado mais facilmente do que o mo-
delo log-linear multinomial, além da possibilidade de todos os procedimentos
desenvolvidos para os MLGs serem diretamente estendidos para o modelo
log-linear de Poisson. Nao discutimos, contudo, aspectos particulares na
analise de tabelas de contingéncia, tais como testes ou modelos multinomiais
mais especificos.

Discutimos também neste capitulo o fendomeno de sobredispersao que pode
ocorrer com dados de contagem quando a variancia da varidvel resposta é
maior do que a média. Nesses casos, a suposicao de distribuicao de Poisson
para a resposta é inadequada sendo necessario o uso de modelos alternati-
vos. O modelo de quase-verossimilhanca com parametro de dispersao leva
as mesmas estimativas do modelo de Poisson, porém corrige a variabilidade
das estimativas. Daremos, contudo, atencao especial aos modelos com res-
posta binomial negativa, os quais permitem uma andlise mais completa dos
dados do que os modelos de quase-verossimilhanca. Finalmente, abordamos
de forma sucinta os modelos de Poisson e binomial negativo com excesso de

Zeros.

4.1.1 Métodos classicos: uma unica tabela 2 x 2

Considere inicialmente a tabela abaixo resultante de um estudo de segui-
mento (em que individuos expostos e nao expostos sao acompanhados ao

longo do tempo por um periodo fixo ou até a ocorréncia de um evento).
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E FE

Casos Y Yo
Pessoas-Tempo t; 5

Vamos assumir que Y; e Y5 seguem, respectivamente, distribuicao de Poisson
com parametros A\; e Ay, em que A\; é a taxa média de casos (por unidade
de tempo) no grupo exposto e Ay é a taxa média de casos no grupo nao
exposto. O parametro de interesse nesse tipo de estudo é a razao entre as
taxas, denotada por 1 = ’A\—; O objetivo principal é fazermos inferéncias a
respeito de 1.

A funcéo de probabilidades conjunta de (Y1, Ys) fica entao dada por

e*)\ltl A,V e*)\ztz Aoto )¥2
fy;A) = ( - L ( = 2
Y- Ya:

= exp{—yat1 — Aot + y1logy) + (y1 + y2)logAy

+  yilogty + yologts — logy, ! — logys!},

em que y = (y1,%2)7 e A = (A1, \2)T. Portanto, pelo teorema da fatorizacao
temos que as estatisticas (Y7,Y; + Y3) sdo suficientes minimais para (1, A).
Logo, condicionando em Y] 4+ Y5 = m, obtemos uma distribuicao que depende

apenas de 1), isto é

flalm;y) = Pr{Yy=a|Yi 4+ Y2 =m}
= <7Z:> (1 — W)(m*a),

em que m = Yty /{te +t1} = /{t2/t1 + 1}, sendo 7w a probabilidade de um
caso ter sido exposto. Equivalentemente, temos que

7Tt2

v= 1—mt

Aqui o interesse é testarmos Hy : ¢ = 1 contra H; : ¢ # 1, que é equivalente

a testarmos Hy : m = 7y contra Hy : 7 # mg, em que mg = t1/(t1 + t2).
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O nivel descritivo exato para testarmos a hipotese Hy contra H; é dado

por P = 2min{P, Ps}, em que

‘ m
Pr=3 ()1 - m

=0

m

Ps =" (Zf) w5 (1 — o).

r=a
Podemos usar o resultado abaixo (ver, por exemplo, Leemis e Trivedi, 1996)
para expressarmos a distribuicao condicional de Y; dado Y] + Y, = m em
funcao de uma distribuigao F),,, ou seja uma distribui¢ao /' com u e v graus

de liberdade. Supondo Y ~ B(n, p), temos que

Pr(Y >y) = Pr{Fyom-—y+1) < (n —y+1)p/y(1 —p)}, (4.1)

com 0 < p < 1. Dai temos, sob Hg : m = mg, que

m m .
P[ = 1- Z (x)ﬂg(l—ﬂ'o)(m )

- (m—a—l—i—l)ﬁo}
(a+1)(1 =)
= 1—Pr{F,, <bt/(a+ 1},

= 1—PT{FU,U <

comb=m—a,u=2(a+1) e v = 2b. Similarmente, obtemos sob Hy : 7 = 7,
que
PS = P’I"{Fuﬂ, < (b+ 1)t1/at2},

com u = 2a e v = 2(b+1). De (4.1) temos que que os limites exatos de

confianca para p, para um coeficiente de confianga (1 — «), s@o tais que

o R A
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a . R
3 :ZPT(YZt;pS) — 1—Pr(Y2y+1;Ps)-

Logo, usando (4.1) obtemos

. 1
pr= 1 n—y+1
yF2y,2(n7y+l)(a/2)

1

~

Ps

=1 = ,
+ (Y+1) Faryq1),2(n—y) (1—/2)

em que F,,(a/2) denota o percentil a/2 de uma distribuigdo F' com u e v
graus de liberdade. Portanto, temos para m, fazendo y = a e m = a+ b, o
limite inferior exato de confianca

1

b+1
1 + aFuyj(a/2)

= aF,,(a/2)/{b+1+aF,,(/2)},

A

T =

em que u = 2a e v = 2(b+ 1). De forma anédloga obtemos o limite superior

exato

1

b
1 + aFuv(1—a/2)
= alF,,(1 —a/2)/{b+aF,,(1 —a/2)},

em que u = 2(a+ 1) e v = 2b. A estimativa de maxima verossimilhanga
para 1 considerando a distribuigdo nao condicional (produto de Poissons

independentes) fica dada por

em que \; = Y1/t e Dy = y2/to. Portanto, obtemos ) = yite/yat1. Se,

por outro lado, utilizamos a distribui¢ao condicional, B(m, ), temos que a
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estimativa de méaxima verossimilhanca de 1 fica dada por
1; Tty
(1—m)ty’
em que ™ =y;/m e (1 —7) = ya/m. Logo, 9 fica expresso de forma analoga
ao caso nao condicional. A explicagao desse fato, que nao ocorre nos estu-
dos de caso e controle com respostas binomiais, é que a estatistica Y; + Y5,
além de ser suficiente para Ay, é também ancilar para 1, isto é, nao contém
qualquer informacao acerca de 1. No caso do produto de duas binomiais
independentes, Y] + Y5 é suficiente para o, no entanto, nao é ancilar para .

Uma consequéncia desse fato é que a estimativa de méaxima verossimilhanca

condicional nao coincide com a estimativa nao condicional.

Aplicacao

Vamos considerar, como aplicagao, os dados apresentados em Boice e Monson
(1977) referentes a um estudo de seguimento com dois grupos de mulheres
com tuberculose, um grupo exposto a radiacao e o outro grupo nao exposto,
sendo observado ao longo do tempo o desenvolvimento ou nao de cancer de

mama. Os resultados desse estudo sao resumidos na Tabela 4.1.

Tabela 4.1
Casos de cancer de mama em mulheres
com tuberculose.

Radiacao
Exposto  Nao Exposto
Casos 41 15
Pessoas-anos 28010 19017

Temos, portanto, que a = 41, b = 15, t; = 28010 e t, = 19017. Os niveis

descritivos correspondentes ao teste exato para testar Hy : ¢ = 1 contra
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H; : ¢ # 1 ficam dados por

P,=1- PT{F84730 < 07526} =0, 988

Ps = PT{F82’32 < 0, 575} = 0,024,

e obtemos o nivel descritivo P= 0,048 que indica, para um nivel de signi-
ficancia de 5%, pela rejeicao de Hy. Isso quer dizer que hé indicios de que
mulheres com tuberculose e expostas a radiagao tém uma chance maior de
desenvolvimento de cancer de mama do que mulheres nao expostas com a
mesma doenca. Uma estimativa pontual de maxima verossimilhanca para
fica dada por 1& = 8222@% = 1,85 e um intervalo exato de confianga de
95% para 7 tem os limites

A1 = 41 X Fip3(0,025)/{16 + 41 x Fyy3(0,025)}
= 0,597 e

Fg = A1 % Fiy0(0,975)/{15 + 41 x Fyy30(0,975)}
— 0,838

Desses limites obtemos os limites exatos de confianca para v

. Frts 0,597 x 19017
¢I — — —
(1—#)t  (1—0,597) x 28010
= 1,007 e
. Fsts 0,838 x 19017
¢S p— N p—
(1—#g)t;  (1—0,838) x 28010
= 3,512.

Temos que o intervalo [1,007;3,512] nao cobre o valor ¢y = 1, como era

esperado.
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4.1.2 Estratificacao: k tabelas 2 x 2

Se o dados sao estratificados segundo um fator com k niveis, cada tabela

resultante pode ser expressa na forma abaixo.

E FE
Casos Y1i  Y2i
Pessoas-Tempo ty; to

Temos aqui as suposigoes Yy; ~ P(Ayty) e Yo ~ P(Agite), @ = 1,... k.
Consequentemente, a distribuicao condicional de Y;; dado Yy; + Yo = my; é
uma B(m;, m;), em que m; = 1; /{t2:/t1; + 1;}, ou equivalentemente

mito;

wi - (1 — Wi)tli.

Se temos interesse em testar a homogeneidade das razoes de taxas Hg : 91 =
... = 1y contra a alternativa de pelo menos duas diferentes, a estimativa

comum 1, sob Hy, sai do sistema de equacoes

k k
Z i = Z mz/{& + to; /t1i},
i—1 i—1

que tem no maximo uma raiz positiva. Alternativamente, de forma andloga
aos estudos de caso e controle, podemos construir uma versao da estimativa

de Mantel-Haenszel dada por

k
Darn = > iy Yiitai/ti
Zle Yoit1i/t; ’

em que t; = ty; + to;. Segundo Breslow e Day (1987), @MH ¢ consistente e

assintoticamente normal com variancia assintética estimada por
) b tyitaimg /12
Unrn D iy tiitaimi [t
5.
{Zk tritoimy }
=1ttt mta)
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A estatistica sugerida para testar Hy é definida por

2 i { (y1i — 11)? n (y2i — @202} |

i1 Yii Yai

em que §i; = M7, Yo; = mi(l — ;) e
toi/tii + Ymm
A distribuicao nula assintética de X? ¢ uma qui-quadrado com k — 1 graus de
liberdade. Quando a hipotese de homogeneidade das razoes de chances nao
é rejeitada, podemos testar a hipotese de associagao entre o fator e a doenca
levando em conta o efeito de estrato. Isso equivale a testarmos Hy : ¢ = 1
contra Hy : ¢ # 1. O teste qui-quadrado apropriado é dado por
(i v — 2y E(YVailmi, ¢ = 1))
iy Var(Yaima, ¢ = 1)
Sy — o mati/ (s + 1)} (4.9)
Zf;l mitiita; [ (ti + to;)? ' ‘

A distribuicao nula assintética de X2, quando 2 — a; > 0 fazendo n — oo,

X? =

em que n =mny + -+ ng, 6 uma x3.

Temos que a variancia assintética de log(¢y ) é estimada por

Var{log(dan)} = i/ Vara(am).
Assim, um intervalo assintético de confianga com coeficiente (1 — «) para

logt) fica dado por log(vp) + z(l_a/Q)ﬁﬁﬁH{VarA(ﬁMH)}l/z o que implica

nos limites de confianca superior e inferior dados abaixo
br = @EMHeXp{_Z(lfaﬂ)&]\_/[lH val”A(I;MH)} e
lﬁs = @MHGXP{—Zu—am)lﬂﬁH Val‘A(iﬁMH)}-

Esse intervalo deve ser construido quando a aplicacdo da estatistica (4.2)

levar a rejeicao da hipdtese Hy : ¢ = 1.
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4.2 Modelos de Poisson

4.2.1 Propriedades da Poisson

Vamos supor que Y ~ P(A) cuja fun¢do de probabilidades é dada por

Pr(Y =y) = e y=0,1,2,....

Podemos mostrar (ver, por exemplo, McCullagh e Nelder, 1989, p. 195) que
quando A — oo
(Y = \)/VA =4 N(0,1).

Em outras palavras, para A grande temos que Y segue aproximadamente
uma distribuicio normal de média A e desvio padriao vA. Se queremos,
no entanto, aplicar um modelo normal linear para explicar A, teremos o
incoveniente do desvio padrao depender da média, o que inviabiliza o uso
de um modelo normal linear homocedastico. Uma maneira de contornarmos
esse problema ¢é através da aplicacao de uma transformacao na resposta Y de
modo a alcancarmos a normalidade e a constancia de variancia, mesmo que
aproximadamente. Nesse sentido, temos que se Y ¢é Poisson, segue quando

A — 00 o seguinte resultado:
(VY —EWY)} =4 N(0,1/4).

Portanto, quando A é grande, a varidvel aleatéria 2{vY — E(vY)} segue
aproximadamente uma distribuigdo N(0,1). Assim, se temos uma amostra
aleatdria Y7,... Y, tal que Y; ~ P()\;) e queremos explicar \; através de
variaveis explicativas, podemos propor para \; grande, Vi, o modelo normal
linear abaixo

VYi=x[B+e,
em que €; ~ N(0,02), 1 =1,...,n. Isso foi feito na Segao 1.12.3 no exemplo

sobre sobrevivéncia de bactérias.
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4.2.2 Modelos log-lineares: k tabelas 2 x 2

Como foi visto no Capitulo 1, os modelos log-lineares sao recomendados para
a analise de dados de contagem, mesmo quando o tempo de observagao nao é
o mesmo para cada unidade amostral. Em particular, se temos um conjunto
de k tabelas 2 x 2, uma modelagem possivel para a taxa média por unidade
de tempo em cada casela é supormos que Yy; ~ P(Ayt1;) e Yi; ~ P(Aityy),

1 =1,..., k, mutuamente independentes e com a seguinte parte sisteméatica:

logh;; = «,

loghoy = a+f,

loghy;, = a4+ e

loghy; = a+ B+ +0d;,

parai = 2,...,k. Portanto, temos a reparametrizacao (A11, Aat, - - -, Ak, Aok)
— (o, 8,72, 02, ..., Yk, 0k). A razao de taxas na i-ésima tabela fica definida
por ¥; = Ag;/A1; = exp(8+9;), com d; = 0. Assim, testarmos Hy : ¢y = - -+ =
1 € 0 mesmo que testarmos na nova parametrizacao Hy : 09 = --- = 6 = 0,
o que significa nao haver interagao entre as tabelas. Devemos lembrar que ~;
¢é o efeito da i-ésima tabela com relagao a primeira tabela. Logo, testarmos
Ho : 72 = -+ = v, dado que ¢; = 0, significa testarmos a auséncia de efeito
de estrato.

Aqui ¢;; denota o total de unidades de tempo na casela (i, j), i =1,2ej =
1,..., k. Assim, temos que logu;; = logt;; +log);;, em que logt;; desempenha
o papel de um offset. Pela propriedade de que os totais marginais Yy; + Yo,
sao estatisticas suficientes para os parametros Ao, ..., A9 € ancilares para
W1, ..., Y, devemos esperar que as estimativas de maxima verossimilhanca
nao condicionais @/AJ, = exp(@ —1—&-), 1=1,...,k, coincidam com as estimativas

condicionais.
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Uma maneira de verificarmos se ¢ razoavel a suposicao de distribuicao de
Poisson nas unidades de tempo ¢ tratarmos log7;; como sendo uma varidvel
explicativa, isto é, ajustarmos o modelo com parte sistematica dada por
logp;j = 6logt;; + logA;;. Assim, ao testarmos Hy : § = 1 contra Hy : 6 # 1,
a nao rejeicao de Hy indica que a suposicao de distribuicao de Poisson nas
unidades de tempo nao é inadequada. Como veremos a seguir isso significa

que os tempos tém distribuigao exponencial.

Relacao com a exponencial

O logaritmo da funcao de verossimilhanca do modelo de Poisson para a

analise de k tabelas 2 x 2 é dado por

2 k
A) X Z Z yljlogAU 1 tlj)? (43)

=1 j=1

.

em que A = (A1, Ao, - - -, Ap1, Ai2) 7. Temos, portanto, para cada casela (4, j)
um estudo de seguimento em que as unidades amostrais foram observadas um
total de t;; unidades de tempo. Sem perda de generalidade, vamos supor que
ti; = N e que nesse subestrato foram acompanhadas I unidades amostrais
cujos tempos de observacao foram, respectivamente, Ny, No, ..., N;. Faremos
uy = 1 se o evento sob estudo ocorrer para a ¢-ésima unidade amostral antes
de um tempo pré-fixado 7. Quando o evento nao ocorrer para a (-ésima
unidade amostral durante o perfodo de estudo (uy = 0) dizemos que hd
censura, sendo aqui o tempo de observacao dado por N, = T'. Vamos supor

ainda que a taxa de ocorréncia do evento, que é definida por

Pr{o evento ocorrer em (t,t + At)}
ALS0 At ’

dado que o evento nao ocorreu até o tempo t, permanece constante durante

o periodo de observagao. Finalmente, assumimos que as ocorréncias sao
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independentes entre as unidades amostrais. Sob essas condi¢oes, mostramos
que a distribuigdo conjunta das varidveis (Ny, ug), £ = 1,...,1, é um produto
de I exponenciais independentes de parametro £. Se o evento ocorrer antes
do tempo T para a f-ésima unidade amostral (N, < T,u, = 1) a mesma
contribui com o fator £e7¢V na funcao de verossimilhanca. Caso contrério
(N, = T,u; = 0), o fator é dado por e *T. O logaritmo da funcio de

verossimilhancga conjunta fica entao dado por

L&) = > (udogf — N&)

/=1
I I
= log&¢» u—§&Y N (4.4)
/=1 /=1

Se considerarmos que para a casela (i, j) o evento ocorreu y;; vezes, as unida-
des amostrais foram observadas um total de ¢;; unidades de tempo e a taxa

de ocorréncia do evento é \;;, entao (4.4) fica reexpressa na forma
L(Aij) = yijloghi; — Aijtij,

que coincide com o termo geral da expressao (4.3). Portanto, a suposicao
de modelo de regressao log-linear de Poisson com offset logt;; equivale a su-
posicao de tempos exponenciais para as unidades amostrais. No entanto,
é importante ressaltarmos que as inferéncias exatas para £ no modelo ex-
ponencial sdo bastante complexas em virtude da ocorréncia de censura (ver
discussao, por exemplo, em Breslow e Day, 1987, p. 132). J4 os resultados

assintoticos sao equivalentes aqueles obtidos para o modelo de Poisson.

Aplicacao

A Tabela 4.2 resume os resultados de um estudo de seguimento em que dou-

tores Britanicos foram acompanhados durante a década de 50 e observado,

307



em particular, a ocorréncia de mortes por cancer de pulmao segundo o con-
sumo médio diario de cigarros e a faixa etaria. Esses dados estao disponiveis
no arquivo breslow.txt. Denotamos por Y;; o nimero de mortes para o
1-ésimo nivel de consumo e j-ésima faixa etaria, ¢,j = 1,...,4. Vamos supor
que Y;; ~ P(\;ti;), em que \;; é a taxa média de mortes por unidade de
tempo para o consumo ¢ e faixa etdria j. O modelo saturado nesse caso é
dado por
log)\ij =+ 61 + Vi + 6@',

em que B; = 0, B; é o efeito da i-ésima classe de consumo de cigarros com
relacao a classe de nao fumantes, ¢ = 2,3,4, 71 = 0, 7, é o efeito da j-
ésima faixa etdria com relacao a faixa etdria de 40 — 49 anos e ¢;; denota
a interacao entre faixa etdria e consumo de cigarros, em que d;; = d1; = 0,

para i, ) =1,...,4.

Tabela 4.2
Numero de casos de morte por cancer de pulmao e pessoas-anos
de observagcao em doutores Britanicos sequndo a faixa etaria
e o consumo médio didrio de cigarros.

Consumo médio diario Faixa Etaria
de cigarros 40-49 50-59  60-69  70-80
0 mortes 0 3 0 3

p-anos 33679 21131,5 10599 4495,5

1-9 mortes 0 1 3 3
p-anos 6002,5 4396 28135 1664,5

10-30 mortes 7 29 41 45
p-anos 344145 25429 13271 4765,5

+ 30 mortes 3 16 36 11
p-anos 5881  6493,5 3466,5 769
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O teste de auséncia de interacao, Hy : ;; = 0, Vij, contra a alternativa de
pelo menos um parametro diferente de zero forneceu gy = 11,91 (9 graus de
liberdade) que equivale a um nivel descritivo P= 0, 218. Adotamos, portanto,

um modelo sem interacao.

Tabela 4.3
Estimativas dos parametros do modelo log-linear
de Poisson para explicar a taxa média de morte
de doutores Britanicos com cancer de pulmao.

Efeito Parametro Estimativa E/E.Padrao
Constante ! -11,424 -22,44
C(1-9) B2 1,409 2,53
C(10-20) B3 2,866 6,86
C(+30) B4 3,758 8,80
F(50-59) V2 1,769 5,10
F(60-69) Y3 2,897 8,62
F(70-80) V4 3,791 11,12

As estimativas sao apresentadas na Tabela 4.3. Notamos claramente que
as estimativas sao significativamente diferentes de zero e que ha fortes indicios
de um aumento (exponencial) da taxa média de mortes com o aumento da
faixa etaria e/ou com o aumento do consumo médio didrio de cigarros. O
ajuste do modelo com logT;; como varidvel explicativa forneceu a estimativa
de maxima verossimilhanca 6 = 1, 839(0,610). O teste de Wald para testar-
mos Hy : # = 1 contra Hy : @ # 1 forneceu o valor {gy = 1,89, cujo nivel
descritivo é dado por P= 0,17, indicando que o modelo pode ser ajustado

com logt;; como sendo offset.

4.2.3 Modelos gerais de Poisson

Vamos supor agora que Y; sao variaveis aleatorias independentes distribuidas

tais que Y; ~ P(u;), 7 =1,...,n, com parte sistematica dada por g(u;) = n;,
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em que 7n; = xiT,B, X; = (T, - - ,xip)T contém valores de variaveis explicativas
e 3= (B,...,5,)" é um vetor de parametros desconhecidos. As ligacdes
mais utilizados sao logaritmica (g(u;) = logp,), raiz quadrada (g(;) = /1)
e identidade (g(u;) = p;). O processo iterativo para estimacao de 3, como

foi visto na Secao 1.6.1, é dado por
/B(m—l-l) — (XTW(m)X)_IXTW(m)Z(m),

m = 0,1,..., varidvel dependente modificada z = n + W=2V~12(y — p),
n=0, )y =W un) = (s )", Vo= diag{pu, o g}
e W = diag{wi,...,w,} com w; = (du;/dn;)*/pn;. Em particular temos
w; = p; para ligacio logarftmica, w; = 4 para ligacao raiz quadrada e w; = p;
para ligacao identidade.

No caso das unidades experimentais serem observadas em tempos distin-
tos t;’s e for assumido que Y; ~ P(\;it;), i = 1,...,n, a parte sistematica do

modelo para ligacao logaritmica fica dada por
logp; = logt; + x/ B,

em que logt; desempenha papel de offset e isso deve ser informado ao sistema.
Outra possibilidade é incluirmos os tempos t;’s como valores da varidavel

explicativa logT;. Nesse caso, a parte sistematica assume a forma
logp; = Blogt; + x; 3.

O teste de Hy : 8§ = 1 contra Hy : 6 # 1 verifica se logt; deve ser incluido no
modelo como offset. A nao rejeicao da hipdtese nula significa a suposigao de
tempos exponenciais nas unidades experimentais.

O estimador de maxima verossimilhanca B é consistente, eficiente e tem

distribuicao assintética dada por
IB - /6 ~ NP(Oa (XTWX)_l)a
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portanto, assintoticamente, Var(3) = (XTWX)~L.

4.2.4 Qualidade do ajuste

A funcao desvio de um modelo de Poisson supondo y; > 0, Vi, é definida por

D(y; p) = QZ{yilog(%/ﬂi> — (yi — )}

=1

Porém, se y; = 0, o i-ésimo termo de D(y; ft) fica dado por 2/i;.
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Figura 4.1: Gréafico normal de probabilidades referente ao modelo log-linear
de Poisson ajustado aos dados sobre morte por cancer de pulmao de doutores
Britanicos.

Em particular, para ligacao logaritmica e se o modelo inclui uma cons-
tante na parte sistemdtica, mostramos que > . (y; — fi;) = 0, ficando a

fungao desvio reexpressa na forma D(y; i) = Y, yilog(vi/fu;). Logo, se
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particionamos o vetor de parametros tal que 8 = (87,8%)7, em que B, e
B, sao subvetores de dimensao p — q e ¢, respectivamente, a estatistica da
razao de verossimilhancas para testarmos Hy : 3, = 0 contra H; : 3, # 0 em

modelos log-lineares fica dada por

§rv = D(y;fg) — D(y; i2)
= 2 yilog(fioi/ ).
=1

Sob Hy e para grandes amostras gy ~ xi- Os resultados assintéticos para
os modelos de Poisson valem tanto para p fixo e n — oo como para n fixo e

4.2.5 Técnicas de diagnéstico

Um dos residuos mais recomendados para modelos com resposta de Poisson
é o componente do desvio padronizado, que para y; > 0, fica dado por
%{yﬂog(w/ﬂi) — (g — )},

em que h;; é o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz de projecao
H = W2X(X"WX)'X"W'2, Quando y; = 0 o residuo componente do
desvio padronizado assume a forma tp, = £1/201;/V/1 — iL”

Estudos de simulagao (ver Williams, 1984) mostram que em geral a dis-

tp, = %

tribuicao de tp, nao se afasta muito da distribui¢ao normal padrao, podendo
ser usadas nas andlises de diagndstico as mesmas interpretagoes da regressao
normal linear. Em particular, a construcao de envelopes é fortemente reco-
mendada para tp,.

A Figura 4.1 apresenta o grafico normal de probabilidades para o residuo
tp, correspondente ao modelo ajustado aos dados da Tabela 4.2. Como po-

demos notar, todos os residuos cairam dentro do envelope gerado sem apre-
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sentarem nenhuma tendéncia sistematica, indicando que a suposicao de dis-
tribuicao de Poisson parece ser bastante razoavel. O programa utilizado para
gerarmos o grafico de envelopes é apresentado no Apéndice B. Os resultados

do modelo ajustado devem ser colocados no arquivo fit.model.

4.2.6 Aplicacao

Como ilustracao vamos considerar os dados apresentados em Neter et al.
(1996, p. 613) sobre o perfil dos clientes de uma determinada loja oriundos
de 110 areas de uma cidade. O objetivo do estudo é relacionar o nimero
esperado de clientes em cada area com as seguintes variaveis explicativas em
cada drea: numero de domicilios (em mil), renda média anual (em mil USD),
idade média dos domicilios (em anos), distancia ao concorrente mais proximo
(em milhas) e distancia a loja (em milhas). Portanto, a drea é a unidade

experimental. Esses dados estao também descritos no arquivo store.txt.

Tabela 4.4
Estimativas dos parametros do modelo log-linear
de Poisson ajustado aos dados sobre perfil
de clientes.

Efeito Parametro Estimativa E/E.Padrao
Constante ! 2,942 14,21
Domicilio o3 0,606 4,27
Renda (o -0,012 -5,54
Idade B3 -0,004 -2,09
Dist1 B4 0,168 6,54
Dist2 Bs -0,129 -7,95

Na Figura 4.2 sao apresentados os diagramas de dispersao entre o niimero
de clientes (varidvel resposta) e as variaveis explicativas renda e idade média,

distancia ao concorrente mais préximo (distl) e distancia a loja (dist2).
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Indicios mais evidentes de relagao linear podem ser observados entre a res-

posta e as distancias distl e dist2. Ou seja, hé indicios de que o ntmero

de clientes aumenta a medida que a distancia ao concorrente mais proximo

aumenta e a distancia a loja diminui.
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Figura 4.2: Diagramas de dispersao entre o niumero de clientes que visitaram
a loja e algumas variaveis explicativas.

Denotamos por Y; o nimero de clientes da i-ésima area que foram a loja

no periodo determinado. Vamos supor que Y; ~ P(u;) com parte sistemética

dada por

logu; = o + fydomic; + forenda; + [sidade; + [adistl; + B5dist2;.
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Figura 4.3: Graficos de diagnéstico referentes ao modelo log-linear de Poisson
ajustado aos dados sobre perfil de clientes.

Temos que a variavel numero de domicilios (domic) deve ser incluida no
modelo uma vez que as areas nao tém o mesmo numero de domicilios. As
estimativas dos parametros sao apresentadas na Tabela 4.4 e como podemos
notar todas as estimativas sao altamente significativas. O desvio do modelo
foi de D(y; @) = 114,98 (104 graus de liberdade) que equivale a um nivel
descritivo P= 0, 35 indicando um ajuste adequado. Notamos pela tabela que
o numero esperado de clientes na loja cresce com o aumento do nimero de
domicilios na area e da distancia ao concorrente mais préximo, porém diminui

com o aumento da renda média e da idade média dos domicilios bem como da
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Figura 4.4: Gréafico normal de probabilidades referente ao modelo log-linear
de Poisson ajustado aos dados sobre perfil de clientes.

distancia da area a loja. Isso sugere que deve ser uma loja de conveniéncia.

Podemos fazer algumas interpretacoes. Por exemplo, se aumentarmos em
1 mil USD a renda média dos domicilios de uma determinada area esperamos
aumento relativo no nimero de clientes que irdo a loja de exp(—0,012) =
0,988. Ou seja, decrescimento de 1,2%. Por outro lado, se a distancia ao
concorrente mais proximo aumentar em uma milha esperamos aumento re-
lativo no niimero de clientes de exp(0,168) = 1,183. Ou seja, aumento de
18,3%.

Dentre as observagoes destacadas pelos graficos de diagnéstico (ver Figura
4.3), apenas as dreas #20 e #43 apresentam algumas variagoes desproporci-
onais nas estimativas dos parametros, porém nao houve mudanca inferencial.
Pela Figura 4.3d nao ha indicios de que a ligacao utilizada seja inapropriada

e o gréfico de envelope (Figura 4.4) nao apresenta indicagoes de afastamentos
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sérios da suposicao de distribuicao de Poisson para o nimero de clientes.

4.3 Modelos com resposta binomial negativa

4.3.1 Distribuicao binomial negativa

O fenomeno de sobredispersao, similarmente ao caso de dados com resposta
bindria discutido na Secao 3.6.14, ocorre quando é esperada uma distribuicao
de Poisson para a resposta, porém a variancia é maior do que a resposta
média. Uma causa provavel desse fenomeno é a heterogeneidade das unidades
amostrais que pode ser devido a variabilidades interunidades experimentais.
Isso pode ser visto, por exemplo, supondo que para um conjunto fixo x =
(z1,...,2,)" de valores de varidveis explicativas, Y|z tem média z e variancia
z, no entanto Z, que é nao observavel, varia nas unidades amostrais com x

fixo, de modo que E(Z) = u. Entao,

E(Y) = E[EY|2)] =E[Z] = e

Var(Y) = E[Var(Y|Z)] + Var[E(Y|Z)]
= pu+ Var(Z).

Podemos, adicionalmente, supor que Y|z tem distribuicao de Poisson com
média z e fungao de probabilidades denotada por f(y|z) e que Z segue uma
distribuicao gama de média p e parametro de dispersao k = ¢u cuja fungao
de densidade serd denotada por g(z; i, k).

Temos E(Z) = pu e Var(Z) = p?/k de modo que E(Y) = p e Var(Y) =
p+ p?/k = u(l + ¢)/¢. Assim, as fungoes densidades f(y|z) e g(z;u, k)
assumem as seguintes formas:

-

ZZy 1 Z/'C b _El
flylz) = )l e g(z;,u,k:):m<7) e




Logo, Y tem funcao de probabilidades dada por

Pr{Y =y} = / fWl2)g(z; p, k)dz

k / —2(14+k/p) hty—1
— e’ dz.
y!F(k) (M) 0

~ s _ k dz __ ky—1
Fazendo a transformagao de varidvel ¢ = z(1+ ) temos que G = (1+ )

Entao,

1 k k (k+y) . )
PriYy =y} = (—) < ) / e Yt
{ J y'T'(k) \p 0

+k)o
(y + 1) k)(1+ @)vtt

(
- i () ()
(k

/{:
Ly + )(1—7T)kﬂ'y, y=20,1,2,...,

Py +1)0

em que m = 1/(1 + ¢). Portanto, Y tem distribui¢do binomial negativa de
média ;o e parametro de forma k.

Podemos, similarmente, supor que Y|z ~ P(2) e que Z ~ G(u, ¢), em
que ¢ nao depende de u. Nesse caso E(Z) = pu e Var(Z) = u?/¢ de onde
segue que E(Y) = pe Var(Y) = pu + p?/¢. Temos entdao que

e—Z

_e’# . 1 (29?1
flylz) = )l e g(z,p,gb)_m(?) e

A funcao de probabilidades de Y fica dada por

Pr{Y =y} = / fl2)g(z; 1, ¢)d=

(¢) / (1t o/n) oty
ylo \u) Jo
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- . - é dz __ $y\—1
Fazendo a transformagao de varidvel ¢ = z(1 + %) temos que ¢ = (1+ %)

Dai segue que

1 gb ¢ ¢ —(¢+y) 00 ., B
Priv=ul = Ur@) <ﬁ> <1+E) | e

U(¢ + y)p?¢?
D()T(y + 1)(p + ¢)?tv
 T(o+y) v\ o\’
- Ty+1)(9) (u+ ¢) <u+ ¢>
L'(p+y)
I'(y + 1)I'(¢)

com m = pu/(u+ ¢). Portanto, neste caso Y também segue distribuigao

(1—m)%n% y=0,1,2,...,

binomial negativa de média p e parametro de forma ¢. Denotamos Y ~

BN(u, ¢). Podemos mostrar (ver, por exemplo, Jorgensen, 1996, p. 96) que

%(Y —p) =4 N(0,7/(1 —7)?%), quando ¢ — oc.

Podemos obter também aproximagcoes da binomial negativa para a Poisson e

gama.
4.3.2 Modelos de regressao com resposta binomial ne-
gativa

Vamos supor entao que Y7, ...,Y,, sao variaveis aleatorias independentes tais

que Y; ~ BN(p;, ¢). A funcdo de probabilidades de Y; fica dada por

N AR D) m \” ¢ \° o

Temos que E(Y;) = p; e Var(Y;) = p; + p?/¢. Similarmente aos MLGs

assumimos parte sistemética dada por g(u;) = 7 = x/3, em que x; =
(zi1, .., 7)) contém valores de varidveis explicativas, B8 = (fi,...,[0,)T é

um vetor de parametros desconhecidos e g(+) é a funcao de ligacdo. Como
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nos modelos de Poisson as ligagoes mais utilizados sao logaritmica (g(u;) =
logyi;), raiz quadrada (g(p;) = /i) e identidade (g(p;) = ps).
Definindo 8 = (87, ¢)” o logaritmo da funcdo de verossimilhanca fica

dado por

N (¢ + i)
L(6) = ; {log {m} + ¢loge + yilogp; — (¢ + yi)log (1 + ¢)} ;

em que p; = g (x7'B3). A fim de obtermos a funcio escore para 3 calculamos
inicialmente as derivadas
— [ yidpi Oni (6 + i) dpi O }
oL(08)/03; = {— —
(6)/96; ; pi dn; 0By (¢ + pi) dn; 95;
o i d (¢ + i) du;
= Z PP i
— | pi dn; (¢ + p) dn;

N { P (dpi/ dn;)

mw+mﬁ%_mm&
= D wifi My — )y,
i=1

em que w; = (du;/dn;)? /(@2 +wi) e fi = dp;/dn;. Logo, podemos espressar

a funcao escore na forma matricial
Us(6) = XTWE Ly — ), (45)

em que X é a matriz modelo com linhas x!, i = 1,...,n, W = diag{wy, ..., w,},
F =diag{fi,.. ., fu}, ¥y = (W1, .-, yn)T e o = (g1, ..., un)*. De forma simi-
lar a funcao escore para ¢ fica dada por

n

Ug(0) = [h(d+u:) —v(8) — (it )/ (d+ ) +log{e/(¢+ i)} +1], (4.6)

i=1

em que ¢(-) é a fungao digama.
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Para obtermos a matriz de informacao de Fisher calculamos as derivadas

7 7 d 7 2
°L(0)/05,06, = —Z{ jjj —i—} ( d’;) vt
i (0+u) | P
+Z{ﬂz_ ¢+ui)} diz "

cujos valores esperados ficam dados por

B{OPL(6)/05,00,) — ZM“‘/ D)

= —g WiLijLig-
i=1

Logo, podemos expressar a informagao de Fisher para 3 em forma matricial
9?1(0)
0B08"

Lawless(1987) mostra que a informagao de Fisher para ¢ pode ser expressa

Kps(0) =E {— } = X"WX.

na forma
Kos(0) = > D (0+0)Pr(¥i>j) — o i/ (i + )},
i=1 j=0
e que B e ¢ sao parametros ortogonais. Assim , a matriz de informacao de

Fisher para @ assume a forma bloco diagonal

K 0
Kgp=| ° } .
% [ 0 Ky

As estimativas de maxima verossimilhaca para B e ¢ podem ser obtidas
através de um algoritmo de minimos quadrados reponderados, aplicando o
método escore de Fisher, a partir de (4.5) e do método de Newton-Raphson

para obter quS desenvolvido a partir de (4.6), os quais sdo descritos abaixo
/B(m-l-l) _ (XTw(m)X)—leW(m)y*(m)
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P = o — (UG /L)Y,
param =0,1,2,..., em que
y' =XB+F (y—p)

¢ uma variavel dependente modificada e

oo = D> AW (& +u:) + (i — 21 — 8)/ (6 + p)*} + nop {1 — ¢'(9) }.

=1

Tabela 4.5
Quantidades w; e f; para algumas ligacoes.
Ligacao w; fi
logp; = n; i/ (™" + 1) 1

pi=mn (it 4 )t 1
VEi=n A/ (et + 1) 2/

Os dois procedimentos sao aplicados simultaneamente até a convergeéncia.

Podemos encontrar as estimativas de maxima verossimilhanca (BT, QAS)T pela
aplicacao do comando library(MASS) do R. Como ilustragao, vamos supor
um modelo log-linear com resposta binomial negativa resp e covaridveis covl
e cov2. Devemos acionar os seguintes comandos no R:

library (MASS)

fit.bn = glm.nb( resp ~ covl + cov2).

No objeto fit.bn estarao os resultados do ajuste. Outras ligagoes, além
da ligacao logaritmica, podem ser usadas com a distribuigdo binomial ne-
gativa. Por exemplo, para o ajuste de um modelo com resposta binomial
negativa e ligagao identidade se resp ¢é considerada resposta e covl e cov2
sao consideradas variaveis explicativas, devemos fazer o seguinte:

library (MASS)
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fit.bn = glm.nb( resp ~ covl + cov2, link=identity).

A Tabela 4.5 apresenta as expressoes para w; e f; para algumas ligagoes
usuais em modelos com resposta binomial negativa.

Usando os mesmos argumentos da Secao 1.6 temos que para n grande B
segue distribuicao aproximadamente normal p-variada de média 3 e matriz de
variancia-covariancia Kgﬂl, ou seja , para n grande 3 ~ N, (8, Kgﬁl) Similar-
mente para n grande gE ~ N(o, K;;) Além disso, ,@ e gE sao assintoticamente

independentes.

4.3.3 Qualidade do ajuste

A funcgao desvio assumindo ¢ fixo fica dada por

o o) u fli + @ , MH
D*(y; fv) 2;[ﬁbl@g{yﬁgb}+y’10g{ﬂi(yi+¢) ’

em que ji; = g ' (x/3). Quando y; = 0 o i-ésimo componente da fungao

desvio D*(y; fr) fica dado por

d*(yi, i) = 2{1ogf(0;yi,9) — logf(0; fui, #)}
= 2¢log{¢/(yi + ¢)} — 2¢log{e/ (i1 + &)}
= 2¢log{(p: +¢)/(9: + ¢)}
= 2¢log{(/ + ¢)/¢}.

Portanto, os componentes do desvio no caso binomial negativo assumem as

seguintes formas:

2 oos {12} + s {3823}] ¢ >0
2¢log {%} se y; = 0.

Sob a hipdtese de que o modelo adotado esta correto D*(y; 1) segue para ¢

d*(ys; i) =

grande e y; grande, Vi, uma distribuigdo qui-quadrado com (n — p) graus de
liberdade.
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Vamos supor agora a particdo 8 = (81, 82)T em que B, é um vetor ¢-
dimensional enquanto 3, tem dimensao p — q e que ¢ é fixo ou conhecido.
O teste da razao de verossimilhangas para testarmos Hy : 8, = 0 contra

H; : B, # 0 reduz, neste caso, a diferenca entre dois desvios
Erv = D*(y; ﬂo) —D*(y; i),
em que 10 e fi sdo, respectivamente, as estimativas de p sob Hy e Hy. Para ¢

desconhecido o teste da razao de verossimilhangas fica expresso na seguinte

forma:
Srv = 2 Z[log{F(qA5 +y)T(8°)/T(@° + y)T(d)} + Plog{d/ (¢ + fis)}

~0%10g{0°/(6" + i)} + yilog {uu(6° + i) /1) (& + i) ],
em que ngﬁo e é sao as estimativas de maxima verossimilhanca de ¢ sob Hy e

Hy, respectivamente. Para n grande e sob Hy temos que gy ~ Xg-

4.3.4 Técnicas de diagnédstico

Fazendo uma analogia com os MLGs a matriz de projecao H assume aqui a
seguinte forma:

H=W/2X(XTWX) 'XTW2,

O i-ésimo elemento da diagonal principal de H fica dado por
(dps/dni)?
(i + ;)
Em particular, para os modelos log-lineares h;; fica dado por

hi = — M T (XTWX) I,

(¢ + i)
em que w; = op;/(p + p;). Como h;; deverd depender de [i;, graficos de hy;

hi; = x] (XTWX) !x;.

contra os valores ajustados sao mais informativos do que os graficos de h;;

contra a ordem das observagoes.
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Estudos de Monte Carlo desenvolvidos por Svetliza (2002) (ver também
Svetliza e Paula, 2003) indicam boa concordancia entre o residuo componente

do desvio R
PR d*(yis Mi)
D, = —F/——

V1—hi

com a distribuicao normal padrao, em que

N o 1/2
+1/2 |¢log Z_j:f;} + yilog{%}] se y; > 0;

d"(yi; fu) = N
+/2 |plog W}] se y; = 0.

Para extrairmos a quantidade d(y;; f1;) do objeto fit.bn devemos fazer
o seguinte:
d = resid(fit.bn, type= ‘‘deviance").
Uma versao da distancia de Cook aproximada é dada por
-2
LD; = mT P
em que 7p, = (y; — ;) /+/Var(Y;) e Var(V;) = p; + 42 /¢. A quantidade rp, é
obtida no R através do comando
rp = resid(fit.bn, type=‘‘pearson").
O gréafico de LD; contra as observagoes ou valores ajustados pode reve-
lar pontos influentes nas estimativas 3 e ¢. Svetliza (2002) desenvolveu as

expressoes matriciais para a obtencao de £,,,, para 3 e ¢.

4.3.5 Selecao de modelos

Similarmente aos modelos lineares generalizados, pelo critério de Akaike de-
vemos encontrar um submodelo para o qual a quantidade abaixo seja mini-

mizada

AIC = D*(y; i) + 2p.
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Devemos acionar no R os seguintes comandos:
library (MASS)
stepAIC(fit.model).
Aqui fit.model denota o objeto com o modelo binomial negativo ajus-

tado.

4.3.6 Aplicacoes
Estudantes australianos

Venables e Ripley (1999, Caps. 6 e 7) apresentam os resultados de um estudo
sociolégico desenvolvido na Australia com 146 estudantes de 82 série e ensino
médio com o objetivo de comparar a auséncia na escola segundo os seguintes
fatores: ano que o estudante estd cursando (1: 8% série, 2: 12 ano do ensino
médio, 3: 22 ano do ensino médio, 4: 3% ano do ensino médio), etnia (0:
aborigine, 1: nao aborigine), desempenho escolar (0: insuficiente, 1: sufici-
ente) e sexo (0: masculino, 1: feminino). Para obtermos esses dados no R
devemos acionar o comando library(MASS) e em seguida quine. Uma cépia
desses dados estd disponivel no arquivo quine.txt. Denotamos por Yjjim,
o numero de faltas num determinado periodo referentes ao m-ésimo aluno,
cursando o i-ésimo ano, de etnia j, com desempenho escolar k£ e pertencente
ao (-ésimo sexo, em que i = 1,2,3,4, j,k,/ =1,2e m=1,...,144. Vamos

supor que Yijrem ~ BN(pijne, ), em que
logpijre = o+ Bi + 7j + 0k + O,

com 1 =0,v =0, =0ef; =0. Assim, temos um modelo casela de
referéncia em que (5, B3 e 54 denotam os incrementos do primeiro, segundo
e terceiro ano do ensino médio, respectivamente, em relacao a 8% série, 7

é a diferenca entre os efeitos do grupo nao aborigine com relacao ao grupo
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aborigine, d5 denota a diferenca entre os efeitos dos grupos com desempenho
suficiente e insuficiente e 6 é a diferenca entre os efeitos do sexo feminino e
masculino.
Tabela 4.6
Estimativas de mdzima verossimilhanga referentes ao modelo

log-linear binomial negativo ajustado aos dados sobre auséncia
escolar de estudantes australianos.

Efeito Modelo 1 E/E.Padrao Modelo 2 E/E.Padrao
Intercepto 2,895 12,70 2,628 10,55
Etnia -0,569 -3,72 0,131 0,38
Sexo 0,082 0,51

Ano2 -0,448 -1,87 0,178 0,56
Ano3 0,088 0,37 0,827 2,61
Ano4 0,357 1,44 0,371 1,11
Desemp 0,292 1,57

Etn*Ano2 -0,991 -2,26
Etn*Ano3 -1,239 -2,78
Etn*Ano4 -0,176 -0,38
) 1,275 7,02 1,357 7.80

Na Tabela 4.6 temos as estimativas de maxima verossimilhanca com os
respectivos erros padrao aproximados. O desvio do modelo ajustado (modelo
1) foi de D*(y; fx) = 167,95 (139 graus de liberdade). Notamos que os fatores
sexo e desempenho escolar nao sao significativos a 10%, sendo portanto reti-
rados do modelo. Contudo, notamos a necessidade de inclusao da interacao
ano*etnia no novo modelo. O valor da estatistica da razao de verossimi-
lhancas nesse caso é de {gy = 11,16 (P=0,0109). As novas estimativas sao
também apresentadas na Tabela 4.6. O desvio do novo modelo (modelo 2)
foi de D*(y; ) = 167,84 (138 graus de liberdade). A Figura 4.5 apresenta as
médias ajustadas do modelo final. Podemos notar que o grupo nao aborigine
tem em geral um n¢ médio menor de dias ausentes. A maior média é ob-

servada para estudantes do grupo aborigine cursando o 22 do ensino médio
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e o menor valor médio é observado para estudantes do grupo nao aborigine

cursando o 12 do ensino médio.

Valore Ajustado
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Figura 4.5: Valores médios estimados pelo modelo log-linear binomial nega-
tivo ajustado aos dados sobre auséncia escolar de estudantes australianos.

Verificamos também, neste estudo, como fica o ajuste através de um mo-
delo log-linear de Poisson. Temos nas Figura 4.6a e 4.6b os graficos normais
de probabilidades para os dois ajustes e notamos uma clara superioridade do
modelo log-linear com resposta binomial negativa. O modelo log-linear de
Poisson apresenta fortes indicios de sobredispersao com os residuos cruzando

o envelope gerado. Isso é justificado pelo valor do desvio D*(y; 1) = 1597, 11
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(138 graus de liberdade).

Componente do Desvio
Componente do Desvio

Percentil da N(0,1) Percentil da N(0,1)
@) (b)

Figura 4.6: Graficos normais de probabilidades referentes ao modelo log-
linear de Poisson (a) e ao modelo log-linear binomial negativo (b) ajustados
aos dados sobre auséncia escolar de estudantes australianos.

Nas Figuras 4.7a a 4.7d sao apresentados alguns graficos de diagnoéstico.
Na Figura 4.7a em que sao apresentados os valores de h;; nenhum dos 8 grupos
formados sao destacados como alavanca. Ja pela Figura 4.7b notamos pelo
menos trés pontos com mais destaque como influentes em B, sao os alunos
#72, #104 e #36. Os trés alunos tém varios dias ausentes, respectivamente,
67,69 e 45. O aluno #72 é nao aborigine e estava cursando a 8 série. O aluno
#104 ¢é também nao aborigine, porém estava cursando o 32 ano, enquanto
o aluno #36 ¢é aborigine e estava também cursando a 8% série. Pela Figura
4.7c notamos dois pontos com mais destaque como aberrantes, #98 e #61.
Esses alunos nao tiveram faltas, estavam cursando o 3¢ ano, um ¢é aborigine
(#61) e o outro (#98) é nao aborigine. Em geral os pontos aberrantes desse

exemplo referem-se a alunos sem nenhuma falta. A retirada desses pontos
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nao altera os resultados inferenciais. Finalmente, a Figura 4.7d indica que a

escolha da ligacao logaritmica nao parece ser inadequada.
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Figura 4.7: Graficos de diagnostico referentes ao modelo binomial negativo
ajustado aos dados sobre auséncia escolar de estudantes australianos.

Demanda de TV a cabo

Na Tabela 4.7 é apresentado um conjunto de dados sobre a demanda de TVs
a cabo em 40 areas metropolitanas dos EUA (Ramanathan, 1993). Esses
dados estao também disponiveis no arquivo tvcabo.txt. Foram observadas,

para cada drea, o numero de assinantes (em milhares) de TV a cabo (nass),
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Tabela 4.7
Demanda de TV a cabo em 40 dreas metropolitanas dos EUA.

Nass  Domic Perc Percap Taxa Custo Ncabo Ntv

105 350 30,000 9839 14,95 10 16 13
90 255,631 35,207 10606 15 7,5 15 11
14 31 45161 10455 15 7 119
11,7 34,840 33,582 8958 10 7 22 10
46 153434 29,980 11741 25 10 20 12

11217 26,621 42,136 9378 15 7,66 18 8
12 18 66,667 10433 15 75 12 8

6,428 9,324 68,940 10167 15 7 177
20,1 32 62,813 9218 10 5.6 10 8
8,5 28 30,357 10519 15 6.5 6 6
1,6 8 20,000 10025 175 7,5 8 6
1,1 5 22,000 9714 15 8,95 9 9

4,355 15204 28,644 9294 10 7 77

78,910 97,889 80,612 9784 24,95 9,49 12 7
19,6 93 21,075 8173 20 7,5 9 7
1 3 33,333 8967 9,95 10 13 6
1,65 26 63462 10133 25 7,55 6 5
134 18284 73288 9361 155 6,3 11 5

18,708 55 34,015 9085 15 7 16 6
1,352 1,7 79,529 10067 20 5.6 6 6
170 270 62,963 8908 15 8,75 15 5

15,388 46,540 33,064 9632 15 8,73 9 6

6,555 20,417 32,106 8995 595 5095 10 6
40 120 33,333 7787 25 6,5 10 5
199 46,30 42,807 8890 15 75 9 7
2,45 145 16,807 8041 995 6,25 6 4

3,762 95 39,600 8605 20 65 6 5

24882 81,98 30,351 8639 18 7,5 8 4

21,187 39,7 53,368 8781 20 6 9 4

3487 4,113 84,780 8551 10 6,85 11 4
3 8 37,500 9306 10  7.95 9 6
42,1 99,750 42,206 8346 9,95 5,73 8 5

20,350 33,379 60,966 8803 15 75 8 4

23,15 355 65211 8942 175 65 8 5

9,866 34,775 28,371 8591 15 825 11 4

42,608 64,840 65,713 9163 10 6 11 6

10,371 30,556 33,941 76838 20 7.5 8 6

5,164 16,5 31,297 7924 14,95 6,95 8 5

31,150 70,515 44,175 8454 9,95 7 10 4

18,350 42,040 43,649 8429 20 7 6 4




o numero de domicilios (em milhares) na area (domic), a porcentagem de
domicilios com TV a cabo (perc), a renda per capita (em USD) por domicilio
com TV a cabo (percap), a taxa de instalacao de TV a cabo (taxa) em USD, o
custo médio mensal de manutencao de TV a cabo (custo) em USD, o niimero
de canais a cabo disponiveis na drea (ncabo) e o nimero de canais nao pagos

com sinal de boa qualidade disponiveis na area (ntv).

Componente do Desvio
2
Componente do Desvio

Percentil da N(0,1) Percentil da N(0,1)
(@) (b)

Figura 4.8: Graficos normais de probabilidades referentes aos modelos log-
linear de Poisson(a) e log-linear binomial negativo (b) ajustados aos dados
sobre demanda de TV a cabo.

Como sao dados de contagem podemos pensar inicialmente num modelo
de Poisson em que nass; denota o niimero de assinantes na i-ésima regiao tal

que nass; ~ P(u;), em que
logu; = a + [ydomic; 4+ Papercap, + Bstaxa; + Bscusto; + Bsncabo; + Bentv;

parai = 1,...,40. No entanto, o ajuste do modelo forneceu desvio D(y; f1) =

225 para 33 graus de liberdade indicando fortes indicios de sobredispersao,
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que é confirmado pelo grafico normal de probabilidades da Figura 4.8a. Ten-
tamos entdo um modelo binomial negativo em que nass; ~ BN(u;,¢). O
grafico normal de probabilidades (Figura 4.8b) bem como o desvio D*(y; 1) =
42, 35 fornecem indicios de ajuste adequado. No entanto, pela Figura 4.9,
notamos uma &drea altamente influente (observacao #14) e outra drea com
moderada influéncia (observagao #1). A drea #14 apresenta custos altos de

instalagao e manutencao de TV a cabo, porém um alto indice de assinantes.
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Figura 4.9: Graficos de diagndstico referentes ao modelo log-linear binomial
negativo ajustado aos dados sobre demanda de TV a cabo.

A drea #1 tem um baixo indice de assinantes com grande oferta de canais
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a cabo e canais nao pagos de boa qualidade. As estimativas dos coeficientes
com todos os pontos e eliminando as observagoes mais discrepantes (1 e 14)
sao apresentadas na Tabela 4.8. Como podemos observar ha indicios de
que quatro coeficientes (percap, taxa, ncabo e ntv) sdo marginalmente nao
significativos a 10%. Aplicamos entao o teste da razao de verossilhancas
para testarmos Hg : By = 3 = 05 = B¢ = 0 contra pelo menos um parametro
diferente de zero que forneceu o valor gy = 2,50 para 4 graus de liberdade
(P=0,64), indicando pela nao rejeigdo da hipétese nula. Isso significa que
as duas observagoes discrepantes sao responsaveis pela significancia de trés
desses coeficientes que aparecem significativos marginalmente com todos os
pontos, bem como pelo aumento da sobredispersao uma vez que a estimativa
de ¢ cresce com a eliminacao das duas areas.
Tabela 4.8

Estimativas de mdzrima verossimilhanga referentes do modelo log-linear
binomial negativo ajustado aos dados sobre demanda de TV a cabo.

Efeito Todos pontos E/E.Padrao Sem 1 e 14 E/E.Padrao
Intercepto 2,437 1,99 3,608 3,34
Domic 0,013 8,24 0,014 9,69
Percap 6 x 107° 0,42 —2x1076 -0,01
Taxa 0,041 1,84 0,010 0,50
Custo -0,207 1,95 -0,266 -2,69
Ncabo 0,067 2,01 0,050 1,63
Ntv -0,135 1,84 -0,071 -1,02
¢ 3,311 3,49 5,060 2,89

Portanto, um modelo mais recomendado envolveria apenas as variaveis
explicativas domic e custo, ou seja, com parte sitematica dada por logu; = a+
B1domic; 4+ Bycusto;. O desvio desse modelo fica dado por D*(y; 1) = 41,05
para 35 graus de liberdade (P= 0,22), indicando um ajuste adequado. As
novas estimativas sem as dreas #1 e # 14 (erro padrao aproximado) ficam

dadas por & = 3,620(0,637), B = 0,015(0,001), By = —0,242(0,091) e
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¢ = 4,54(1,51).
Portanto, pela estimativa de (4, se o custo mensal de manutencao au-
mentar de USD 1 esperamos uma reducao aproximada de 22% no ntimero de

assinantes com TV a cabo na area.

4.3.7 Sobredispersao e quase-verossimilhanca

De uma forma geral o fenémeno de sobredispersao sugere que a variancia de
Y seja dada por Var(Y) = o2, em que 02 > 1. Uma maneira mais simples
de resolvermos o problema ¢é ajustarmos um modelo log-linear de Poisson aos

dados e estimarmos o2

separadamente (método de quase-verossimilhanca),
por exemplo, usando a estimativa proposta por Wedderburn (1974), dada

por

R LIl LV T (47)

i1 Hi
em que ji; = exp(xiTB). Algumas quantidades, tais como a matriz de variancia-
covariancia assintotica de ,@, o desvio, residuos etc, deverao ser corrigidos de
maneira similar ao caso tratado na Secao 3.6.14. Finalmente, podemos pen-
sar na aplicacao de modelos mais gerais de quase-verossimilhanca que serao

discutidos no Capitulo 5.

Aplicagao

Como ilustragao, vamos considerar os dados descritos na Tabela 4.9 (Mec-
Cullagh e Nelder, 1989, Se¢ao 6.3.2) e também no arquivo navios.txt em
que avarias causadas por ondas em navios de carga sao classificadas segundo
o tipo do navio (A-E), ano da fabricagao (1:1960-64, 2:1965-69, 3:1970-74 e
4:1975-79) e periodo de operagao (1:1960-74 e 2:1975-79).
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Tabela 4.9
Distribuicao de avarias em navios de
carga sequndo o tipo do navio, ano de
fabricacao periodo de operacdo
e total de meses em operacao.

Tipo Ano Periodo Meses Avarias

127
63
1095
1095
1512 6
3353 18
2244 11
44882 39
17176 29
28609 58
20370
7064
13099
7117
1179
952
781
676
783
1948
274
251
105
288
192
349
1208
2051
45
789
437
1157
2336 2161
2 542
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