Valoracao e forma disjuntiva normal

Rogério Augusto dos Santos Fajardo

Usaremos a notacao L para o conjunto das férmulas da légica proposicional e por
P o conjunto das férmulas atomicas.

Uma valoragdo é uma funcao V : L — {0, 1} que satisfaz as seguintes proprie-
dades, para todos A e B pertencentes a L:

o V(-A)=1-V(A);

V(AN B) =1 se, e somente se, V(A)=1e V(B) =

( )
V(AV B) =1 se, e somente se, V(A) =1ou V(B) =1,
V(A — B) =1 se, e somente se, V(A) =0ou V(B) = 1;
(

V(A < B) =1 se, e somente se, V(A) = V(B).

Uma férmula A é dita tautologia se V(A) = 1, para toda valoragdo V. Uma
férmula A ¢é dita contradi¢ao se V(A) = 0, para toda valoragao V. Se A nao é tauto-
logia nem contradicao, dizemos que A é uma contingéncia. Note que A é contingéncia
se, e somente se, existe uma valoracao V' tal que V(A) = 1 e outra valoragao V' tal
que V'(A) = 0.

Dizemos que uma férmula A é verdadeira mediante uma valoragao V se V(A) = 1,
e falsa mediante uma valoracao V' se V(A) = 0.

H4& trés teoremas principais sobre a semantica da légica proposicional. Os dois
primeiros justificam o método da tabela verdade. O terceiro oferece uma espécie de
“engenharia reversa” da tabela verdade, mostrando como escrever uma férmula na
forma disjuntiva normal.

Teorema 1 Sev: P — {0,1} € uma func¢ao, existe uma unica valora¢ao V' tal que
V]p =w, isto é, V(p) = v(p), para todo p € P.

Demonstracao: A parte da unicidade é mais simples e pode ser provada por
indugao na complexidade da férmula. A saber: se V e V' sao valoragoes tais que
Vp = V) = v, prova-se que o conjunto X = {A € L : V(A) = V'(A)} é indutivo e,
portanto, igual a X. Os detalhes sao deixados como exercicio.

Mostaremos a existéncia.

Sendo L,, o conjunto das férmulas de grau menor ou igual a n, definiremos V,, :
L, — {0,1} recursivamente. Tomamos Vj = v (o que faz sentido, pois Ly = P.
Suponha definida V,,. Definiremos V,,1 : L,+1 — {0,1} do seguinte modo: se
A € L, definimos V,,11(A) = V,(A); se A € L1 \ L, é da forma (B A C), temos
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B,C € L, e definimos V,,11(A) = 1, se V,(B) = 1e V,(C) = 1, e V,51(A) = 0,
caso contréario; se A € L1 \ L, é da forma (—=B), ou (BV C), ou (B — (), ou
(B < C), a definicao de V,,41(A) é andloga, usando a definigdo de valoracdo para
cada conectivo.

Note que o teorema da unicidade da representacao de férmulas é essencial para
que V,, 11 esteja bem definida a partir de V,,, pois é necesséario que A, como acima,
nao possa ter duas representacoes diferentes. Note ainda que V,, C V1, para todo
n. Tome V = [J{V,, : n € A}. Temos que V é uma funcao de L em {0,1} e é uma
valoracao. Os detalhes sao deixados para o leitor verificar.

Esbog¢o de uma demonstragao alternativa (e mais rigorosa): Defina V' como a
intersecgao de todas as relagoes R C L x {0, 1} que satisfazem as seguintes proprie-
dades:

gR;

Se (A,i) € R, entao ((—A),1 —1i) € R;

o Se {(A,1),(B,j)} C R, entdo (AAB),i-j) € R

o Se {(A,i),(B,j)} C R, entdo (AV B),1—(1—i)-(1—7)) € R;
e Se {(A,i),(B,§)} C R, entdo (A — B),1—i-(1—j)) € R;

o Se {(A,i),(B,i)} C R, entdo ((A ¢ B),1) € R;

o Se {(A,4),(B,1—1i)} C R, entio ((A ¢ B),0) € R.

Note que essa cole¢ao é nao vazia porque R = L x {0, 1} satisfaz as propriedades
acima. Analogamente ao que provamos ao definir grau de complexidade de férmula,
prova-se que V' é uma fun¢ao de dominio L, imagem contida em {0,1} e que é uma
valoracao.

Lembrando que Subf(A) indica o conjunto das subférmulas de A, o préximo
teorema diz que a valoracao de uma férmula depende apenas de seus valores nas
subférmulas atomicas.

Teorema 2 Sejam V' e V' duas valoracoes e A uma formula. Se V|pasupa) =
vl|PﬂSubf(A) entao V(A) = V/(A)

Demonstracao: Provaremos o teorema por indugao na complexidade da férmula
A. Isto é, fixando V e V', provaremos que o conjunto de todas as féormulas A que
satisfazem o enunciado do teorema é indutivo.

E imediato que o teorema é verdadeiro quando A é uma formula atomica. Isso
porque, nesse caso, P N Subf(A) = {A}, de modo que o enunciado do teorema
torna-se trivial, nesse caso.

Suponha que o teorema seja verdadeiro para as formulas A e B, e seja C a
férmula (A A B). Mostremos que C' satisfaz o teorema. Suponha que vale a hip6tese
Vi pasusc) = V'|pasusc)- Pela definicao de subférmulas, temos que Subf(C) =
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{C}USubf(A) U Subf(B). Em particular, (P N Subf(A)) C (PN Subf(C))e (PN
Subf(B)) C (PNSubf(C)). Logo, temos V|prsubsa) = V' prsubs(a) € VIpasus() =
V' prsubf(p)- Portanto, pela hipdtese indutiva, temos V(A) = V/'(A) e V(B) = V'(B).
Da definigao de valoracao segue que V(A A B) = V/(A A B), isto é, V(C) = V'(C).
Nos outros casos — quando C' é da forma —=A, AVB, A — B ou A <> B — o argumento
¢ 0 mesmo. |

Vejamos como esses dois teoremas servem como fundamentacao tedrica para o
método da tabela verdade.

Cada linha da tabela verdade construida para uma férmula A corresponde a uma
fungao de {pg,,...,pk,} em {0,1}, onde (pg,)1<i<n s@0 as subférmulas atomicas de
A. Note que existem infinitas valoragoes (na verdade, um conjunto infinito nao enu-
meravel de valoragoes!), de modo que seria impossivel testarmos todas as valoragoes.
Mas o Teorema 2 nos diz o que ja4 nos parecia Obvio: nao interessa, para fins de
avaliar os possiveis valores de uma formula, o valor das férmulas atomicas que nao
constam na férmula. Podemos entender cada linha da tabela verdade como uma
classe de equivaléncia das valoragoes que sao iguais nas subférmulas atomicas de A.
Entao, enquanto temos infinitas nao enumeraveis valoracoes, temos apenas 2" classes
de equivaléncia de valoragoes, sendo n o nimero de subférmulas atomicas de A.

Quando verificamos que uma férmula A é tautologia (ou contradi¢ao) através da
tabela verdade, testamos apenas uma quantidade finita de valoracoes, e usamos o Te-
orema 2 para justificar por que podemos concluir que todas as valoracoes atribuem o
valor verdadeiro a férmula A. Tudo bem, poderiamos justificar que nao precisariamos
usar o teorema nesse caso, pois quando provamos que uma linha atribui o valor verda-
deiro ja estamos argumentando, implicitamente, que qualquer valoracao que assume
aqueles valores nas férmulas atomicas atribui o valor verdadeiro a A. E, assim, o
método da tabela verdade testa de fato todas as valoragoes, pois em cada linha se
aplica o argumento para todas as valoragoes de uma classe de equivaléncia. De fato,
o teorema nao é necessario para uma prova ad hoc, ou seja, aplicada especificamente
a uma férmula. Mas serve para provar que o método da tabela verdade sempre ira
funcionar (pelo menos, por enquanto, nos casos em que da tautologia ou contradi¢ao)
em qualquer férmula.

Por outro lado, quando a férmula A é uma contingéncia, precisamos do Teorema 1
para chegarmos a tal conclusao rigorosamente, a partir do método da tabela verdade.
Note que, para A ser uma contingéncia, basta que uma linha da tabela verdade seja
verdade e que outra linha seja falsa !. Mas como saber se cada linha dessa corresponde
a uma valoragao? Uma funcao de {pg,,...,pr,} em {0,1} se estende facilmente a
uma fungdo de P em {0,1} (por exemplo, assumindo o valor 0 em todas as outras
férmulas atomicas). E pelo Teorema 1 se estende a uma valoragdo. Assim, a uma
linha da tabela verdade que marca uma férmula como verdadeira (ou falsa) existe,
de fato, uma valoracao associada mediante a qual a férmula é verdadeira (ou falsa).

Logo, se vocé estiver resolvendo um exercicio que pede apenas para decidir se a férmula é
tautologia, contradigao ou contingéncia, caso ache duas linhas que atribuam valores diferentes vocé
nao precisa completar a tabela verdade.



Formulas equivalentes e forma disjuntiva normal Duas férmulas A e B sao
equivalentes se para toda valoracao V temos V(A) = V(B). Ou seja, A e B sao equi-
valentes se A <> B é uma tautologia. Utilizamos a notagao A = B quando dizemos
que A e B sao equivalentes. E facil verificar que = é uma relacao de equivaléncia no
conjunto das féormulas da légica proposicional.

Note que = é um simbolo metalinguistico, e nao um simbolo da légica proposici-
onal. Nao confundir, portanto, com a notacao A <+ B, que representa uma férmula
(omitindo os parénteses externos — é normal na notagdo omitirmos parénteses que,
apesar de constarem nas regras, nao comprometem a unicidade de representagao caso
sejam omitidos). Por exemplo: estd errado dizer “Concluimos que A < B”, pois
falta um verbo nessa segunda oracao. Devemos, em vez disso, dizer “Concluimos que
A = B”, ou “Concluimos que A <+ B é uma tautologia”.

Citaremos a seguir algumas equivaléncias importantes, que mostram como po-
demos definir alguns conectivos a partir de outros. Essas equivaléncias podem ser
facilmente verificadas via tabela verdade. As duas primeiras equivaléncias sao conhe-
cidas como leis de De Morgan. Omitimos alguns parénteses para facilitar a escrita.

ANB==((=A)V (=B));

AV B =~((=A) A (—B));

e A= B=(-A)V B;

e AVB=(-A) — B;

e A»B=((A— B)N(B— A)).

Aplicando essas equivaléncias recursivamente através das subférmulas, temos o
seguinte resultado: toda formula é equivalente a alguma férmula que sé possui, como
conectivos, — e V. De fato, basta usar a primeira, terceira e quinta equivaléncia para
substituir todos os conectivos A, — e <> usando apenas — e V. Usando as outras
equivaléncias podemos, provamos também que podemos reduzir aos conectivos — e
A ou também aos conectivos = e —. No entanto, como vocés podem ver na primeira
lista de exercicios, nao é possivel suprimir o conectivo = nem reduzir apenas aos
conectivos — e <.

Uma pergunta que podemos fazer nesse aspecto é: seria possivel definir outros
conectivos (sejam unérios, bindrios ou com mais de dois parametros) que nao sao
possiveis definir a partir dos conectivos que estabelecemos? Em outras palavras: te-
mos a maior expressividade possivel com os conectivos que definimos? Essa pergunta,
claro, precisa de melhor formalizacao (que iremos ver mais pra frente usando légica
de primeira ordem). Mas mostraremos que podemos, de certo modo, “inverter” o
processo da tabela verdade, criando uma férmula a partir de uma quantidade finita
de variaveis proposicionais decidindo se linha da tabela verdade devera ser verdadeira
ou falsa. Além disso, a férmula que criaremos segue um formato especifico, que torna
muito facil a verificacao de sua tabela verdade, conforme a seguinte definicao:

Definigao 3 (Forma disjuntiva normal) Dizemos que uma férmula A é disjun-
tiva normal (alternativamente, estd na forma disjuntiva normal) se satisfaz as se-
guintes condicoes:



1. A nao possui outros conectivos além de =, A e V;
2. Se B A C é subformula de A, entao B e C' nao possuem o conectivo V;
3. Se —B é subférmula de A, entao B é atomica.

Ou seja, as férmulas na forma disjuntiva normal sao da forma A; V...V A,,
onde cada A; é da forma By A... A B,,, onde cada B; é uma férmula atomica ou sua
negacao.

Teorema 4 Sejam py,, ..., Dk, formulas atomicas e seja X um conjunto de fungoes
de {pk,, ... ok, em {0,1}. Entdo eziste uma formula A na forma disjuntiva normal
tal que A € verdadeira para uma valoracdo V se, e somente se, a restri¢cao deV a essas
formulas atomicas pertence a X. Isto €, se existe f em X tal que f(pg,) = V(ps,),
para todo i entre 1 en.

Demonstracao: Se X for vazio, tomemos A a féormula p A =p. Suponhamos X
nao vazio e escrevamos X = {fi,..., fi,}. Para cada j € {1,...m} definimos A; =
B} A ... A B}, onde cada Bj é py,, se fi(pr,) = 1, € =px,, se fi(pr,) = 0. Defina A
como a formula Ay V...V A,,.

Suponhamos que V(A) = 1, para uma valoragao V. Isso significa que V' (4;) = 1,
para algum 7, o que implica que V(Bj"-) = 1, para todo i € {1,...,n}. Quando
fi(pr;) = 1, temos que B; é py, e, portanto, V(py,) = 1. Quando f;(pk,) = 0, temos
que B} é —py, e, portanto, V(pg,) = 0.

Reciprocamente, se V(py,) = fj(pr;), para algum j € {1,...,m} e todo i €
{1,...,n}, temos, pelo mesmo argumento, V(B}) = 1 e, portanto, V(A) = 1, como
queriamos provar. O

Observe que a demonstracao acima formaliza o processo que descrevemos ante-
riormente para obtermos uma férmula disjuntiva normal a partir da tabela verdade.
As funcoes pertencentes a X representam as linhas em que a férmula é marcada como
verdadeira.

Como conseguimos uma férmula disjuntiva normal para cada tabela verdade,
entao, dada uma férmula qualquer, obtemos outra, na forma disjuntiva normal, que
possui a mesma tabela verdade.

Corolario 5 Toda formula proposicional é equivalente a alguma formula na forma
disjuntiva normal.

Demonstracao: Seja B uma férmula e tome F' o conjunto das subférmulas atomicas
de B. Defina
X ={V]|p: V évaloragao e V(B) = 1},

lembrando que V|p denota a fungao de F' em {0, 1} dada pela restricao de V' a F.
Pelo Teorema 4 existe uma férmula A na forma disjuntiva normal tal que, para toda
valoracao V, temos V(A) = 1 se, e somente se, V|p € X.

Seja V' uma valora¢do. Vamos mostrar que V(A) = V(B). Para isso, mostrare-
mos que V(B) =1 se, e somente se, V(A) = 1. Suponha que V(B) = 1. Temos, por



definigao de X, que V|r € X. Logo, V(A) = 1, por definigdo de A. Reciprocamente,
suponha que V(A) = 1. Temos V|p € X. Isso significa que existe uma valoragao V'
tal que V/(B) =1e V'|p = V|p. Como F é o conjunto das subférmulas atomicas de

B, do Teorema 2 segue que V(B) = V/(B) = 1. g

Observagao sobre a nomenclatura. Quando trabalhamos com algebras de Lin-
denbaum, consideramos, no lugar do conjunto das férmulas da linguagem da logica
proposicional, o conjunto das classes de equivaléncia das férmulas, dada pela relagao
de equivaléncia usual entre formulas. Nessa abordagem, indentificamos férmulas
equivalentes como iguais. Por isso, quando dizemos que uma férmula estd na forma
disjuntiva normal estamos dizendo que aquela, na verdade, é uma representacao na
forma disjuntiva normal daquela classe de equivaléncia. Por exemplo, do ponto de
vista de dlgebras de Lindenbaum, as férmulas =(p <> q) e ((—p) Aq) V (p A (—q)) s@o
a mesma, porque sao equivalentes. Entao dizemos que ((—=p) A q) V (p A (—q)) é uma
representa¢ao na forma disjuntiva normal da férmula —(p < q).



