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Capítulo 1

Introdução

Problemas de otimização 
ombinatória têm apli
ações nas mais diversas áreas, in
luindo, por

exemplo, projeto de redes de tele
omuni
ação, de 
ir
uitos VLSI, empa
otamento de objetos

em 
ontainers, es
alonamento e roteamento de veí
ulos, et
. Vários destes problemas são re
o-

nhe
idamente difí
eis � NP-difí
eis � e algoritmos de aproximação [10, 18, 3℄ são uma forma

de ata
á-los que têm re
ebido bastante atenção dentro de otimização 
ombinatória na última

dé
ada.

Dentre as várias té
ni
as de projeto de algoritmos de aproximação, uma se desta
a por sua

elegân
ia e versatilidade: o método primal-dual de aproximação. So�sti
ado, tal método deriva-

se do método primal-dual 
lássi
o, que originou algoritmos exatos para problemas de �uxo em

redes, de emparelhamento, de 
aminhos mais 
urtos.

O algoritmo de Bar-Yehuda e Even [2℄, de 1981, para o problema da 
obertura por vérti
es, foi

o primeiro uso (ainda que implí
ito) do método de aproximação primal-dual. Foram os trabalhos

de Agrawal, Klein e Ravi [1℄ e de Goemans e Williamson [8℄, da dé
ada de 90, que retomaram e

formalizaram o uso do método para o projeto de algoritmos de aproximação. Desde a publi
ação

desses trabalhos, vários outros apare
eram, tratando de problemas diferentes [4, 7, 9, 12, 11, 15℄

ou de implementações alternativas que tornam o método mais e�
iente [5, 6, 13℄.

Apresentaremos aqui algumas das implementações do método de aproximação primal-dual

apli
ado ao problema da �oresta de Steiner. Ini
ialmente, de�niremos o problema em questão

e daremos uma des
rição do algoritmo de aproximação primal-dual proposto por Goemans e

Williamson para ele [8℄. Após isso, apresentaremos quatro maneiras distintas de implementar

este algoritmo, baseadas nas implementações sugeridas por Goemans e Williamson [8℄, Cole et

al [5℄, Klein [13℄ e Gabow, Goemans e Williamson [6℄, exibindo ainda uma implementação em

CWEB para 
ada uma delas. Ao �nal, serão apresentados alguns resultados obtidos através da

análise experimental dessas implementações.



2 1.1 Notação e 
on
eitos bási
os

Neste 
apítulo, iremos ini
ialmente de�nir a notação e alguns 
on
eitos bási
os que serão

bastante úteis para o desenvolvimento e a 
ompreensão de todo o resto do texto. Após isso,

passaremos a abordar o problema da �oresta de Steiner e alguns resultados de interesse relativos

a este problema. Por �m, diremos algumas palavras sobre literate programming, CWEB e sobre

a plataforma SGB [14℄, 
om o auxílio da qual foram realizadas as implementaçãoes apresentadas

neste texto.

1.1 Notação e 
on
eitos bási
os

1.2 O problema da �oresta de Steiner

Nesta e nas próximas seções, denotaremos o 
onjunto dos vérti
es e o 
onjunto das arestas

de um grafo G por V

G

e E

G

, respe
tivamente. Além disso, denotaremos por Q

�

o 
onjunto dos

ra
ionais não-negativos.

O problema da �oresta de Steiner 
onsiste do seguinte: dados um grafo G, uma função


usto 
 de E

G

em Q

�

e uma 
oleção R de sub
onjuntos de V

G

, en
ontrar uma R-�oresta F que

minimize 
(F ) =

P

e2E

F




e

.

Cada 
onjunto da 
oleção R é 
hamado de 
onjunto de terminais e os vérti
es que não

perten
em aos 
onjuntos de R são 
hamados de vérti
es de Steiner. Uma R-�oresta F é uma

�oresta geradora de G que tem a seguinte propriedade: 
ada 
onjunto de terminais em R se

en
ontra inteiramente 
ontido no 
onjunto dos vérti
es de alguma das 
omponentes de F . Quando

R está implí
ito, dizemos que uma �oresta satisfazendo tal propriedade é uma �oresta de Steiner

de G. Note que podemos assumir que os 
onjuntos de R são dois a dois disjuntos (
aso 
ontrário,

bastaria substituir 
ada par de 
onjuntos que não satisfaz esta restrição pela união dos 
onjuntos

no par).

Não se 
onhe
e um algoritmo e�
iente (polinomial no tamanho da entrada (G, 
, R) ) para

resolver o problema a
ima. Se a 
oleção R 
onsiste em apenas um 
onjunto, o problema se reduz

ao 
onhe
ido problema de Steiner em grafos, o qual é NP-difí
il.

1.3 Literate programming e CWEB

hHeader �les of sf.
 71 i

1

hData stru
tures of sf.
 68 i

hAuxiliary fun
tions 76 i

hSteiner forest 
onstru
tion fun
tions 77 i

hThe main program 209 i
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Capítulo 2

Estruturas de dados

Aqui des
reveremos as estruturas de dados utilizadas nas implementações que veremos a

partir do 
apítulo 4.

hHeader �les of item.
 4 i

3

hData stru
tures of item.
 5 i

hGlobal variables of item.
 7 i

h Internal fun
tions of item.
 9 i

h Itens manipulation fun
tions 6 i

hHeader �les of item.
 4 i �

4

#in
lude <stdlib.h>

#in
lude <stdio.h>

#in
lude "item.h"

Este 
ódigo é usado no blo
o 3.

hData stru
tures of item.
 5 i �

5

stru
t item stru
t f

void �value ;

double(�key )(void �);

void �min ;

g;

Este 
ódigo é usado no blo
o 3.
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h Itens manipulation fun
tions 6 i �

6

void allo
Itens (int n)

f

int i;

if (blo
ks � 10) f

fprintf (stderr ; "\n Overflow!!!\n");

exit (1);

g

if (:blo
ks ) f

I = mallo
((n+ 1) � sizeof (stru
t item stru
t));

for (i = 0; i < n; i

++

) I[i℄:value = I + i+ 1;

I[n℄:value = I;

g

else f

Item new_blo
k = mallo
(n � sizeof (stru
t item stru
t));

blo
k [blo
ks � 1℄ = new_blo
k ;

for (i = 0; i < n� 1; i

++

) new_blo
k [i℄:value = new_blo
k + i+ 1;

new_blo
k [i℄:value = I

~

value ;

I

~

value = new_blo
k ;

g

blo
ks

++

;

g

Veja também blo
os 8, 10, 11, 12, 13, 14 e 15.

Este 
ódigo é usado no blo
o 3.

hGlobal variables of item.
 7 i �

7

int blo
ks = 0;

Item I; blo
k [10℄;

Veja também blo
o 16.

Este 
ódigo é usado no blo
o 3.

h Itens manipulation fun
tions 6 i +�

8

void freeItens ( )

f

stati
 int 
alls = 0;
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alls

++

;

if (
alls � blo
ks ) f

while (blo
ks > 0) f

blo
ks

��

;

free (blo
k [blo
ks ℄);

g

free (I);

g

g

h Internal fun
tions of item.
 9 i �

9

Item allo
Item ( )

f

Item x = I

~

value ;

if (x � I) f

printf ("Item: Overflow!!!\n");

exit (1);

g

I

~

value = x

~

value ;

return x;

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 3.

h Itens manipulation fun
tions 6 i +�

10

void freeItem (Item a)

f

a

~

value = I

~

value ;

I

~

value = a;

g

h Itens manipulation fun
tions 6 i +�

11

Item newItem (void �value ;double(�key )(void �);void �min )

f

Item x = allo
Item ( );
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x

~

value = value ;

x

~

key = key ;

x

~

min = min ;

return x;

g

h Itens manipulation fun
tions 6 i +�

12

void �getValue (Item a)

f

return a

~

value ;

g

h Itens manipulation fun
tions 6 i +�

13

void setValue (Item a;void �value )

f

a

~

value = value ;

g

h Itens manipulation fun
tions 6 i +�

14

double key (Item a)

f

return a

~

key (a

~

value );

g

h Itens manipulation fun
tions 6 i +�

15

Item minItem (Item a)

f

Item min_item = &min ;

min_item

~

value = min_item

~

min = a

~

min ;

min_item

~

key = a

~

key ;

return min_item ;

g

hGlobal variables of item.
 7 i +�

16

stru
t item stru
t min ;
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h item.h 17 i �

17

typedef stru
t item stru
t �Item;

void allo
Itens (int n);

Item newItem (void �value ;double(�key )(void �);void �min );

void �getValue (Item a);

void setValue (Item a;void �value );

double key (Item a);

Item minItem (Item a);

void freeItem (Item a);

void freeItens ( );

2.1 Árvores binárias de bus
a balan
eadas

h bbst.h 18 i �

18

typedef stru
t bbst_stru
t �BalBST;

void BBSTallo
 (int n);

BalBST BBSTinit ( );

BalBST BBSTinsert (BalBST r; Item x; Item �y);

void BBSTtraverse (BalBST r;void(�fun
)(Item item ;void �args [ ℄);void �args [ ℄);

void BBSTdestroy (BalBST r);

void BBSTfree ( );

hHeader �les of bbst.
 20 i

19

hData stru
tures of bbst.
 21 i

hGlobal variables of bbst.
 23 i

h Internal fun
tions of bbst.
 25 i

hTrees manipulation fun
tions 22 i

hHeader �les of bbst.
 20 i �

20

#in
lude <stdlib.h>

#in
lude <stdio.h>

#in
lude "item.h"

#in
lude "bbst.h"

Este 
ódigo é usado no blo
o 19.



10 2.1 Árvores binárias de bus
a balan
eadas

hData stru
tures of bbst.
 21 i �

21

stru
t bbst stru
t f

Item item ;

BalBST l;

BalBST r;

int bal ;

g;

Este 
ódigo é usado no blo
o 19.

hTrees manipulation fun
tions 22 i �

22

void BBSTallo
(int n)

f

int i;

T = mallo
((n+ 1) � sizeof (stru
t bbst stru
t));

for (i = 0; i < n; i

++

) T [i℄:l = T + i+ 1;

T [n℄:l = T ;

g

Veja também blo
os 24, 28, 29, 32 e 33.

Este 
ódigo é usado no blo
o 19.

hGlobal variables of bbst.
 23 i �

23

BalBST T ;

Este 
ódigo é usado no blo
o 19.

hTrees manipulation fun
tions 22 i +�

24

void BBSTfree ( )

f

free (T );

g

h Internal fun
tions of bbst.
 25 i �

25

BalBST allo
Node ( )

f

BalBST x = T

~

l;
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if (x � T ) f

printf ("BBST: Overflow!!!\n");

exit (1);

g

T

~

l = x

~

l;

return x;

g

Veja também blo
os 26 e 27.

Este 
ódigo é usado no blo
o 19.

h Internal fun
tions of bbst.
 25 i +�

26

void freeNode (BalBST x)

f

x

~

l = T

~

l;

T

~

l = x;

g

h Internal fun
tions of bbst.
 25 i +�

27

BalBST newNode (Item item )

f

BalBST x = allo
Node ( );

x

~

l = �;

x

~

r = �;

x

~

item = item ;

x

~

bal = 0;

return x;

g

hTrees manipulation fun
tions 22 i +�

28

BalBST BBSTinit ( )

f

return �;

g

Re
ebe:



12 2.1 Árvores binárias de bus
a balan
eadas

� um item x;

� o nó raiz r de uma árvore binária de bus
a AVL;

� um apontador y para um item.

E faz o que?

Tenta inserir x na árvore de raiz r. O item x somente é inserido 
aso não exista na árvore um

item 
om a mesma 
have que x. Caso já exista um item na árvore que possua a mesma 
have

de x, tal item será armazenado no endereço dado por y. Caso 
ontrário, o 
onteúdo armazenado

em y será �. Ao �nal de sua exe
ução, a função devolve o novo nó raiz da árvore (note que a

raiz de uma árvore AVL pode mudar após a inserção de um novo item).

hTrees manipulation fun
tions 22 i +�

29

BalBST BBSTinsert (BalBST r; Item x; Item �y)

f

stati
 int in
 ;

if (:r) f

in
 = 1;

�y = �;

return newNode (x);

g

else f

if (key (x) � key (r

~

item )) f

in
 = 0;

�y = r

~

item ;

return r;

g

else f

if (key (x) < key (r

~

item )) f

r

~

l = BBSTinsert (r

~

l; x; y);

if (in
) f

swit
h (r

~

bal ) f


ase �1: hCase 1 30 i


ase 0: r

~

bal = �1;

return r;

default: =� in
 == 1 �=

r

~

bal = 0;

in
 = 0;

return r;
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g

g

else return r;

g

else f

r

~

r = BBSTinsert (r

~

r; x; y);

if (in
) f

swit
h (r

~

bal ) f


ase �1: r

~

bal = 0;

in
 = 0;

return r;


ase 0: r

~

bal = 1;

return r;

default: =� in
 == 1 �=

hCase 2 31 i

g

g

else return r;

g

g

g

g

hCase 1 30 i �

30

f

BalBST u = r

~

l;

in
 = 0;

if (u

~

bal � �1) f

r

~

l = u

~

r;

u

~

r = r;

r

~

bal = 0;

u

~

bal = 0;

return u;

g

else f

BalBST v = u

~

r;

u

~

r = v

~

l;

r

~

l = v

~

r;
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a balan
eadas

v

~

l = u;

v

~

r = r;

if (v

~

bal � �1) r

~

bal = 1;

else r

~

bal = 0;

if (v

~

bal � 1) u

~

bal = �1;

else u

~

bal = 0;

v

~

bal = 0;

return v;

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 29.

hCase 2 31 i �

31

f

BalBST u = r

~

r;

in
 = 0;

if (u

~

bal � 1) f

r

~

r = u

~

l;

u

~

l = r;

r

~

bal = 0;

u

~

bal = 0;

return u;

g

else f

BalBST v = u

~

l;

u

~

l = v

~

r;

r

~

r = v

~

l;

v

~

l = r;

v

~

r = u;

if (v

~

bal � 1) r

~

bal = �1;

else r

~

bal = 0;

if (v

~

bal � �1) u

~

bal = 1;

else u

~

bal = 0;

v

~

bal = 0;

return v;

g

g



Estruturas de dados 15

Este 
ódigo é usado no blo
o 29.

hTrees manipulation fun
tions 22 i +�

32

void BBSTtraverse (BalBST r;void(�fun
)(Item item ;void �args [ ℄);void �args [ ℄)

f

if (r) f

BBSTtraverse (r

~

l; fun
 ; args );

BBSTtraverse (r

~

r; fun
 ; args );

(�fun
)(r

~

item ; args );

g

g

hTrees manipulation fun
tions 22 i +�

33

void BBSTdestroy (BalBST r)

f

if (r) f

BBSTdestroy (r

~

l);

BBSTdestroy (r

~

r);

freeNode (r);

g

g

2.2 Heaps de Fibona

i

h fibheap.h 34 i �

34

typedef stru
t fh �FibHeap;

typedef stru
t fh_node �FHnode;

void FHEAPallo
 (int num_heaps ; int num_elems );

FibHeap FHEAPinit ( );

int FHEAPempty (FibHeap H);

FHnode FHEAPinsert (FibHeap H; Item a);

Item FHEAP�ndMin (FibHeap H);

void FHEAPdelMin (FibHeap H);

void FHEAPde
reaseKey (FibHeap H;FHnode x; Item a);
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i

Item FHEAPdelete (FibHeap H;FHnode x);

void FHEAPtraverse (FibHeap H;void(�fun
)(Item item ;void �args [ ℄);void �args [ ℄);

FibHeap FHEAPjoin (FibHeap H1;FibHeap H2);

void FHEAPdestroy (FibHeap H);

void FHEAPfree ( );

hHeader �les of �bheap.
 36 i

35

hGlobal variables of �bheap.
 39 i

hData stru
tures of �bheap.
 37 i

h Internal fun
tions of �bheap.
 41 i

hHeaps manipulation fun
tions 38 i

hHeader �les of �bheap.
 36 i �

36

#in
lude <stdlib.h>

#in
lude "item.h"

#in
lude "fibheap.h"

Este 
ódigo é usado no blo
o 35.

hData stru
tures of �bheap.
 37 i �

37

stru
t fh f

FHnode min ;

g;

stru
t fh node f

Item item ;

FHnode parent ;

FHnode 
hild ;

FHnode right ;

FHnode left ;

long degree_mark ;

g;

Este 
ódigo é usado no blo
o 35.

hHeaps manipulation fun
tions 38 i �

38

void FHEAPallo
(int num_heaps ; int num_elems )

f

int i;
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heaps = mallo
((num_heaps + 1) � sizeof (stru
t fh));

for (i = 0; i < num_heaps ; i

++

) heaps [i℄:min = (FHnode)(heaps + i+ 1);

heaps [i℄:min = (FHnode) heaps ;

nodes = mallo
((num_elems + 1) � sizeof (stru
t fh node));

for (i = 0; i < num_elems ; i

++

) nodes [i℄:parent = nodes + i+ 1;

nodes [i℄:parent = nodes ;

g

Veja também blo
os 40, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 53, 54, 56 e 57.

Este 
ódigo é usado no blo
o 35.

hGlobal variables of �bheap.
 39 i �

39

FibHeap heaps ;

FHnode nodes ;

Este 
ódigo é usado no blo
o 35.

hHeaps manipulation fun
tions 38 i +�

40

void FHEAPfree ( )

f

free (heaps );

free (nodes );

g

h Internal fun
tions of �bheap.
 41 i �

41

FibHeap allo
FibHeap ( )

f

FibHeap x = (FibHeap)(heaps

~

min );

if (x � heaps ) f

printf ("FHEAP: Overflow!!! (heaps)\n");

exit (1);

g

heaps

~

min = x

~

min ;

return x;

g

Veja também blo
os 42, 43, 44, 45, 52, 55 e 58.

Este 
ódigo é usado no blo
o 35.
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i

h Internal fun
tions of �bheap.
 41 i +�

42

void freeFibHeap (FibHeap H)

f

H

~

min = heaps

~

min ;

heaps

~

min = (FHnode) H;

g

h Internal fun
tions of �bheap.
 41 i +�

43

FHnode allo
FHnode ( )

f

FHnode x = nodes

~

parent ;

if (x � nodes ) f

printf ("FHEAP: Overflow!!! (nodes)\n");

exit (1);

g

nodes

~

parent = x

~

parent ;

return x;

g

h Internal fun
tions of �bheap.
 41 i +�

44

void freeFHnode (FHnode x)

f

x

~

parent = nodes

~

parent ;

nodes

~

parent = x;

g

h Internal fun
tions of �bheap.
 41 i +�

45

stati
 void LISTinsert (FHnode a;FHnode b)

f

FHnode 
 = a

~

right ;

b

~

right = 
;




~

left = b;

a

~

right = b;

b

~

left = a;

g
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stati
 void LISTdelete (FHnode b)

f

FHnode a = b

~

left ;

FHnode 
 = b

~

right ;

a

~

right = 
;




~

left = a;

g

stati
 void LIST
on
atenate (FHnode a;FHnode d)

f

FHnode b = a

~

right ;

FHnode 
 = d

~

left ;

a

~

right = d;

d

~

left = a;

b

~

left = 
;




~

right = b;

g

hHeaps manipulation fun
tions 38 i +�

46

FibHeap FHEAPinit ( )

f

FibHeap H = allo
FibHeap ( );

H

~

min = �;

return H;

g

hHeaps manipulation fun
tions 38 i +�

47

int FHEAPempty (FibHeap H)

f

return (H

~

min � �);

g

hHeaps manipulation fun
tions 38 i +�

48

FHnode FHEAPinsert (FibHeap H; Item a)

f

FHnode x = allo
FHnode ( );
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i

x

~

item = a;

x

~

parent = x

~


hild = �;

x

~

degree_mark = 0;

if (:(H

~

min)) f

x

~

left = x

~

right = x;

H

~

min = x;

g

else f

LISTinsert (H

~

min ; x);

if (key (a) < key (H

~

min

~

item )) H

~

min = x;

g

return x;

g

hHeaps manipulation fun
tions 38 i +�

49

Item FHEAP�ndMin (FibHeap H)

f

return H

~

min

~

item ;

g

hHeaps manipulation fun
tions 38 i +�

50

void FHEAPdelMin (FibHeap H)

f

FHnode min = H

~

min ; v;

if (:min ) return;

if (:(min

~


hild ) ^ (min � min

~

right )) f

H

~

min = �;

freeFHnode (min );

return;

g

if (min

~


hild ) f

FHnode x = min

~


hild ;

while (x 6= x

~

right ) f

FHnode y = x

~

right ;

LISTdelete (x);

LISTinsert (min ; x);

x

~

parent = �;
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x = y;

g

min

~


hild = �;

LISTinsert (min ; x);

x

~

parent = �;

g

LISTdelete (min ); =� delete min from the root list �=

v = min

~

right ;

freeFHnode (min );

f

FHnode A[1 + 8 � sizeof (long)℄; =� A[d℄ keeps all roots whi
h have degree d �=

int i; Dn = 1 + 8 � sizeof (long); =� 1 + log(n): maximum number of trees �=

for (i = 0; i < Dn ; i

++

) A[i℄ = �;

do f

int d;

FHnode x = v;

v = v

~

right ;

if (x � v) v = �;

else LISTdelete (x); =� delete x from the root list �=

d = x

~

degree_mark =2; =� d is the degree of x �=

while (d < Dn ^A[d℄) f

FHnode y = A[d℄;

if (key (x

~

item ) > key (y

~

item )) f

FHnode aux = x;

x = y;

y = aux ;

g

f

FHnode f = x

~


hild ;

if (f) LISTinsert (f; y);

else x

~


hild = y

~

left = y

~

right = y;

y

~

parent = x;

x

~

degree_mark += 2; =� in
rement by 1 the degree of x �=

y

~

degree_mark = (y

~

degree_mark � 1)� 1; =� set to 0 the mark of y �=

g

A[d℄ = �;

d

++

;
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i

g

A[d℄ = x

~

right = x

~

left = x;

g while (v);

for (i = 0; :A[i℄; i

++

) ;

A[i℄

~

left = A[i℄

~

right = A[i℄;

H

~

min = A[i

++

℄;

for ( ; i < Dn ; i

++

)

if (A[i℄) f

LISTinsert (H

~

min ; A[i℄); =� insert A[i℄ in the root list �=

if (key (A[i℄

~

item ) < key (H

~

min

~

item )) H

~

min = A[i℄;

g

g

g

hHeaps manipulation fun
tions 38 i +�

51

void FHEAPde
reaseKey (FibHeap H;FHnode x; Item a)

f

FHnode p;

if (:a) a = x

~

item ;

else f

if (key (x

~

item ) < key (a)) return;

x

~

item = a;

g

p = x

~

parent ;

if (p ^ key (a) < key (p

~

item )) f

if (x

~

right � x) p

~


hild = �;

else f

if (p

~


hild � x) p

~


hild = x

~

right ;

LISTdelete (x); =� delete x from the 
hild list of p �=

g

p

~

degree_mark �= 2; =� de
rement by 1 the degree of p �=

LISTinsert (H

~

min ; x); =� insert x in the root list �=

x

~

parent = �;

x

~

degree_mark = (x

~

degree_mark � 1)� 1; =� set to 0 the mark of x �=


as
ading_
ut (H; p);

g

if (key (a) < key (H

~

min

~

item )) H

~

min = x;

g



Estruturas de dados 23

h Internal fun
tions of �bheap.
 41 i +�

52

void 
as
ading_
ut (FibHeap H;FHnode x)

f

FHnode p;

p = x

~

parent ;

if (p) f

if (x

~

degree_mark % 2 � 0) x

~

degree_mark

++

; =� set to 1 the mark of x �=

else f

if (x

~

right � x) p

~


hild = �;

else f

if (p

~


hild � x) p

~


hild = x

~

right ;

LISTdelete (x); =� delete x from the 
hild list of p �=

g

p

~

degree_mark �= 2; =� de
rement by 1 the degree of p �=

LISTinsert (H

~

min ; x); =� insert x in the root list �=

x

~

parent = �;

x

~

degree_mark = (x

~

degree_mark � 1)� 1; =� set to 0 the mark of x �=


as
ading_
ut (H; p);

g

g

g

hHeaps manipulation fun
tions 38 i +�

53

Item FHEAPdelete (FibHeap H;FHnode x)

f

Item item = x

~

item ;

FHEAPde
reaseKey (H;x;minItem (item ));

FHEAPdelMin (H);

return item ;

g

hHeaps manipulation fun
tions 38 i +�

54

void FHEAPtraverse (FibHeap H;void(�fun
)(Item item ;void �args [ ℄);void �args [ ℄)

f

traverse (H

~

min ; fun
 ; args );

g
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i

h Internal fun
tions of �bheap.
 41 i +�

55

void traverse (FHnode r;void(�fun
)(Item item ;void �args [ ℄);void �args [ ℄)

f

FHnode x;

if (r) f

(�fun
)(r

~

item ; args );

traverse (r

~


hild ; fun
 ; args );

for (x = r

~

right ; x 6= r; x = x

~

right ) f

(�fun
)(x

~

item ; args );

traverse (x

~


hild ; fun
 ; args );

g

g

g

hHeaps manipulation fun
tions 38 i +�

56

FibHeap FHEAPjoin (FibHeap H1;FibHeap H2)

f

if (:(H1

~

min)) f

freeFibHeap (H1);

return H2;

g

if (:(H2

~

min)) f

freeFibHeap (H2);

return H1;

g

LIST
on
atenate (H1

~

min ; H2

~

min);

if (key (H1

~

min

~

item ) < key (H2

~

min

~

item )) f

freeFibHeap (H2);

return H1;

g

else f

freeFibHeap (H1);

return H2;

g

g

hHeaps manipulation fun
tions 38 i +�

57
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void FHEAPdestroy (FibHeap H)

f

destroy (H

~

min);

freeFibHeap (H);

g

h Internal fun
tions of �bheap.
 41 i +�

58

void destroy (FHnode r)

f

FHnode x;

if (r) f

destroy (r

~


hild );

x = r

~

right ;

while (x 6= r) f

FHnode z = x

~

right ;

destroy (x

~


hild );

LISTdelete (x);

freeFHnode (x);

x = z;

g

freeFHnode (r);

g

g

2.3 Union-Find

hHeader �les of uf.
 60 i

59

hData stru
tures of uf.
 61 i

hGlobal variables of uf.
 62 i

hDisjoint sets manipulation fun
tions 63 i

hHeader �les of uf.
 60 i �

60

#in
lude <stdlib.h>

Este 
ódigo é usado no blo
o 59.
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hData stru
tures of uf.
 61 i �

61

typedef stru
t set node f

int p;

int size ;

g SetNode;

Este 
ódigo é usado no blo
o 59.

hGlobal variables of uf.
 62 i �

62

SetNode �set ;

Este 
ódigo é usado no blo
o 59.

hDisjoint sets manipulation fun
tions 63 i �

63

void UFinit (int n)

f

int i;

set = mallo
(n � sizeof (SetNode));

for (i = 0; i < n; i

++

) f

set [i℄:p = i;

set [i℄:size = 1;

g

g

Veja também blo
os 64, 65 e 66.

Este 
ódigo é usado no blo
o 59.

hDisjoint sets manipulation fun
tions 63 i +�

64

int UF�nd (int key )

f

int i = key ; j;

while (set [i℄:p 6= i) i = set [i℄:p;

for (j = key ; set [j℄:p 6= j; j = set [j℄:p) set [j℄:p = i;

return i;

g
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hDisjoint sets manipulation fun
tions 63 i +�

65

void UFunion (int key1 ; int key2 )

f

if (set [key1 ℄:size < set [key2 ℄:size ) f

int tmp = key1 ;

key1 = key2 ;

key2 = tmp ;

g

set [key2 ℄:p = key1 ;

set [key1 ℄:size += set [key2 ℄:size ;

g

hDisjoint sets manipulation fun
tions 63 i +�

66

void UFdestroy ( )

f

free (set );

g

h uf.h 67 i �

67

void UFinit (int n);

int UF�nd (int key );

void UFunion (int key1 ; int key2 );

void UFdestroy ( );



28 2.3 Union-Find



Capítulo 3

Método primal-dual de aproximação

As implementações que estudaremos são todas baseadas num algoritmo de aproximação pro-

jetado por Goemans e Williamson [8℄ para o problema. Tal algoritmo utiliza o método de

aproximação primal-dual e é uma 2-aproximação para o problema da �oresta de Steiner.

3.1 Idéia geral do algoritmo

Um 
on
eito fundamental no qual se apóia o algoritmo é o de 
onjunto ativo. Dados um

grafo G e uma 
oleção R de 
onjuntos de terminais, um sub
onjunto S de V

G

é dito ativo se, e

somente se, existe um 
onjunto T em R tal que T \ S 6= ; e T n S 6= ;. Quando S é o 
onjunto

dos vérti
es de alguma 
omponente de uma �oresta F de G, dizemos que tal 
omponente é uma


omponente ativa de F ; 
aso 
ontrário, a 
omponente é dita inativa.

Note que se F é uma R-�oresta de G então, para todo 
onjunto S ativo, E

F

\ Æ(S) 6= ;, onde

Æ(S) é o 
orte determinado por S no grafo G. Assim, podemos enun
iar o problema da �oresta

de Steiner na forma de um programa inteiro, 
omo segue abaixo.

minimize 
x

sob as restrições

P

e2Æ(S)

x

e

� 1, para todo S ativo

x

e

2 f0; 1g, para toda aresta e em E

G

.

Neste programa, x é um vetor indexado por E

G

e 
 é a função 
usto de�nida no problema.

Dada uma �oresta geradora F , o vetor 
ara
terísti
o de F é o vetor x tal que x

e

= 1 para e em

E

F

e x

e

= 0 para e em E

G

nE

F

. Assim, toda �oresta de Steiner do grafo G pode ser interpretada


omo uma solução viável do programa a
ima: dada uma �oresta de Steiner F do grafo G, temos

que o vetor 
ara
terísti
o de F é uma solução viável do programa.
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O programa linear abaixo é uma relaxação linear do programa inteiro.

minimize 
x

sob as restrições

P

e2Æ(S)

x

e

� 1, para todo S ativo

x

e

� 0, para toda aresta e em E

G

.

O dual do programa a
ima é dado a seguir, onde y é um vetor indexado pela 
oleção de todos

os 
onjuntos ativos de G.

maximize

P

S

y

S

sob as restrições

P

S:e2Æ(S)

y

S

� 


e

, para toda aresta e em E

G

y

S

� 0, para todo S ativo.

O algoritmo parte de uma solução viável y do programa dual e de uma �oresta geradora de

G 
ujo vetor 
ara
terísti
o não satisfaz uma ou mais restrições no programa primal (note que,

deste modo, tal �oresta tem uma ou mais 
omponentes ativas). Então, em 
ada iteração, o

algoritmo tenta �melhorar� a solução y, aumentando o valor das posições de y 
orrespondentes às


omponentes ativas da �oresta, até que a restrição do programa dual 
orrespondente a alguma

das arestas do grafo seja satisfeita 
om igualdade. Quando isto o
orre, uma tal aresta é então

in
luída na �oresta e tem iní
io uma nova iteração do algoritmo. No momento em que nenhuma

das 
omponentes da �oresta 
orrente for ativa o algoritmo termina, devolvendo uma sub��oresta

de Steiner minimal 
ontida na �oresta 
orrente. O 
usto da �oresta devolvida pelo algoritmo

nun
a ultrapassa o dobro do 
usto de uma �oresta de Steiner ótima.

A subseção abaixo des
reve, mais detalhadamente, esse algoritmo.

3.2 Des
rição do algoritmo

Cada iteração do algoritmo 
omeça 
om uma �oresta geradora de G que 
ontém pelo menos

uma 
omponente ativa e um vetor y, solução viável do programa dual. Na verdade, y não é

armazenado expli
itamente; ao invés disso, guarda-se o valor da função objetivo dual em y e,

para 
ada vérti
e v do grafo, o número d(v) que é a soma das posições de y 
orrespondentes

às 
omponentes às quais v perten
eu nas �orestas das iterações anteriores (in
luindo a �oresta


orrente). A primeira iteração 
omeça 
om uma �oresta que não 
ontém arestas, sendo 
omposta

por n 
omponentes, onde n =jV

G

j (ou seja, 
ada vérti
e do grafo é uma 
omponente da �oresta).

Além disso, y é igual ao vetor nulo e, assim, d(v) = 0 para todo v 2 V

G

.

Em 
ada iteração, uma aresta externa é in
luída na �oresta; uma aresta externa nada mais

é do que uma aresta que une duas 
omponentes distintas da �oresta. A aresta externa es
olhida
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pelo algoritmo para ser in
luída na �oresta é aquela que apresenta a menor folga dentre todas

as outras (na verdade, pode haver mais de uma tal aresta). O valor da folga de uma aresta uv é


al
ulado da seguinte forma:

� (


uv

� d(u)� d(v))=2, se u e v perten
em a 
omponentes ativas;

� 


uv

� d(u)� d(v), se u ou v, mas não ambos, perten
e a uma 
omponente ativa;

� 1, se u e v perten
em a 
omponentes inativas.

Em 
aso de empate, é dada preferên
ia para arestas que tenham 
ada um dos extremos em

uma 
omponente ativa.

Uma vez que foi es
olhida uma aresta, atualiza-se o 
usto da �oresta (somando-se o 
usto

da aresta in
luída), o valor da função objetivo dual (somando-se a folga da aresta in
luída

multipli
ada pelo número de 
omponentes ativas) e o valor de d(v) para 
ada vérti
e v em uma


omponente ativa (somando-se a folga da aresta in
luída).

O algoritmo pára quando todas as 
omponentes da �oresta estiverem inativas (o que o
orre

após, no máximo, n�1 iterações), devolvendo uma �oresta de Steiner minimal 
ontida na �oresta


orrente.

Abaixo, apresentamos, em pseudo-
ódigo, uma des
rição não muito detalhada do algoritmo.

Algoritmo MinFS(G, R, 
)

1 F  (V

G

, ;)

2 E

ext

 E

G

3 d(v) 0 para 
ada v em V

G

4 enquanto F tem alguma 
omponente ativa faça

5 es
olha a tal que folga(a) = minffolga(a) j a 2 E

ext

g

6 d(v) d(v) + folga(a) para 
ada v em uma 
omponente ativa

7 in
lua a em F

8 E

ext

 E

ext

n fuv 2 E

G

j u e v perten
em a uma mesma 
omponente de Fg

9 seja F

0

uma R-�oresta minimal 
ontida em F

10 devolva F

0

3.3 Implementações

A implementação mais simples do algoritmo de Goemans e Williamson para o problema

da �oresta de Steiner 
onsome tempo O(n

3

), onde n é o número de vérti
es do grafo dado.
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Goemans e Williamson [9℄ men
ionam uma implementação direta do algoritmo que 
onsome

tempo O(n

2

log n). Tal implementação utiliza várias �las de prioridade para tornar mais rápida

a determinação de uma aresta de folga mínima.

Klein [13℄ introduziu uma estrutura de dados que pode ser usada para obter-se uma imple-

mentação do algoritmo de Goemans e Williamson de 
omplexidade O(n

p

m logn), que é mais

rápida que a implementação O(n

2

log n) em grafos esparsos. Aqui, 
omo de 
ostume, m e n

denotam, respe
tivamente, o número de arestas e de vérti
es do grafo.

Gabow, Goemans e Williamson [6℄ propuseram uma outra implementação do algoritmo, que

organiza as �las de prioridade de uma forma diferente e tem 
omplexidadeO(n(n+

p

m log logn)).

A implementação de Cole et al. [5℄ usa uma idéia de subdividir as arestas dinami
amente e

resulta em uma 
omplexidade melhor, sob o 
usto de uma degradação na razão de aproximação

do algoritmo. Espe
i�
amente, tal implementação 
onsome tempo O(k(n+m) log

2

n), onde k é

um parâmetro extra que 
ontrola a degradação da razão de aproximação do algoritmo.

A partir do próximo 
apítulo, faremos uma exposição mais detalhada de 
ada uma dessas

implementações e, para 
ada uma delas, exibiremos uma implementação em CWEB. Desta forma,

vamos apresentar aqui as estruturas de dados que iremos utilizar para representar 
onjuntos de

terminais e �orestas de Steiner nestas implementações.

Cada 
onjunto de terminais é representado por uma estrutura do tipo TermSet. Esta estru-

tura possui um identi�
ador id e um 
ampo 
onne
ted , o qual indi
a se os vérti
es do 
onjunto

estão ou não 
one
tados através das arestas de uma dada �oresta do grafo (
onne
ted � 1 ou


onne
ted � 0, respe
tivamente). Além disso, esta estrutura 
ontém ainda um 
ampo verti
es ,

o qual guarda um apontador para uma lista ligada dos vérti
es que fazem parte do 
onjunto

de terminais, e um 
ampo num_verti
es que guarda o número de elementos nesta lista. Para

per
orrer a lista verti
es , devemos utilizar o 
ampo next_terminal de 
ada vérti
e, o qual guarda

um apontador para o próximo vérti
e na lista. Por �m, o 
ampo next_tset é um apontador para

uma estrutura do mesmo tipo e pode ser utilizado, por exemplo, para a 
riação de listas ligadas

de 
onjuntos de terminais.

#de�ne next_terminal u:V =� next vertex in the linked list verti
es �=

68

#de�ne termset_id v:I =� id of terminal set of the vertex �=

#de�ne num_ts uu :I =� number of terminal sets �=

hData stru
tures of sf.
 68 i �

typedef stru
t ts stru
t f

int id ;

Vertex �verti
es ;

int num_verti
es ;

int 
onne
ted ;
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stru
t ts stru
t �next_tset ;

g TermSet;

Veja também blo
os 70, 73, 106, 110, 112 e 114.

Este 
ódigo é usado no blo
o 1.

No que segue, veremos que algumas vezes será ne
essário determinar o 
onjunto de terminais

ao qual um dado vérti
e perten
e. Desta forma, iremos de�nir aqui a ma
ro TERMSET( ) que

nos será bastante útil nestas situações. Se v é um vérti
e terminal, a operação 
orrespondente

a TERMSET(v) devolve um apontador para o 
onjunto de terminais do qual v faz parte; 
aso


ontrário, o valor 
orrepondente a TERMSET(v) será �.

#de�ne TERMSET(V ) ((V

~

termset_id < 0) ? � : term_sets + V

~

termset_id )

69

A estrutura de dados que representa uma �oresta de Steiner é apresentada abaixo. Cada

uma das funções 
orrespondentes às implementações que apresentaremos a partir do próximo


apítulo devolverá um apontador para uma estrutura deste tipo. O 
ampo edges da estrutura é

um apontador para uma lista ligada 
ontendo as arestas da �oresta. Para per
orrer esta lista,

deve-se utilizar o 
ampo next_edge de 
ada aresta, o qual guarda um apontador para a próxima

aresta na lista. O 
usto da �oresta é guardado no 
ampo 
ost , enquanto que o valor da função

objetivo dual se en
ontra no 
ampo dual_
ost da estrutura.

#de�ne next_edge b:A

70

hData stru
tures of sf.
 68 i +�

typedef stru
t sf stru
t f

Ar
 �edges ;

long 
ost ;

double dual_
ost ;

g SteinerForest;

hHeader �les of sf.
 71 i �

71

#in
lude "gb_graph.h"

Veja também blo
os 74, 75, 102, 109, 113, 183, 213 e 222.

Este 
ódigo é usado no blo
o 1.
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Capítulo 4

Implementação de Goemans e

Williamson

.

Quando o grafo dado no problema é denso, a fase de es
olha das arestas que farão parte da

�oresta (linha 5 do algoritmo) pode �
ar bastante 
ustosa, tornando-se a parte do algoritmo que


onsome mais tempo no total. A implementação proposta por Goemans e Williamson é bastante

adequada nesta situação. Ela utiliza uma estrutura de dados espe
ial para reduzir o número de

arestas examinadas nesta fase do algoritmo, diminuindo assim o gasto de tempo no total.

4.1 Estruturas de Dados

Neste blo
o, ini
iaremos a apresentação das estruturas de dados que são utilizadas na imple-

mentação. A estrutura de dados que representa uma 
omponente da �oresta é apresentada aqui.

Ela é a prin
ipal responsável pela redução do número de arestas examinadas no passo exe
utado

na linha 5 do algoritmo.

Para de
idir qual aresta in
luir na �oresta em uma dada iteração, o programa examina o


ampo edges de 
ada 
omponente. O 
ampo edges da estrutura Component guarda as arestas

do grafo que ligam a 
omponente às demais 
omponentes da �oresta 
orrente. Na verdade, nem

todas essas arestas são guardadas, mas apenas uma aresta para 
ada 
omponente da �oresta:

dada uma 
omponente C, a aresta guardada é uma das que apresentam a menor folga dentre

todas as arestas para C.

As arestas em edges estão divididas em dois grupos. As arestas para 
omponentes inativas

da �oresta se en
ontram em edges [0℄ e as arestas para 
omponentes ativas estão em edges [1℄.
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Cada um desses grupos está organizado na forma de um heap de mínimo, onde a 
have é dada

pela folga das arestas. Desta forma, �
a fá
il saber qual aresta apresenta a menor folga dentro

de 
ada grupo: basta examinar a primeira posição do heap 
orrespondente. Assim, para de
idir

qual aresta in
luir na �oresta em 
ada iteração, o programa examina apenas duas arestas por


omponente ativa.

Para que 
onsigamos manter nos heaps de arestas de 
ada 
omponente apenas a aresta que

tem a menor folga dentre todas as arestas que a ligam a uma determinada 
omponente da �oresta,

pre
isaremos ter a
esso direto ao nó do heap que guarda tal aresta. Para al
ançar este objetivo,

a estrutura de 
ada 
omponente possui um 
ampo adja
ent que 
onsiste de um vetor 
om a

seguinte propriedade: se existe uma aresta ligando a 
omponente a uma dada 
omponente da

�oresta 
ujo o identi�
ador (guardado no 
ampo id da estrutura de 
ada 
omponente) é igual

a i, então adja
ent [i℄ guarda o nó do heap de arestas da primeira que 
orresponde a aresta de

menor folga entre as duas 
omponentes; 
aso não existam arestas entre as duas 
omponentes,

adja
ent [i℄ será igual a �.

Os vérti
es que fazem parte da 
omponente se en
ontram organizados em uma lista ligada

apontada pelo 
ampo verti
es . Dado um vérti
e v, o vérti
e que su
ede v na lista é dado

por v

~

next_vertex . O número de vérti
es nesta lista (que é igual ao número de vérti
es na


omponente) é guardado no 
ampo num_verti
es da estrutura.

O 
ampo ts_interse
t_size é um vetor indexado pelos identi�
adores dos 
onjuntos de ter-

minais do grafo. O valor guardado em ts_interse
t_size [i℄ é igual ao número de vérti
es da


omponente que fazem parte do 
onjunto de terminais 
ujo o id é i. O número de 
onjuntos de

terminais que têm interse
ção não-vazia 
om a 
omponente mas não estão propriamente 
ontidos

nela é guardado no 
ampo dis
onne
ted . Note que se este número for maior que zero então a 
om-

ponente estará ativa e, neste 
aso, o valor do 
ampo a
tive deverá ser igual a 1; 
aso 
ontrário,

a 
omponente estará inativa e, assim, a
tive deverá ser igual a 0.

Durante toda a exe
ução da fase iterativa do algoritmo, iremos manter as 
omponentes da

�oresta 
orrente em uma lista duplamente ligada. Para 
ada 
omponente C nesta lista, C

~

prev

e C

~

next serão, respe
tivamente, apontadores para a 
omponente que ante
ede e para a 
ompo-

nente que pre
ede C na lista.

Por �m, 
ada 
omponente possui ainda um identi�
ador id .

hData stru
tures of sf.
 68 i +�

73

typedef stru
t gw 
omponent f

int id ;

int a
tive ;

Vertex �verti
es ;

long num_verti
es ;
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FibHeap edges [2℄;

FHnode �adj ;

int �ts_interse
t_size ;

int dis
onne
ted ;

stru
t gw 
omponent �prev ;

stru
t gw 
omponent �next ;

g GWComponent;

hHeader �les of sf.
 71 i +�

74

#in
lude "item.h"

#in
lude "fibheap.h"

Como veremos, daqui para frente, muitas vezes será ne
essário determinar a 
omponente a qual

um dado vérti
e perten
e. Por este motivo, 
ada vérti
e guardará o identi�
ador da 
omponente

da qual faz parte, o qual �
ará armazenado no 
ampo 
mpnt_id da sua estrutura.

#de�ne ind w:I75

#de�ne REP(V ) ((V )� (V )

~

ind +UF�nd ((V )

~

ind ))

#de�ne COMPONENT(V ) (REP(V )

~

x:S)

#de�ne SET_COMPONENT(V ;C) ((V )

~

x:S = (
har �)(C))

hHeader �les of sf.
 71 i +�

#in
lude "uf.h"

Como já foi dito, a 
have de uma aresta a do heap , dada por sla
kness (a), é de�nida 
omo

sendo a folga da aresta. Sendo assim, a propriedade do heap pode ser enun
iada, para 
ada

estrutura H e para todo i entre 2 e H

~

N , da seguinte forma:

sla
kness (H

~

heap [i=2℄) � sla
kness (H

~

heap [i℄)

Na de�nição de sla
kness ( ) abaixo, d(v) indi
a o valor da função d (de�nida no blo
o 5)

no vérti
e v. Note que esta de�nição não 
orresponde exatamente ao valor da folga para as

arestas que possuem ambos os extremos em 
omponentes ativas da �oresta (se a é uma aresta

deste tipo, sla
kness (a) é igual a duas vezes o valor da folga de a), mas podemos de�nir a 
have

desta maneira devido ao modo 
omo as arestas nos heaps de uma 
omponente estão organizadas

(um heap para as arestas que vão para 
omponentes ativas e outro para as arestas que vão para


omponentes inativas).



38 4.2 Função prin
ipal

hAuxiliary fun
tions 76 i �

76

double redu
ed_len (void �edge )

f

Ar
 �a = edge ;

if (:(a

~

tip)) return �1;

return ((double) a

~

len )� d(a

~

from )� d(a

~

tip);

g

Veja também blo
os 92, 93, 95, 98, 108, 111, 115, 132, 134, 189, 225 e 226.

Este 
ódigo é usado no blo
o 1.

4.2 Função prin
ipal

Vamos examinar, a partir de agora, a função que implementa a estratégia de Goemans e Wil-

liamson para a 
onstrução de uma �oresta de Steiner. A função sf_gw re
ebe 
omo argumentos

um grafo g e um vetor term_sets de 
onjuntos de terminais, 
ujos elementos se en
ontram inde-

xados de 0 a g

~

num_ts , e devolve um �oresta de Steiner do grafo g. Abaixo, é apresentada uma

visão panorâmi
a desta função.

hSteiner forest 
onstru
tion fun
tions 77 i �

77

SteinerForest �sf_gw (Graph �g;TermSet �term_sets )

f

hLo
al variables of sf_gw 79 i

hCreate a spanning forest with no edges 78 i

h Initialize d(v) for ea
h vertex v of the graph 82 i

hConstru
t a pair of edge heaps for ea
h 
omponent 80 i

hWhile there is some a
tive 
omponent in
lude an edge in the forest 84 i

hDrop out unne
essary edges and return the resulting Steiner forest 96 i

g

Veja também blo
os 116 e 184.

Este 
ódigo é usado no blo
o 1.

Este blo
o implementa a 
riação da �oresta geradora ini
ial, a qual não possui arestas (passo


orrespondente a linha 1 do algoritmo). Durante a exe
ução da fase iterativa do algoritmo (linhas
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de 4 a 8), a �oresta 
orrente será representada através da variável sf , a qual armazena um

apontador para uma estrutura do tipo Graph, e de uma lista ligada de 
omponentes, sendo que,

na primeira iteração, 
ada uma delas 
ontém apenas um úni
o vérti
e. A variável 
omponents é

um apontador para o primeiro nó desta lista. Como já vimos, para per
orrer tal lista devemos

utilizar o 
ampo next de 
ada 
omponente.

Como muitas vezes, a partir de um dado vérti
e, pre
isaremos a
essar a 
omponente da qual

ele faz parte, iremos de�nir aqui a ma
ro COMPONENT(V ), a qual asso
ia a 
ada vérti
e V um

apontador para a 
omponente a qual V perten
e.

#de�ne next_vertex y:V

78

hCreate a spanning forest with no edges 78 i �

f

int i; �sizes ;

GWComponent �t;

Vertex �v;

sf = gb_new_graph (g

~

n);

for (v = sf

~

verti
es ; v < sf

~

verti
es + sf

~

n; v

++

) f

Vertex �w = g

~

verti
es + (v � sf

~

verti
es );

v

~

name = gb_save_string (w

~

name );

g


omponents = t = mallo
((g

~

n+ 1) � sizeof (GWComponent));

sizes = mallo
((g

~

n) � (g

~

num_ts ) � sizeof (int));

for (i = 0; i < g

~

n; i

++

) f

int j;

GWComponent �C = 
omponents + i+ 1;

v = g

~

verti
es + i;

C

~

id = v

~

ind = i;

SET_COMPONENT(v; C);

C

~

verti
es = v;

v

~

next_vertex = �;

C

~

num_verti
es = 1;

C

~

ts_interse
t_size = sizes + i � (g

~

num_ts );

for (j = 0; j < g

~

num_ts ; j

++

) C

~

ts_interse
t_size [j℄ = 0;

C

~

a
tive = C

~

dis
onne
ted = 0;

if (v

~

termset_id � 0) f

C

~

a
tive = 1;

num_a
tives

++

;

C

~

ts_interse
t_size [v

~

termset_id ℄

++

;
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C

~

dis
onne
ted

++

;

g

t

~

next = C;

C

~

prev = t;

t = t

~

next ;

g

t

~

next = 
omponents ;


omponents

~

prev = t;

UFinit (g

~

n);

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 77.

Vamos de
larar neste blo
o algumas das variáveis lo
ais de sf_gw : sf , 
omponents e num_a
tives .

A variável num_a
tives guarda o número de 
omponentes ativas na �oresta 
orrente. Ela é uti-

lizada, 
omo veremos mais adiante, para determinar quando não é mais ne
essário a
res
entar

arestas na �oresta 
orrente.

hLo
al variables of sf_gw 79 i �

79

Graph �sf ;

GWComponent �
omponents ;

long num_a
tives = 0;

Veja também blo
os 81, 83 e 85.

Este 
ódigo é usado no blo
o 77.

O tre
ho de 
ódigo abaixo realiza a 
onstrução dos dois heaps de arestas de 
ada 
omponente

da �oresta. Para 
ada 
omponente, é feito o seguinte: as arestas in
identes no úni
o vérti
e

que faz parte da 
omponente são divididas em arestas para 
omponentes ativas e arestas para


omponentes inativas; por �m, é 
riado um heap de mínimo para 
ada grupo.

hConstru
t a pair of edge heaps for ea
h 
omponent 80 i �

80

f

int j;

GWComponent �t;

FHnode �adj ;

FHEAPallo
 (2 � g

~

n; g

~

m+ g

~

n);

allo
Itens (g

~

m);

adj = mallo
 ((g

~

n) � (g

~

n) � sizeof (FHnode));



Implementação de Goemans e Williamson 41

min_edge = mallo
 (sizeof (Ar
));

min_edge

~

tip = �;

for (t = 
omponents

~

next ; j = 0; t 6= 
omponents ; t = t

~

next ; j

++

) f

int i;

Vertex �v;

Ar
 �a;

t

~

adj = adj + j � (g

~

n);

for (i = 0; i < g

~

n; i

++

) t

~

adj [i℄ = �;

t

~

edges [0℄ = FHEAPinit ( );

t

~

edges [1℄ = FHEAPinit ( );

v = t

~

verti
es ;

for (a = v

~

ar
s ; a; a = a

~

next ) f

GWComponent �C = (GWComponent �) COMPONENT(a

~

tip);

if (C

~

a
tive )

t

~

adj [C

~

id ℄ = FHEAPinsert (t

~

edges [1℄;newItem (a; redu
ed_len ;min_edge ));

else t

~

adj [C

~

id ℄ = FHEAPinsert (t

~

edges [0℄;newItem (a; redu
ed_len ;min_edge ));

g

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 77.

hLo
al variables of sf_gw 79 i +�

81

Ar
 �min_edge ;

Aqui iremos fazer 
om que d(v) seja zero para todo vérti
e v do grafo. Como d(v) pode assumir

valores que não são inteiros, não podemos utizar os utility �elds de v para guardar o valor de

d(v). Assim, teremos de alo
ar espaço extra para isto. O vetor global d_value guarda os valores

de d(v) para 
ada vérti
e v do grafo. Para a
essar, neste vetor, o valor 
orrespondente a um

dado vérti
e v do grafo, utilizaremos o 
onteúdo de v

~

d_index , o qual 
orresponde ao índi
e de

v no vetor g

~

verti
es .

#de�ne d(V ) �((double �)(V )

~

z:S)

82

h Initialize d(v) for ea
h vertex v of the graph 82 i �

f

int i;

d_value = mallo
(g

~

n � sizeof (double));

for (i = 0; i < g

~

n; i

++

) f

Vertex �v = g

~

verti
es + i;
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v

~

z:S = (
har �)(d_value + i);

d(v) = 0;

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 77.

hLo
al variables of sf_gw 79 i +�

83

double �d_value ;

Este blo
o é o responsável pela 
onstrução iterativa de uma �oresta de Steiner do grafo de

entrada (passo 
orrespondente às linhas de número 4 a 8 do algoritmo). A variável sf é um

apontador para a estrutura que representa esta �oresta.

Em 
ada iteração, uma aresta externa é in
luída na �oresta sf até que não existam mais


omponentes ativas, o que é dete
tado através da variável num_a
tives . Cada vez que uma aresta

a é in
luída na �oresta, atualiza-se o valor de d(v) para 
ada vérti
e v em uma 
omponente ativa

e, além disso, é realizada a união das 
omponentes C1 e C2 às quais perten
em, respe
tivamente,

os vérti
es a

~

from e a

~

tip , extremos de a. Note que, após ser in
luída na �oresta, a é removida

dos heaps de arestas de C1 e C2, já que deixou de ser uma aresta externa.

Cada aresta in
luída na �oresta sf guardará um apontador para a aresta 
orrespondente a

ela no grafo g. Para isso, faremos uso do utility �eld a destas arestas, ao qual daremos o nome

de original_ar
 .

hWhile there is some a
tive 
omponent in
lude an edge in the forest 84 i �

84

f

dual_
ost = 0;

while (num_a
tives > 0) f

double in
 ;

Ar
 �a;

GWComponent �C1; �C2;

hLet a be an edge with the smallest sla
kness in
 86 i

h In
lude a in the forest sf 87 i

h In
rement d(v) for ea
h vertex v in some a
tive 
omponent 88 i

dual_
ost += in
 � num_a
tives ;

C1 = (GWComponent �) COMPONENT(a

~

from );

C2 = (GWComponent �) COMPONENT(a

~

tip);

FHEAPdelete (C2

~

edges [1℄; C2

~

adj [C1

~

id ℄);

C2

~

adj [C1

~

id ℄ = �;
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if (C2

~

a
tive ) f

FHEAPdelMin (C1

~

edges [1℄);

num_a
tives

��

;

g

else FHEAPdelMin (C1

~

edges [0℄);

C1

~

adj [C2

~

id ℄ = �;

hMerge the 
omponents C1 and C2 89 i

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 77.

hLo
al variables of sf_gw 79 i +�

85

double dual_
ost ;

Aqui, é feita a es
olha da aresta a a ser in
luída na �oresta 
orrente (passo 
orrespondente a

linha 5 do algoritmo). Para en
ontrar uma aresta que apresenta a menor folga, são examinadas

apenas duas arestas por 
omponente ativa.

hLet a be an edge with the smallest sla
kness in
 86 i �

86

f

Ar
 �b;

GWComponent �C;

for (C = 
omponents

~

next ; C 6= 
omponents ; C = C

~

next ) f

if (C

~

a
tive ) f

if (FHEAPempty (C

~

edges [0℄)) f

if (FHEAPempty (C

~

edges [1℄)) return �; =� o problema é inviável �=

a = getValue (FHEAP�ndMin (C

~

edges [1℄));

in
 = redu
ed_len (a)=2;

g

else f

b = getValue (FHEAP�ndMin (C

~

edges [0℄));

if (FHEAPempty (C

~

edges [1℄)) f

a = b;

in
 = redu
ed_len (b);

g

else f

a = getValue (FHEAP�ndMin (C

~

edges [1℄));
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if (redu
ed_len (a)=2 < redu
ed_len (b)) in
 = redu
ed_len (a)=2;

else f

a = b;

in
 = redu
ed_len (b);

g

g

g

C = C

~

next ;

break;

g

g

for ( ; C 6= 
omponents ; C = C

~

next ) f

if (C

~

a
tive ) f

int empty = 0;

if (:FHEAPempty (C

~

edges [0℄)) f

b = getValue (FHEAP�ndMin (C

~

edges [0℄));

if (redu
ed_len (b) < in
) f

in
 = redu
ed_len (b);

a = b;

g

g

else empty

++

;

if (:FHEAPempty (C

~

edges [1℄)) f

b = getValue (FHEAP�ndMin (C

~

edges [1℄));

if (redu
ed_len (b)=2 < in
) f

in
 = redu
ed_len (b)=2;

a = b;

g

g

else if (empty ) return �; =� o problema é inviável �=

g

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 84.

#de�ne original_ar
 a:A

87

h In
lude a in the forest sf 87 i �
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f

Vertex �u; �v;

u = sf

~

verti
es + (a

~

from � g

~

verti
es );

v = sf

~

verti
es + (a

~

tip � g

~

verti
es );

gb_new_edge (u; v; a

~

len );

u

~

ar
s

~

original_ar
 = a;

v

~

ar
s

~

original_ar
 = (u < v) ? a+ 1 : a� 1;

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 84.

O seguinte tre
ho de 
ódigo atualiza o valor de d(v) para 
ada vérti
e v em uma 
omponente

ativa, após a es
olha da aresta a ser in
luída na �oresta (passo que 
orresponde a linha 6 do

algoritmo). A variável in
 guarda o valor do in
remento a ser feito em d(v).

h In
rement d(v) for ea
h vertex v in some a
tive 
omponent 88 i �

88

f

GWComponent �C;

for (C = 
omponents

~

next ; C 6= 
omponents ; C = C

~

next )

if (C

~

a
tive ) f

Vertex �v;

for (v = C

~

verti
es ; v; v = v

~

next_vertex ) d(v) += in
 ;

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 84.

Como já vimos, 
ada vez que uma aresta é in
luída na �oresta, o
orre a união das duas 
om-

ponentes das quais fazem parte os extremos da aresta. Isto é feito em dois estágios: ini
ialmente,

faz-se a união dos 
onjuntos de vérti
es das duas 
omponentes e, a seguir, é feita a atualização

dos heaps de arestas.

Aqui, C1 e C2 são apontadores para as estruturas das duas 
omponentes a serem unidas.

Após a união, C1 estará apontando para a estrutura da 
omponente resultante.

hMerge the 
omponents C1 and C2 89 i �

89

f

int a
tive_ = 1;

if (C1

~

num_verti
es < C2

~

num_verti
es ) f

GWComponent �t = C1;
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C1 = C2;

C2 = t;

g

h Insert ea
h vertex of C2 in C1 and set a
tive_ to the new state of C1 90 i

hAlter the pla
e of the edges in
ident to C1 if the state of C1 has 
hanged 91 i

hMerge the edge heaps of C1 and C2 94 i

UFunion (C1

~

id ; C2

~

id );

C1

~

a
tive = a
tive_;

C2

~

next

~

prev = C2

~

prev ;

C2

~

prev

~

next = C2

~

next ;

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 84.

A união dos 
onjuntos de vérti
es das duas 
omponentes é feita in
luíndo 
ada vérti
e de C2

na lista dos vérti
es de C1. A 
ada vérti
e in
luído, veri�
amos se o
orreu alguma alteração no

estado da 
omponente. Ao �nal deste tre
ho de 
ódigo, a variável a
tive_ estará guardando o

estado da 
omponente resultante da união (se a
tive_ � 1 a 
omponente estará ativa e, 
aso


ontrário, estará inativa).

h Insert ea
h vertex of C2 in C1 and set a
tive_ to the new state of C1 90 i �

90

f

Vertex �v = C2

~

verti
es ;

while (v) f

TermSet �ts ;

Vertex �z = v

~

next_vertex ;

v

~

next_vertex = C1

~

verti
es ;

C1

~

verti
es = v;

C1

~

num_verti
es

++

;

ts = TERMSET(v);

if (ts ^ :(ts

~


onne
ted )) f

C1

~

ts_interse
t_size [ts

~

id ℄

++

;

if (C1

~

ts_interse
t_size [ts

~

id ℄ � 1) f

(C1

~

dis
onne
ted )

++

;

if (C1

~

dis
onne
ted � 1) a
tive_ = 1;

g

else if (C1

~

ts_interse
t_size [ts

~

id ℄ � ts

~

num_verti
es ) f

ts

~


onne
ted = 1;

(C1

~

dis
onne
ted )

��

;
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if (:(C1

~

dis
onne
ted )) a
tive_ = 0;

g

g

v = z;

g

if (:a
tive_) num_a
tives

��

;

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 89.

A organização dos heaps de arestas da 
omponente resultante da união de C1 e C2 divide-se

em duas partes: a tro
a de heap, se ne
essária, para as arestas que ligam C1 às 
omponentes da

�oresta que não são adja
entes a C2 no grafo e a união dos heaps de arestas de C1 e C2. Iremos

tratar da primeira parte aqui e da segunda parte no próximo blo
o.

Dizemos que duas 
omponentes da �oresta são adja
entes se existe, no grafo, uma aresta

externa 
om extremos em 
ada uma delas. Se o estado da 
omponente C1 foi alterado após a

in
lusão dos vérti
es de C2 em seu 
onjunto de vérti
es, será ne
essário tro
ar de heap as arestas

para C1 que se en
ontram nos heaps de 
ada 
omponente C não adja
ente a C2 (também será

ne
essário fazer isto para as arestas nos heaps de 
omponentes adja
entes a C2, mas este 
aso

será tratado no próximo blo
o). E é exatamente isto que é feito pelo tre
ho de 
ódigo abaixo.

hAlter the pla
e of the edges in
ident to C1 if the state of C1 has 
hanged 91 i �

91

if (C1

~

a
tive 6= a
tive_) f

int i;

void �args [3℄;

args [0℄ = C1;

args [1℄ = C2;

for (i = 0; i < 2; i

++

) FHEAPtraverse (C1

~

edges [i℄;�ipIfNotAdja
ent ; args );

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 89.

hAuxiliary fun
tions 76 i +�

92

void �ipEdge (GWComponent �C1;GWComponent �C2)

f

FibHeap 
ur = C1

~

edges [C2

~

a
tive ℄;

FHnode node = C1

~

adj [C2

~

id ℄;

Item item = FHEAPdelete (
ur ;node );

FibHeap new = C1

~

edges [1� C2

~

a
tive ℄;
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C1

~

adj [C2

~

id ℄ = FHEAPinsert (new ; item );

g

hAuxiliary fun
tions 76 i +�

93

void �ipIfNotAdja
ent (Item item ;void �args [ ℄)

f

GWComponent �C1 = args [0℄;

GWComponent �C2 = args [1℄;

Ar
 �a = getValue (item );

GWComponent �C = (GWComponent �) COMPONENT(a

~

tip);

if (:(C2

~

adj [C

~

id ℄)) �ipEdge (C; C1);

g

A união dos heaps das 
omponentes C1 e C2 é feita da seguinte forma. Cada um dos heaps de

arestas de C2 é per
orrido e, para 
ada aresta a, veri�
a-se se a 
omponente C a qual a liga C2 é

adja
ente a C1. Se C não for adja
ente a C1, a é in
luída em um dos heaps de C1 (de a
ordo 
om

o estado de C); 
aso 
ontrário, já existe uma aresta b ligando C1 a C e, desta forma, devemos

de
idir qual aresta, a ou b, guardar em um dos heaps de C1: se sla
kness (a) < sla
kness (b) então

b é substituída por a e, 
aso 
ontrário, b é mantida no heap. Em 
ada um dos 
asos, são feitas

as atualizações ne
essárias nos heaps da 
omponente C.

hMerge the edge heaps of C1 and C2 94 i �

94

f

int j;

void �args [4℄;

args [0℄ = C1;

args [1℄ = C2;

args [2℄ = &a
tive_;

for (j = 0; j < 2; j

++

) f

FHEAPtraverse (C2

~

edges [j℄; insertIfBetter ; args );

FHEAPdestroy (C2

~

edges [j℄);

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 89.

hAuxiliary fun
tions 76 i +�

95

void insertIfBetter (Item item ;void �args [ ℄)
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f

GWComponent �C1 = args [0℄;

GWComponent �C2 = args [1℄;

int a
tive_ = �((int �) args [2℄);

Ar
 �a = getValue (item );

GWComponent �C = (GWComponent �) COMPONENT(a

~

tip);

FibHeap h = C1

~

edges [C

~

a
tive ℄;

if (:(C1

~

adj [C

~

id ℄)) f

C1

~

adj [C

~

id ℄ = FHEAPinsert (h; item );

if (C2

~

a
tive 6= a
tive_) �ipEdge (C; C2);

C

~

adj [C1

~

id ℄ = C

~

adj [C2

~

id ℄;

g

else f

FHnode node = C1

~

adj [C

~

id ℄;

Item item_b = FHEAPdelete (h;node );

Ar
 �b = getValue (item_b );

if (redu
ed_len (a) < redu
ed_len (b)) f

C1

~

adj [C

~

id ℄ = FHEAPinsert (h; item );

FHEAPdelete (C

~

edges [C1

~

a
tive ℄; C

~

adj [C1

~

id ℄);

if (C2

~

a
tive 6= a
tive_) �ipEdge (C; C2);

C

~

adj [C1

~

id ℄ = C

~

adj [C2

~

id ℄;

g

else f

C1

~

adj [C

~

id ℄ = FHEAPinsert (h; item_b );

FHEAPdelete (C

~

edges [C2

~

a
tive ℄; C

~

adj [C2

~

id ℄);

if (C1

~

a
tive 6= a
tive_) �ipEdge (C; C1);

g

g

C

~

adj [C2

~

id ℄ = �;

g

Ao �nal do pro
esso iterativo des
rito nos blo
os anteriores, a variável sf estará guardando

um apontador para uma �oresta de Steiner do grafo g. No tre
ho de 
ódigo abaixo, a função

edgePrunning é exe
utada sobre sf para determinar uma sub�oresta de Steiner minimal 
ontida

na �oresta representada por esta variável. A �oresta en
ontrada é então devolvida 
omo resposta

pela função sf_gw . A operação implementada por edgePrunning é 
onhe
ida 
omo limpeza das

arestas e será vista 
om detalhes mais adiante.
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hDrop out unne
essary edges and return the resulting Steiner forest 96 i �

96

f

SteinerForest �min_sf ;

min_sf = edgePruning (sf ; g; term_sets );

min_sf

~

dual_
ost = dual_
ost ;

hFree all the auxiliary memory allo
ated 97 i

return min_sf ;

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 77.

hFree all the auxiliary memory allo
ated 97 i �

97

f

gb_re
y
le (sf );

free ((
omponents + 1)

~

ts_interse
t_size );

free ((
omponents + 1)

~

adj );

free (
omponents );

free (min_edge );

free (d_value );

UFdestroy ( );

FHEAPfree ( );

freeItens ( );

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 96.

4.3 Limpeza das arestas

Após a 
onstrução iterativa da �oresta de Steiner ini
ial, tem iní
io a segunda fase do algo-

ritmo, 
onhe
ida 
omo fase de limpeza das arestas. O objetivo desta fase é en
ontrar uma �oresta

de Steiner minimal 
ontida na �oresta 
onstruída na primeira fase. Ao �nal desta fase, a �oresta

de Steiner resultante é devolvida 
omo saída do algoritmo.

A estratégia que usaremos aqui se baseia em um algoritmo para en
ontrar o an
estral 
omum

mais próximo (em inglês, �nearest 
ommon an
estor� ou �least 
ommon an
estor�) de dois nós em

uma árvore enraizada. Usaremos este algoritmo para determinar, para 
ada 
onjunto de terminais
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do grafo, o an
estral 
omum mais próximo dos vérti
es que fazem parte do 
onjunto. Por �m,


om auxílio dos vérti
es an
estrais en
ontrados, determinaremos quais as arestas da �oresta

são realmente essen
iais (essen
iais no seguinte sentido: se uma dessas arestas for removida

da �oresta, a �oresta resultante possuirá pelo menos dois vérti
es de um mesmo 
onjunto de

terminais em 
omponentes distintas).

A função edgePrunning apresentada aqui implementa essa estratégia. Ela re
ebe apontadores

sf_graph e g para estruturas do tipo Graph, onde sf_graph representa uma �oresta de Steiner

no grafo g, e um vetor term_sets de 
onjuntos de terminais do grafo g, 
ujos elementos se en
on-

tram indexados de 0 a g

~

num_ts , e devolve um apontador para uma estrutura SteinerForest


orrespondente a uma �oresta de Steiner minimal 
ontida em sf_graph .

hAuxiliary fun
tions 76 i +�

98

hMore auxiliary fun
tions 99 i

SteinerForest �edgePruning (Graph �sf_graph ;Graph �g;TermSet �term_sets )

f

SteinerForest �sf ;

hFind the l
a of ea
h terminal set 100 i

hDetermine the ne
essary edges with the aid of the l
as 103 i

g

Apli
aremos o algoritmo para o 
ál
ulo dos an
estrais em 
ada uma das árvores da �o-

resta sf_graph . Como para isto é ne
essário que essas árvores sejam enraizadas, determina-

remos, para 
ada árvore, uma raiz e uma relação de des
endên
ia entre seus vérti
es. A função

initialize_parent , aqui apresentada, realiza uma bus
a em largura a partir de um dado vérti
e r

de uma �oresta f em um grafo não-orientado g, preen
hendo o 
onteúdo do 
ampo parent_edge

de 
ada vérti
e v na 
omponente de r em f da seguinte forma:

� se v � r, o 
ampo parent_edge de v guarda um apontador para um ar
o a tal que a

~

tip � r

e a não perten
e a f ;

� se v 6= r, o 
ampo parent_edge de v guarda um apontador para o ar
o (v; w) de f , indi
ando

que w é o pai de v na árvore enraizada de raiz r determinada pela bus
a; tal ar
o é removido

da lista de adja
ên
ias de v em f .

Além de r, f e g, a função re
ebe ainda um vetor term_sets de 
onjuntos de terminais de g,


ujos elementos se en
ontram indexados de 0 a g

~

num_ts . Ao �nal de sua exe
ução, a função

devolve um apontador para uma lista ligada dos 
onjuntos de terminais em term_sets que se

en
ontram na 
omponente de r em f .
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#de�ne parent_edge u:A =� v

~

parent_edge

~

tip is the parent of v �=

99

#de�ne next_item v:V =� next vertex in the FIFO queue �=

#de�ne IN_LIST(TS_ID) (f

~

verti
es + TS_ID)

~

x:I

hMore auxiliary fun
tions 99 i �

TermSet �initialize_parent (Vertex �r;TermSet �term_sets ;Graph �g;Graph �f)

f

Ar
 �a;

Vertex �head ; �tail ;

TermSet x; �l;

int i;

l = &x;

l

~

next_tset = �;

for (i = 0; i < g

~

num_ts ; i

++

) IN_LIST(i) = 0;

a = (Ar
 �) mallo
(sizeof (Ar
));

a

~

tip = r;

r

~

parent_edge = a;

r

~

next_item = �;

head = tail = r;

while (head ) f

Ar
 �t = �;

Vertex �v = head ; �v_;

TermSet �ts ;

for (a = v

~

ar
s ; a; a = a

~

next ) f

Vertex �w = a

~

tip ;

if (w

~

parent_edge ) f =� w is the parent of v �=

if (t) t

~

next = a

~

next ;

else v

~

ar
s = a

~

next ;


ontinue;

g

w

~

parent_edge = (v < w) ? (a+ 1) : (a� 1);

w

~

next_item = �;

tail

~

next_item = w;

tail = tail

~

next_item ;

t = a;

g

v_ = g

~

verti
es + (v � f

~

verti
es );

ts = TERMSET(v_);

if (ts ^ :IN_LIST(v_

~

termset_id )) f
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ts

~

next_tset = l

~

next_tset ;

l

~

next_tset = ts ;

IN_LIST(v_

~

termset_id ) = 1;

g

head = head

~

next_item ;

g

return l

~

next_tset ;

g

Veja também blo
o 104.

Este 
ódigo é usado no blo
o 98.

Aqui, ini
ialmente é feito o pré-pro
essamento das árvores em sf_graph para o 
ál
ulo dos vér-

ti
es an
estrais. Para 
ada árvore T da �oresta, apli
amos a função initialize_parent apresentada

no blo
o anterior, tornando T uma árvore enraizada. Feito isso, podemos, então, utilizar a função

l
a_prepro
essing que implementa a fase de pré-pro
essamento do algoritmo para o 
ál
ulo do

an
estral 
ommum mais próximo. Esta função pré-pro
essa uma dada árvore enraizada de tal

forma que as 
onsultas pelo an
estral 
omum mais próximo de dois vérti
es quaisquer na árvore

podem ser respondidas de maneira rápida (em tempo 
onstante). Por �m, obtemos o an
estral


omum mais próximo de 
ada 
onjunto de terminais que se en
ontra em T . Após a exe
ução

do tre
ho de 
ódigo abaixo, para 
ada vérti
e v no grafo g, v

~

head_id 
onterá o identi�
ador

do 
onjunto de terminais que se en
ontra na primeira posição da lista ligada de 
onjuntos de

terminais dos quais v é an
estral 
omum mais próximo; 
aso não existam 
onjuntos de terminais

que tenham v 
omo an
estral 
omum mais próximo, v

~

head_id será igual a �1.

#de�ne head_id w:I

100

hFind the l
a of ea
h terminal set 100 i �

f

Vertex �v;

for (v = sf_graph

~

verti
es ; v < sf_graph

~

verti
es + sf_graph

~

n; v

++

) f

Vertex �u;

v

~

parent_edge = �;

u = g

~

verti
es + (v � sf_graph

~

verti
es );

u

~

head_id = �1;

g

for (v = sf_graph

~

verti
es ; v < sf_graph

~

verti
es + sf_graph

~

n; v

++

) f

TermSet �ts_list ;

if (v

~

parent_edge ) 
ontinue;
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ts_list = initialize_parent (v; term_sets ; g; sf_graph );

if (:ts_list ) 
ontinue;

l
a_prepro
essing (v);

h�nd the l
a of ea
h terminal set in the list ts_list 101 i

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 98.

O tre
ho de 
ódigo abaixo é responsável pelo 
ál
ulo do an
estral 
omum mais próximo de 
ada


onjunto de terminais que se en
ontra na lista ts_list . Para isto, ele 
onta 
om o auxílio da função

l
a que devolve o an
estral 
omum mais próximo de dois vérti
es em uma árvore pré-pro
essada

pela função l
a_prepro
essing . Ao �nal da exe
ução deste tre
ho, TS_LIST(w) asso
iará a 
ada

vérti
e w do grafo g um apontador para uma lista ligada dos 
onjuntos de terminais dos quais w

é an
estral 
omum mais próximo. Se não existirem 
onjuntos de terminais que tenham w 
omo

an
estral 
omum mais próximo, TS_LIST(w) será igual a �.

#de�ne TS_LIST(V ) ((V

~

head_id < 0) ? � : (term_sets + V

~

head_id ))

101

h�nd the l
a of ea
h terminal set in the list ts_list 101 i �

f

TermSet �ts = ts_list ;

while (ts ) f

TermSet �t = ts

~

next_tset ;

Vertex �v; �w; �w_;

w = ts

~

verti
es ;

w_ = sf_graph

~

verti
es + (w � g

~

verti
es );

for (v = w

~

next_terminal ; v; v = v

~

next_terminal ) f

Vertex �v_ = sf_graph

~

verti
es + (v � g

~

verti
es );

w_ = l
a (w_; v_);

g

w = g

~

verti
es + (w_ � sf_graph

~

verti
es );

ts

~

next_tset = TS_LIST(w);

w

~

head_id = ts

~

id ;

ts = t;

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 100.
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Para que possamos utilizar as funções l
a_prepro
essing e l
a 
omo a
ima, pre
isamos in
luir

o arquivo 
abeçalho l
a.h, no qual elas se en
ontram prototipadas.

hHeader �les of sf.
 71 i +�

102

#in
lude "l
a.h"

Tendo identi�
ado o an
estral 
omum mais próximo de 
ada 
onjunto de terminais, tudo o

que pre
isamos fazer agora é sele
ionar as arestas da �oresta no 
aminho entre 
ada vérti
e do


onjunto e o an
estral en
ontrado. Note que a �oresta sf 
onstruída 
om as arestas sele
ionadas

desta forma é uma �oresta de Steiner minimal, pois:

� dados dois vérti
es u e v de um mesmo 
onjunto de terminais, sempre existe um 
aminho

entre u e v que 
ontém somente arestas em sf ;

� se removermos alguma das arestas em sf obteremos uma �oresta que possui pelo menos

dois vérti
es de um mesmo 
onjunto de terminais em 
omponentes distintas.

Devido ao modo 
omo sele
ionaremos as arestas que farão parte da nova �oresta, será ne-


essário 
al
ular, para 
ada árvore, uma lista 
ontendo os vérti
es an
estrais em pré-ordem e

pro
essá-los na ordem em que eles apare
em nesta lista. Tal lista é 
al
ulada abaixo pela função

l
a_preorderlist , a qual será apresentada mais adiante.

#de�ne visit y:I103

#de�ne next_l
a x:V

#de�ne sele
ted b:I

hDetermine the ne
essary edges with the aid of the l
as 103 i �

f

Ar
 �t; x;

Vertex l; �v; �w;

sf = (SteinerForest �) mallo
(sizeof (SteinerForest));

sf

~

edges = t = &x;

sf

~


ost = 0;

for (v = sf_graph

~

verti
es ; v < sf_graph

~

verti
es + sf_graph

~

n; v

++

) f

v

~

visit = 0;

v

~

parent_edge

~

sele
ted = 0;

g

w = &l;

w

~

next_l
a = �;

for (v = sf_graph

~

verti
es ; v < sf_graph

~

verti
es + sf_graph

~

n; v

++

) f
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if (v

~

parent_edge

~

tip 6= v) 
ontinue;

l
a_preorderlist (v; g; sf_graph ;&w);

for (w = l:next_l
a ; w; w = w

~

next_l
a ) f

TermSet �ts ;

for (ts = TS_LIST(w); ts ; ts = ts

~

next_tset ) f

Vertex �z;

for (z = ts

~

verti
es ; z; z = z

~

next_terminal )

h sele
t the edges in the path from z to w in sf_graph 105 i

g

g

w = &l;

w

~

next_l
a = �;

g

t

~

next_edge = �;

sf

~

edges = sf

~

edges

~

next_edge ;

return sf ;

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 98.

Apresentamos aqui a função l
a_preorderlist , utilizada no blo
o anterior. Ela re
ebe os se-

guintes argumentos:

� graph : um grafo;

� v: um dos vérti
es de sf_graph ;

� sf_graph : apontador para uma estrutura do tipo Graph que representa uma �oresta

geradora do grafo graph da qual uma árvore de raiz v faz parte; além disso, para 
ada

vérti
e w de graph , se w en
ontra-se na posição i do vetor graph

~

verti
es então o vérti
e


orrespondente a w em sf_graph en
ontra-se na posição i do vetor sf_graph

~

verti
es ;

� t: apontador para uma estrutura do tipo Vertex.

Ao �nal de sua exe
ução, a função terá 
onstruído uma lista ligada de vérti
es u de graph ,

onde u

~

ts_list 6= �, que apresenta a seguinte propriedade: quando visitamos os vérti
es na

ordem em que eles apare
em na lista, os 
orrespondentes vérti
es em sf_graph são visitados em

um per
urso em pré-ordem na árvore de raiz v. Além disso, o 
ampo next_l
a do vérti
e que era

apontado por t no momento em que a função foi evo
ada 
onterá um apontador para o primeiro
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vérti
e de tal lista (aqui, é importante ressaltar que, ao �nal da exe
ução da função, t não estará

mais apontando para o mesmo vérti
e para o qual apontava ini
ialmente, antes da exe
ução da

função).

hMore auxiliary fun
tions 99 i +�

104

void l
a_preorderlist (Vertex �v;Graph �graph ;Graph �sf_graph ;Vertex ��t)

f

Ar
 �a;

Vertex �v_;

v

~

visit = 1;

v_ = graph

~

verti
es + (v � sf_graph

~

verti
es );

if (v_

~

head_id � 0) f

v_

~

next_l
a = �;

(�t)

~

next_l
a = v_;

�t = v_;

g

for (a = v

~

ar
s ; a; a = a

~

next ) f

if (a

~

tip

~

visit ) 
ontinue;

l
a_preorderlist (a

~

tip ; graph ; sf_graph ; t);

g

g

Para sele
ionar as arestas no 
aminho em sf_graph entre o vérti
e terminal z e o an
estral w

do 
onjunto de terminais de z, basta per
orrermos as arestas da árvore que os 
ontém, seguindo

os apontadores parent_edge dos vérti
es a partir de z até que en
ontremos ou o vérti
e w ou

uma aresta já sele
ionada. Cada aresta visitada neste per
urso é mar
ada, atribuindo-se valor 1

para o 
ampo sele
ted da aresta, e in
luída na �oresta sf .

h sele
t the edges in the path from z to w in sf_graph 105 i �

105

f

Vertex �w_ = sf_graph

~

verti
es + (w � g

~

verti
es );

Vertex �z_ = sf_graph

~

verti
es + (z � g

~

verti
es );

while (z_ 6= w_ ^ :(z_

~

parent_edge

~

sele
ted )) f

t

~

next_edge = z_

~

parent_edge

~

original_ar
 ;

sf

~


ost += z_

~

parent_edge

~

len ;

z_

~

parent_edge

~

sele
ted = 1;

t = t

~

next_edge ;

z_ = z_

~

parent_edge

~

tip ;

g
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g

Este 
ódigo é usado no blo
o 103.



Capítulo 5

Implementação de Cole, Hariharan,

Lewenstein e Porat

Para grafos não muito densos, existem implementações que apresentam um melhor desem-

penho que a implementação de Goemans e Williamson des
rita a
ima. Um exemplo é a imple-

mentação proposta por Cole, Hariharan, Lewenstein e Porat [5℄, a qual passaremos a des
rever

agora.

Esta implementação difere da implementação de Goemans e Williamson por tentar garantir

que, durante a fase iterativa do algoritmo, 
ada aresta externa do grafo tenha no máximo um

dos extremos em uma 
omponente ativa da �oresta (note que, desta forma, 
ada 
omponente

pre
isaria manter apenas um heap de arestas). Para isto, 
ada aresta do grafo é parti
ionada

dinami
amente (�dynami
 edge spliting�) através da in
lusão de um ou mais vérti
es no grafo.

A idéia aqui é a seguinte: para impedir que uma aresta externa tenha ambos os extremos em


omponentes ativas da �oresta, toda aresta externa é dividida ao meio em duas arestas de igual


usto, através da in
lusão de um novo vérti
e no grafo, o qual será 
onsiderado 
omo uma

nova 
omponente inativa da �oresta. Denominaremos um tal vérti
e de s-vérti
e. Durante toda

exe
ução da fase iterativa do algoritmo, uma aresta do grafo original é parti
ionada no total

O(k log n) vezes, onde k é uma dada 
onstante forne
ida 
omo parâmetro. Após o número máximo

de subdivisões de uma aresta original ter sido atingido, ao menos uma (e no máximo duas) das

arestas resultantes destas subdivisões será uma aresta externa. Chamaremos uma tal aresta de

aresta terminal. Note que uma aresta terminal não pode ser subdividida, pois isto resultaria em

um número de subdivisões maior que o permitido para a aresta original 
orrespondente. Desta

forma, é possível que, em algum momento, existam arestas terminais 
om ambos os extremos

em 
omponentes ativas da �oresta. Mesmo que isto o
orra, tais arestas serão tratadas 
omo se

apenas um de seus extremos �zesse parte de uma 
omponente ativa. Isso introduz um erro no

algoritmo, o qual é responsável por uma degradação de

1

n

k

no fator de aproximação.
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rição da implementação

Para 
ada 
onstante k, a implementação 
onsome no total tempo O(k(n +m) log

2

n), onde

n e m são respe
tivamente o número de vérti
es e o número de arestas do grafo, e devolve uma

�oresta de Steiner de 
usto menor ou igual a 2(1 +

1

n

k

) vezes o 
usto de uma �oresta de Steiner

ótima.

5.1 Des
rição da implementação

Como na implementação de Goemans e Williamson, faremos uso de heaps de arestas para

reduzir o número de arestas examinadas em 
ada iteração do algoritmo, 
om a diferença de que

aqui utilizaremos apenas um úni
o heap por 
omponente. A 
ada 
omponente S da �oresta

estará asso
iado um heap de mínimo heap(S) 
ontendo as arestas externas que possuem um dos

extremos em S. A 
have de uma dada aresta uv em heap(S) é de�nida 
omo segue:


have(uv) =

(




uv

� d(u) , se u 2 S




uv

� d(v) , 
aso 
ontrário.

Esta de�nição é motivada pela seguinte propriedade garantida pela implementação: dada uma

aresta uv do grafo original, 
ada nova aresta u

0

v

0

gerada a partir de uv, 
om ex
essão de uma

úni
a aresta, a qual será uma aresta terminal, é tal que ou u

0

ou v

0

faz parte de uma 
omponente

inativa da �oresta e, além disto, tal 
omponente 
onsiste de um úni
o s-vérti
e. Assim, 
omo

d(w) = 0 para todo s-vérti
e w que 
onstitui uma 
omponente 
om um úni
o vérti
e, toda aresta

externa u

0

v

0

que não é terminal é tal que

folga(u

0

v

0

) =

8

>

>

<

>

>

:




u

0

v

0

� d(u

0

) , se u' está em uma 
omponente ativa




u

0

v

0

� d(v

0

) , se v' está em uma 
omponente ativa

1 , 
aso 
ontrário.

As arestas terminais podem possuir ambos os extremos em 
omponentes ativas ou então podem

ser tais que d(u

0

) > 0 e d(v

0

) > 0 e, nestes 
asos, a folga de tais arestas não pode ser 
al
ulada

deste modo. Apesar disto, também 
onsideraremos a folga de uma aresta terminal 
omo sendo

dada pela igualdade a
ima. Logo, em 
ada iteração, para determinar a aresta externa que será

in
luída na �oresta, basta 
onsiderar as arestas que se en
ontram na primeira posição de 
ada

heap asso
iado a uma 
omponente ativa e, dentre elas, sele
ionar uma que apresente o valor

mínimo para a 
have.

Vamos apresentar agora uma des
rição não muito detalhada do algoritmo 
orrespondente a

esta implementação. Ini
ialmente, 
ada aresta do grafo é subdividida ao meio em duas arestas de

igual 
usto através da in
lusão de um novo vérti
e no grafo, sendo que 
ada vérti
e in
luído será


onsiderado 
omo uma nova 
omponente inativa da �oresta (lembre-se que, ini
ialmente, 
ada

vérti
e em um 
onjunto da 
oleção R é 
onsiderado uma 
omponente ativa e que 
ada vérti
e
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de Steiner do grafo original é 
onsiderado uma 
omponente inativa). Além disso, a partir das

arestas geradas através desta operação, são 
riados os heaps asso
iados a 
ada 
omponente.

Em 
ada uma das iterações seguintes e enquanto existirem 
omponentes ativas na �oresta, o

algoritmo irá exe
utar os passos des
ritos abaixo:

1. Es
olha da próxima aresta: ini
ialmente, é es
olhida uma aresta externa que apresente

a menor folga dentre todas as outras. Seja uv a aresta es
olhida neste passo. Para 
ada

vérti
e z perten
ente a uma 
omponente ativa da �oresta, d(z) é in
rementado de folga(uv).

Além disso, uv é in
luída na �oresta. Por �m, é realizada a união dos 
onjuntos de vérti
es

das 
omponentes da �oresta 
orrespondentes aos vérti
es u e v.

2. Divisão de arestas: note que, no iní
io desta iteração, no máximo uma das 
omponentes


orrespondentes aos vérti
es u e v era inativa. Este passo só é exe
utado pelo algoritmo

se uma dessas duas 
omponentes era inativa e 
onsistia de um úni
o s-vérti
e. Neste 
aso,

vamos supor, sem perda de generalidade, que tal vérti
e seja v. Como v é um s-vérti
e,

existe apenas uma úni
a aresta in
idente em v, além de uv. Seja w o vérti
e que se en
ontra

na outra extremidade desta aresta. Vamos dividir a aresta vw em pedaços subseqüentes

através da adição de novos vérti
es ao grafo, os quais deverão se en
ontrar às distân
ias




vw

2

,




vw

4

,




vw

8

, : : :,




vw

2

i

de v, onde i é o menor índi
e tal que uma das seguintes 
ondições é

satisfeita:

� 


vw

�




vw

2

i

> d(w).

�




vw

2

i

�




v

0

w

0

n

k

, onde v

0

w

0

é a aresta do grafo original a partir da qual vw foi gerada.

A segunda 
ondição a
ima é usada para garantir que 
ada aresta do grafo original seja

dividida não mais que O(k logn) vezes. Sempre que tal 
ondição for satisfeita e o mesmo

não 
o
rrer 
om a primeira 
ondição, todas as arestas geradas 
omo des
rito a
ima, 
om

ex
essão da última aresta (
ujo 
usto é menor ou igual a




v

0

w

0

n

k

), passarão a fazer parte da

�oresta. Note que esta última aresta não pode mais ser subdivida, mesmo que, em alguma

iteração futura, ela possa ter ambos os extremos em 
omponentes ativas (estas são as tais

arestas terminais 
uja folga não pode ser 
al
ulada pela fórmula dada no iní
io desta seção).

Agora, suponha que i seja tal que a primeira 
ondição é satisfeita e seja z o vérti
e adi
i-

onado que se en
ontra a distân
ia




vw

2

i

de v. Note que, neste 
aso, todos os novos vérti
es

adi
ionados ao grafo, 
om ex
essão de z, estarão a uma distân
ia de w menor ou igual a

d(w). Deste modo, todos eles passarão a fazer parte da 
omponente que 
ontém w, ao passo

que z irá formar uma nova 
omponente inativa da �oresta (para a qual será 
riado um heap


ontendo ini
ialmente duas arestas). Além disso, todas as novas arestas que foram 
riadas

neste passo, 
om ex
essão daquelas in
identes no vérti
e z, serão in
luídas na �oresta. Por



62 5.2 Estruturas de dados

�m, as duas arestas in
identes em z serão inseridas em heap(S

v

) e heap(S

w

), onde S

v

e

S

w

são, respe
tivamente, as 
omponentes que 
ontém v e w, ao passo que a aresta vw será

removida destes dois heaps.

3. Fusão de heaps: sejam S

u

e S

v

as 
omponentes de u e v respe
tivamente. Se tanto S

u

quanto

S

v

não têm a propriedade ne
essária para que o passo anterior seja exe
utado (e, portanto,

uv é uma aresta terminal) então heap(S

u

) e heap(S

v

) são 
ombinados para formar um

úni
o heap e, além disso, o estado (
om relação à atividade) da nova 
omponente formada

pela união de S

u

e S

v

é determinado.

5.2 Estruturas de dados

Para representar as 
omponentes da �oresta utilizaremos uma estrutura semelhante a que

vimos na implementação anterior. Na estrutura ES_Component apresentada neste blo
o, os


ampos a
tive , verti
es , num_verti
es , term_sets_size , dis
onne
ted , prev e next são 
omo

aqueles que se en
ontram na estrutura Component des
rita no blo
o 20.

O 
ampo edges é o heap de arestas da 
omponente. Com o intuito de implementar de

maneira mais rápida o passo que 
hamamos na des
rição a
ima de Fusão de heaps, optamos por

representar o heap de arestas de 
ada 
omponente através da estrutura de dados 
onhe
ida 
omo

Fibona

i heap, a qual permite que a união de dois heaps seja realizada em tempo O(1). Mais

adiante, des
reveremos 
om mais detalhes esta estrutura.

Para que o tempo gasto pela implementação seja O(k(n+m) log

2

n), 
omo 
itamos anterior-

mente, não podemos mais gastar tempo �(n), 
omo na implementação anterior, para es
olher a

aresta que será in
luída na �oresta em 
ada iteração. É ne
essário que esta es
olha seja realizada

em tempo O(log n). Para isto, iremos utilizar um heap 
ujos elementos serão os heaps de arestas

das 
omponentes ativas da �oresta. O 
ampo pos da estrutura ES_Component guarda a posição

do heap de arestas da 
omponente neste heap de heaps, 
aso a 
omponente seja ativa.

Por �m, vamos expli
ar a utilidade dos 
ampos d1 e d2 . Para evitar que em 
ada iteração

tenhamos que atualizar o valor de d(v) para 
ada v em uma 
omponente ativa (o que nos levaria

a gastar tempo �(n) por iteração, 
omo vimos na implementação anterior), iremos dividir o valor

de d(v) em par
elas: uma par
ela estará asso
iada a estrutura de 
ada aresta saindo de v, outra

estará asso
iada a estrutura da 
omponente da �oresta à qual v perten
e e, 
aso v se en
ontre em

uma 
omponente ativa, há ainda uma outra par
ela asso
iada a todas as 
omponentes ativas. A

par
ela asso
iada a 
omponente a qual v perten
e é armazenada no 
ampo d1 da estrutura dessa


omponente. O 
ampo d2 é um apontador para a variável que guarda a par
ela 
orrespondente

a todas as 
omponentes ativas.
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Como na implementação anterior, muitas vezes será pre
iso a
essar a 
omponente à qual

um dado vérti
e perten
e. Por este motivo, 
ada vérti
e v do grafo guardará, em um de seus

utility �elds, um apontador para a 
omponente da qual faz parte. No que segue, utilizaremos a

ma
ro COMPONENT(v) para a
essar a 
omponente a qual um dado vérti
e v perten
e e a ma
ro

SET_COMPONENT(v; S) para fazer 
om que S seja a nova 
omponente de v.

Pre
isaremos asso
iar às arestas do grafo, ou mais pre
isamente, aos ar
os 
orrespondentes

a elas, um número de 
ampos superior ao número de utility �elds existentes na estrutura de um

ar
o. Para 
ontornar este problema, iremos 
riar para 
ada ar
o uma estrutura de dados para

armazenar alguns destes 
ampos e utilizar um dos utility �elds do ar
o 
omo um apontador para

esta estrutura. Antes de apresentar a de�nição desta estrutura, iremos apresentar, a seguir, 
ada

um dos 
ampos presentes nela.

Vimos a pou
o que a 
ada aresta uv do grafo estará asso
iada uma par
ela do valor de d(u)

e uma par
ela do valor de d(v). Como no SGB 
ada aresta uv é representada através dos ar
os

uv e vu, vamos asso
iar tais par
elas às estruturas de dados 
orrespondentes a estes ar
os. Para

isto, 
riaremos para 
ada ar
o do grafo g um 
ampo d. Assim, dada uma aresta uv, a par
ela


orrespondente a d(u) �
ará armazenada no 
ampo d do ar
o uv e a par
ela 
orrespondente a

d(v) �
ará armazenada no 
ampo d do ar
o vu.

A divisão das arestas, des
rita no passo 2 (blo
o 48), será feita apenas de modo simulado.

Como em 
ada iteração, após uma sequên
ia de operações de subdivisão de uma aresta, são

geradas exatamente duas arestas externas, 
om ex
eção do 
aso em que uma úni
a aresta terminal

é gerada, representaremos 
ada uma das arestas geradas através de um dos ar
os 
orrespondentes

a aresta original do grafo. Para isto, 
ada ar
o passa a ter um 
ampo 
urr_len , o qual guardará

o 
usto da aresta representada pelo ar
o. No 
aso em que apenas uma úni
a aresta for gerada,

a qual será terminal, os dois ar
os estarão representando a mesma aresta e o valor do 
ampo


urr_len de 
ada um deles 
orresponderá ao 
usto dessa aresta terminal. Para dete
tar esta

situação, 
riaremos o 
ampo bad_pie
e que permane
erá 
om valor 0 enquanto os dois ar
os

estiverem representando arestas distintas e assumirá valor 1 a partir do momento em que eles

estiverem representando a mesma aresta. Vale a pena ressaltar que, 
omo a divisão de arestas

será apenas simulada, em nenhum instante serão adi
ionados novos vérti
es a estrutura do grafo

original.

A estrutura EdgeFields apresentada abaixo armazena os 
ampos d e 
urr_len que des
reve-

mos a
ima. Além disso, tal estrutura possui ainda um 
ampo origin , o qual armazenará o valor


ontido no 
ampo from do ar
o (isto é ne
essário, pois iremos utilizar o utility �eld a do ar
o,

no qual o valor do 
ampo from está armazenado, para guardar um apontador para a estrutura

EdgeFields 
orrespondente ao ar
o).

hData stru
tures of sf.
 68 i +�

106
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typedef stru
t edge �elds stru
t f

int 
urr_len ;

int d;

int dupli
ate ;

FHnode node ;

g EdgeFields ;

Para 
ada ar
o a, FIELDS(a) será um apontador para a estrutura EdgeFields que armazena

os 
ampos de a. Utilizaremos também a ma
ro SET_FIELDS(a; ef ), a qual nos será útil para

asso
iar ao ar
o a os 
ampos 
orrespodentes a estrutura EdgeFields apontada por ef .

#de�ne FIELDS(A) ((EdgeFields �)((A)

~

b:S))

107

#de�ne SET_FIELDS(A; Y ) ((A)

~

b:S = (
har �)(Y ))

Como men
ionamos anteriormente, a 
have de uma aresta uv no heap de arestas de uma dada


omponente S é de�nida 
omo


have(uv) =

(




uv

� d(u) , se u 2 S




uv

� d(v) , 
aso 
ontrário

Como estaremos representando as arestas do grafo através de ar
os, teremos de de�nir a


have de 
ada aresta � = uv em um heap em termos do ar
o ou dos ar
os (no 
aso de uma

aresta terminal) a ela 
orrepondentes. Assim, dado um ar
o a iremos de�nir a 
have de a no

heap da 
omponente de seu vérti
e de origem u, denotada por key (a), 
omo sendo dada pelo


usto da aresta representada por a menos d(u). É importante ressaltar aqui que 
ada ar
o será

sempre mantido no heap da 
omponente à qual perten
e seu vérti
e de origem. Deste modo,

se � = uv é uma aresta terminal, 
omo � é representada pelos ar
os uv e vu, a 
have de � no

heap da 
omponente de u será dada pela 
have key (uv ) do ar
o uv e, do mesmo modo, a 
have

da aresta � no heap da 
omponente de v será dada por key (vu ). Caso � não seja terminal,

ela é representada por um úni
o ar
o e desta forma a 
have de � será igual a 
have deste ar
o.

Apresentamos abaixo a de�nição da 
have key (a) de um ar
o a.

hAuxiliary fun
tions 76 i +�

108

double edge_pie
e_key (void �p)

f

Ar
 �a = p;

if (:(a

~

tip)) return �1;

return FIELDS(a)

~


urr_len � FIELDS(a)

~

d;

g



Implementação de Cole, Hariharan, Lewenstein e Porat 65

hHeader �les of sf.
 71 i +�

109

#in
lude <limits.h>

Como men
ionamos anteriormente iremos manter os heaps de arestas das 
omponentes ativas

da �oresta 
omo elementos de um heap. De�niremos a 
have de um FibHeap h em um FibHeap


omo sendo a 
have de menor valor dentre todas aquelas das arestas que se en
ontram em h. Ou

seja, a 
have de h será igual a key (h), já que, 
omo vimos, h é um apontador para uma aresta


ujo valor da 
have é mínimo em h.

hData stru
tures of sf.
 68 i +�

110

typedef stru
t labeled_heap �LbHeap;

stru
t labeled heap f

int d;

FibHeap heap ;

g;

hAuxiliary fun
tions 76 i +�

111

double lb_heap_key (void �p)

f

LbHeap LH = p;

if (:FHEAPempty (LH

~

heap )) f

Item item = FHEAP�ndMin(LH

~

heap );

Ar
 �a = getValue (item );

return edge_pie
e_key (a)� LH

~

d;

g

return �1;

g

hData stru
tures of sf.
 68 i +�

112

typedef stru
t 
hlp 
omponent f

int a
tive ;

int num_verti
es ;

LbHeap edges ;

BalBST ts_interse
t_size ;

int dis
onne
ted ;

g CHLPComponent;
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hHeader �les of sf.
 71 i +�

113

#in
lude "bbst.h"

hData stru
tures of sf.
 68 i +�

114

typedef stru
t i_stru
t �Interse
tion;

stru
t i stru
t f

int ts_id ;

int n;

g;

hAuxiliary fun
tions 76 i +�

115

double I_key (void �p)

f

Interse
tion I = p;

return I

~

ts_id ;

g

5.3 Função prin
ipal

A função abaixo é responsável por apli
ar ao grafo g o método de Cole et al para a 
onstrução

de uma �oresta de Steiner 
ujo 
usto não é superior a 2(1+

1

n

k

) vezes o 
usto de uma �oresta de

Steiner ótima, onde n é igual a g

~

n. Além de g e k, ela re
ebe um vetor term_sets de 
onjuntos

de terminais de g, os quais se en
ontram indexados de 0 até g

~

num_ts . Ao �nal de sua exe
ução,

sf_
hlp irá devolver um apontador para a estrutura SteinerForest que representa a �oresta de

Steiner 
onstruída.

hSteiner forest 
onstru
tion fun
tions 77 i +�

116

SteinerForest �sf_
hlp(Graph �g;TermSet �term_sets ; int k)

f

hLo
al variables of sf_
hlp 119 i

hMultiply by n

k

the 
ost of ea
h edge in g 117 i

hFor ea
h edge a in g split a in two pie
es 120 i

hCreate the initial spanning forest 122 i

h In
lude an edge pie
e in the forest while there is some a
tive 
omponent 126 i

hRestore the original 
osts of the edges of g 118 i
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hDis
ard unne
essary edges and return the resulting Steiner forest 138 i

g

hMultiply by n

k

the 
ost of ea
h edge in g 117 i �

117

f

int i;

Vertex �v;

nk = 1;

for (i = 1; i � k; i

++

) nk = nk � g

~

n;

for (v = g

~

verti
es ; v < g

~

verti
es + g

~

n; v

++

) f

Ar
 �a;

for (a = v

~

ar
s ; a; a = a

~

next ) a

~

len �= nk ;

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 116.

hRestore the original 
osts of the edges of g 118 i �

118

f

Vertex �v;

for (v = g

~

verti
es ; v < g

~

verti
es + g

~

n; v

++

) f

Ar
 �a;

for (a = v

~

ar
s ; a; a = a

~

next ) a

~

len == nk ;

g

dual_
ost == nk ;

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 116.

hLo
al variables of sf_
hlp 119 i �

119

unsigned long int nk ;

Veja também blo
os 121, 123, 125 e 127.

Este 
ódigo é usado no blo
o 116.

O tre
ho de 
ódigo abaixo ini
ializa os 
ampos 
orrespondentes a 
ada ar
o do grafo g. Cada

aresta do grafo original é dividida ao meio, sendo que 
ada metade é representada pelos ar
os
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na estrutura de g que 
orrespondem à aresta. Como estaremos trabalhando apenas 
om inteiros,

uma das metades terá 
usto b




a

2


 e a outra, d




a

2

e, onde 


a

é o valor que se en
ontra guardado em

a

~

len .

hFor ea
h edge a in g split a in two pie
es 120 i �

120

f

Ar
 �a;

Vertex �v;

int i = 0;

ef = mallo
(g

~

m � sizeof (EdgeFields));

for (v = g

~

verti
es ; v < g

~

verti
es + g

~

n; v

++

)

for (a = v

~

ar
s ; a; a = a

~

next ) f

ef [i℄:
urr_len = �1;

ef [i℄:d = 0;

ef [i℄:dupli
ate = 0;

SET_FIELDS(a; ef + i);

i

++

;

g

for (v = g

~

verti
es ; v < g

~

verti
es + g

~

n; v

++

)

for (a = v

~

ar
s ; a; a = a

~

next )

if (FIELDS(a)

~


urr_len � �1) f

Ar
 �a_ = a+ 1;

if (a

~

len % 2) f

FIELDS(a)

~


urr_len = (a

~

len )=2 + 1;

FIELDS(a_)

~


urr_len = (a

~

len )=2;

g

else f

FIELDS(a)

~


urr_len = (a

~

len )=2;

FIELDS(a_)

~


urr_len = (a

~

len )=2;

g

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 116.

hLo
al variables of sf_
hlp 119 i +�

121

EdgeFields �ef ;
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Aqui é 
riada a �oresta geradora ini
ial sf e são ini
ializadas as estruturas 
orrespondentes às


omponentes desta �oresta (note que não são 
riadas estruturas do tipo ES_Component para

representar as 
omponentes 
orrepondentes a s-vérti
es). Todas estas estuturas serão mantidas

em uma lista 
ir
ular duplamente ligada 
ontendo um nó 
abeça. A variável 
omponents guardará

um apontador para este nó. O número de 
omponentes ativas nesta �oresta e também nas

�orestas em 
ada uma das iterações posteriores será guardado na variável num_a
tives . Por

�m, a variável a
tive_d guardará uma par
ela do valor de d(v) para 
ada v em uma 
omponente

ativa da �oresta. Como vimos no blo
o 49, o 
ampo d2 de 
ada 
omponente será um apontador

para esta variável.

hCreate the initial spanning forest 122 i �

122

f

int i; j = 0;

Vertex �v;

sf = gb_new_graph (g

~

n);

for (v = sf

~

verti
es ; v < sf

~

verti
es + sf

~

n; v

++

) f

Vertex �w = g

~

verti
es + (v � sf

~

verti
es );

v

~

name = gb_save_string (w

~

name );

g

num_a
tives = a
tive_d = 0;

for (i = 0; i < g

~

num_ts ; i

++

) num_a
tives += term_sets [i℄:num_verti
es ;

interse
t = mallo
(num_a
tives � sizeof (stru
t i stru
t));

allo
Itens (g

~

m+ g

~

n+ num_a
tives );

BBSTallo
(num_a
tives + g

~

num_ts � 1);


omponents = mallo
(g

~

n � sizeof (CHLPComponent));

for (i = 0; i < g

~

n; i

++

) f

CHLPComponent �C = 
omponents + i;

Vertex �v = g

~

verti
es + i;

v

~

ind = i;

SET_COMPONENT(v; C);

C

~

num_verti
es = 1;

C

~

ts_interse
t_size = BBSTinit ( );

C

~

a
tive = C

~

dis
onne
ted = 0;

if (v

~

termset_id � 0) f

Item y;

BalBST t = C

~

ts_interse
t_size ;

Interse
tion I = interse
t + j

++

;

I

~

ts_id = v

~

termset_id ; I

~

n = 1;
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C

~

ts_interse
t_size = BBSTinsert (t;newItem (I; I_key ;�);&y);

C

~

a
tive = 1;

C

~

dis
onne
ted

++

;

g

g

UFinit (g

~

n);

hCreate an edge heap for ea
h 
omponent 124 i

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 116.

hLo
al variables of sf_
hlp 119 i +�

123

Graph �sf ;

CHLPComponent �
omponents ;

Interse
tion interse
t ;

int num_a
tives ;

int a
tive_d ;

O tre
ho de 
ódigo abaixo é responsável por 
riar um heap de arestas para 
ada 
omponente

da �oresta ini
ial. Como men
ionamos antes, 
ada um dos heaps 
orrespondentes a 
omponentes

ativas da �oresta será mantido em um heap de mínimo, o qual será apontado pelo valor guardado

na variável a
tive

h

eaps.

hCreate an edge heap for ea
h 
omponent 124 i �

124

f

int i;

FHEAPallo
 (g

~

n+ 2; g

~

n+ g

~

m);

a
tive_heaps = FHEAPinit ( );

h = mallo
 (g

~

n � sizeof (stru
t labeled heap));

node = mallo
(g

~

n � sizeof (FHnode));

min_edge_pie
e = mallo
(sizeof (Ar
));

min_edge_pie
e

~

tip = �;

min_lb_heap = mallo
 (sizeof (stru
t labeled heap));

min_lb_heap

~

heap = FHEAPinit ( );

for (i = 0; i < g

~

n; i

++

) f

Ar
 �a;

CHLPComponent �C = 
omponents + i;

Vertex �v = g

~

verti
es + i;
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h[i℄:d = 0;

h[i℄:heap = FHEAPinit ( );

for (a = v

~

ar
s ; a; a = a

~

next ) FIELDS(a)

~

node = FHEAPinsert (h[i℄:heap ;newItem (a;

edge_pie
e_key ;min_edge_pie
e ));

C

~

edges = h+ i;

if (C

~

a
tive )

node [i℄ = FHEAPinsert (a
tive_heaps ;newItem (C

~

edges ; lb_heap_key ;min_lb_heap ));

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 122.

hLo
al variables of sf_
hlp 119 i +�

125

FibHeap a
tive_heaps ;

LbHeap h; min_lb_heap ;

FHnode �node ;

Ar
 �min_edge_pie
e ;

Neste blo
o, é 
onstruída de modo iterativo uma �oresta de Steiner do grafo g. Em 
ada

iteração, é sele
ionada uma aresta, 
orrespondente a uma fração de alguma aresta do grafo

original, para ser in
luída na �oresta geradora 
orrente. Note que in
luímos uma aresta em sf

apenas no momento em que a última fração terminal de alguma aresta a do grafo original é

sele
ionada, pois somente neste instante é que a passa a fazer parte da �oresta. Para dete
tar o

momento em que esta situação o
orre fazemos uso do 
ampo bad_pie
e da aresta sele
ionada.

#de�ne RLEN(uv ) (edge_pie
e_key (uv )� U

~

edges

~

d� a
tive_d )

126

#de�ne ID(C) ((C)� 
omponents )

h In
lude an edge pie
e in the forest while there is some a
tive 
omponent 126 i �

f

dual_
ost = 0;

while (num_a
tives > 0) f

Ar
 �uv ;

CHLPComponent �U; �V ;

Item item_uv ; item_h_u ;

hSet uv to point to an edge with the smallest sla
kness 129 i

dual_
ost += num_a
tives � RLEN(uv );

a
tive_d += RLEN(uv );

FHEAPdelMin (U

~

edges

~

heap ); =� delete uv from U

~

edges �=
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FHEAPdelMin (a
tive_heaps ); =� delete U

~

edges from the a
tive_heaps �=

if (FIELDS(uv )

~


urr_len � (uv

~

len )=nk ^ FIELDS(uv )

~

dupli
ate ) f

=� uv is a terminal edge and RLEN(uv) != sla
kness(uv) �=

Ar
 �vu = (uv

~

from < uv

~

tip) ? uv + 1 : uv � 1;

h In
lude uv in the spanning forest sf 128 i

FHEAPdelete (V

~

edges

~

heap ; FIELDS(vu )

~

node );

if (V

~

a
tive ) f

FHEAPdelete (a
tive_heaps ;node [ID(V )℄);

num_a
tives

��

;

g

hUnite the 
omponents U and V 130 i

g

else f

Ar
 �wv = (uv

~

from < uv

~

tip) ? uv + 1 : uv � 1;

hSplit the edge wv 135 i

g

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 116.

hLo
al variables of sf_
hlp 119 i +�

127

double dual_
ost ;

h In
lude uv in the spanning forest sf 128 i �

128

f

Vertex �u = sf

~

verti
es + (uv

~

from � g

~

verti
es );

Vertex �v = sf

~

verti
es + (uv

~

tip � g

~

verti
es );

gb_new_edge (u; v; (uv

~

len )=nk );

u

~

ar
s

~

original_ar
 = uv ;

v

~

ar
s

~

original_ar
 = vu ;

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 126.

Em 
ada iteração, a aresta es
olhida para ser in
luída na �oresta 
orrente é uma aresta externa

que minimiza o valor de key ( ). Como iremos permitir que o heap de arestas de 
ada 
omponente
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possua mais de uma aresta para 
ada outra 
omponente da �oresta, é possível que, em algum

momento, o heap de arestas de uma 
omponente 
ontenha arestas que não sejam externas. Deste

modo, no tre
ho de 
ódigo abaixo, o laço while itera até que uma aresta externa seja en
ontrada,

sendo que, em 
ada iteração, é removida de seu heap uma aresta 
ujo valor de key ( ) seja mínimo

dentre todas as outras nos heaps de 
omponentes ativas.

hSet uv to point to an edge with the smallest sla
kness 129 i �

129

f

while (1) f

Ar
 �vu ;

LbHeap h;

item_h_u = FHEAP�ndMin(a
tive_heaps );

h = getValue (item_h_u );

if (FHEAPempty (h

~

heap )) exit (1); =� the problem is unfeasible �=

item_uv = FHEAP�ndMin(h

~

heap );

uv = getValue (item_uv );

U = (CHLPComponent �) COMPONENT(uv

~

from );

V = (CHLPComponent �) COMPONENT(uv

~

tip);

if (U 6= V ) break;

FHEAPdelMin (U

~

edges

~

heap ); =� delete uv from U

~

edges �=

vu = (uv

~

from < uv

~

tip) ? uv + 1 : uv � 1;

FHEAPdelete (U

~

edges

~

heap ; FIELDS(vu )

~

node );

=� a
tualize the positision of U

~

edges in the heap �=

FHEAPdelMin (a
tive_heaps );

node [ID(U)℄ = FHEAPinsert (a
tive_heaps ; item_h_u );

g

g

Este 
ódigo é 
itado no blo
o 135.

Este 
ódigo é usado no blo
o 126.

Sempre que a última fração terminal de uma aresta do grafo original é sele
ionada para fazer

parte da �oresta, é ne
essário realizar a união de duas 
omponentes da �oresta. Como na

implementação anterior, manteremos sempre a estrutura da 
omponente que possui o maior de

número de vérti
es para representar a 
omponente resultante da união, garantindo assim que os


ampos de todos os vérti
es e ar
os do grafo sejam atualizados no máximo O(log n) vezes durante

toda a fase iterativa. Se a 
omponente resultante da união for inativa, o 
ampo d1 da estrutura

que a representa é in
rementado pelo valor guardado na variável apontada por d2 , já que, a

partir deste momento, a par
ela guardada nesta variável não mais será usada no 
á
ulo da 
have
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das arestas no heap da 
omponente, até que ela eventualmente seja unida a uma 
omponente

ativa. Caso a 
omponente resultante seja ativa, seu heap de arestas é inserido em a
tive_heaps .

hUnite the 
omponents U and V 130 i �

130

f

int a
tive_ = 1;

if (U

~

num_verti
es < V

~

num_verti
es ) f

CHLPComponent �t = U ;

U = V ;

V = t;

g

h In
lude ea
h vertex of V in U and set a
tive_ to the new state of U 131 i

hUnite the edge heaps of U and V 133 i

if (:(U

~

a
tive ) ^ a
tive_) U

~

edges

~

d �= a
tive_d ;

U

~

a
tive = a
tive_;

if (U

~

a
tive ) node [ID(U )℄ = FHEAPinsert (a
tive_heaps ; item_h_u );

else f =� U and V were a
tive 
omponents �=

U

~

edges

~

d += a
tive_d ;

num_a
tives

��

;

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 126.

No tre
ho de 
ódigo abaixo, é realizada a união dos 
onjuntos de vérti
es das 
omponentes U

e V . O modo 
omo isto é feito é semelhante àquele des
rito no blo
o 43.

h In
lude ea
h vertex of V in U and set a
tive_ to the new state of U 131 i �

131

f

void �args [3℄;

UFunion (UF�nd (uv

~

from

~

ind );UF�nd (uv

~

tip

~

ind ));

U

~

num_verti
es += V

~

num_verti
es ;

V

~

num_verti
es = �1;

args [0℄ = term_sets ;

args [1℄ = U ;

args [2℄ = &a
tive_;

BBSTtraverse (V

~

ts_interse
t_size ; insertIfDis
onne
ted ; args );

BBSTdestroy (V

~

ts_interse
t_size );

g
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Este 
ódigo é usado no blo
o 130.

hAuxiliary fun
tions 76 i +�

132

void insertIfDis
onne
ted (Item item ;void �args [ ℄)

f

Item item_;

Interse
tion I = getValue (item );

TermSet �term_sets = args [0℄;

CHLPComponent �C = args [1℄;

int �a
tive_ = args [2℄;

TermSet �ts ;

ts = term_sets + I

~

ts_id ;

if (ts

~


onne
ted ) return;

C

~

ts_interse
t_size = BBSTinsert (C

~

ts_interse
t_size ; item ;&item_);

if (item_ 6= �) f

Interse
tion J = getValue (item_);

J

~

n += I

~

n;

if (J

~

n � ts

~

num_verti
es ) f

ts

~


onne
ted

++

;

C

~

dis
onne
ted

��

;

if (:(C

~

dis
onne
ted )) �a
tive_ = 0;

g

g

else f

C

~

dis
onne
ted

++

;

if (C

~

dis
onne
ted � 1) �a
tive_ = 1;

g

g

Ao 
ontrário do que �zemos na implementação anterior, aqui não iremos exigir que o heap de

arestas de 
ada 
omponente guarde no máximo uma aresta para 
ada outra 
omponente. Assim,

o heap de arestas da 
omponente resultante da união de U e V é obtido através da união dos

heaps das duas 
omponentes, utilizando-se para isto a função mergeFibHeap . Antes da união

dos heaps, atualizamos o valor do 
ampo d de 
ada aresta no heap da 
omponente V para que

o valor da 
have destas arestas no novo heap seja igual ao valor de sua 
have no heap de V .

Para isto, é utilizada a função traverseFibHeap que apli
a a função in_�eld_d , apresentada no

próximo blo
o, a 
ada aresta no heap de V .
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hUnite the edge heaps of U and V 133 i �

133

f

int dU = U

~

a
tive ? U

~

edges

~

d+ a
tive_d : U

~

edges

~

d;

int dV = V

~

a
tive ? V

~

edges

~

d+ a
tive_d : V

~

edges

~

d;

int in
 = dV � dU ;

void �args [1℄;

args [0℄ = &in
 ;

FHEAPtraverse (V

~

edges

~

heap ; in
_�eld_d ; args );

U

~

edges

~

heap = FHEAPjoin (U

~

edges

~

heap ; V

~

edges

~

heap );

setValue (item_h_u ; U

~

edges );

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 130.

A função in
_�eld_d abaixo in
rementa de in
 o valor guardado no 
ampo d da aresta a.

hAuxiliary fun
tions 76 i +�

134

void in
_�eld_d (Item item ;void �args [ ℄)

f

Ar
 �a = getValue (item );

int in
 = �((int �) args [0℄);

FIELDS(a)

~

d += in
 ;

g

Enquanto a aresta uv es
olhida no blo
o hSet uv to point to an edge with the smallest sla
k-

ness 129 i não for a última fração terminal da aresta original, esta poderá ser subdividida mais

algumas vezes. É exatamente isto que é feito pelo tre
ho de 
ódigo abaixo. A aresta wv 
or-

responde a fração da aresta original que ainda não foi sele
ionada. Se possível, esta fração será

subdividida até obtermos duas arestas externas ou uma úni
a aresta terminal. No primeiro 
aso,

uv e wv representarão as duas arestas externas geradas, as quais possuem um s-vérti
e virtual v


omo extremo 
omum; no segundo 
aso, uv e wv estarão representando a mesma aresta terminal.

hSplit the edge wv 135 i �

135

f

CHLPComponent �W ;

int 
ur_len ; new_len ; d_w ; in
 ; p;

W = (CHLPComponent �) COMPONENT(wv

~

from );

in
 = W

~

a
tive ? W

~

edges

~

d+ a
tive_d : W

~

edges

~

d;
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d_w = FIELDS(wv )

~

d+ in
 ;

new_len = 
ur_len = FIELDS(wv )

~


urr_len ;

if (
ur_len � (wv

~

len )=nk ) =� wv is a terminal edge �=

hSet uv and wv to represent the same terminal edge 136 i

else f

do f

p = new_len % 2;

new_len = p ? new_len=2 + 1 : new_len=2;

g while (new_len > (wv

~

len )=nk ^ 
ur_len � new_len � d_w );

if (
ur_len � new_len > d_w ) f

hSet uv and wv to represent two external edges 137 i

FHEAPde
reaseKey (W

~

edges

~

heap ; FIELDS(wv )

~

node ;�);

if (W

~

a
tive ) FHEAPde
reaseKey (a
tive_heaps ;node [ID(W )℄;�);

g

else hSet uv and wv to represent the same terminal edge 136 i

g

FIELDS(uv )

~

node = FHEAPinsert (U

~

edges

~

heap ; item_uv );

node [ID(U)℄ = FHEAPinsert (a
tive_heaps ; item_h_u );

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 126.

Aqui, atribuímos valores aos 
ampos dos ar
os uv e vw de modo que eles representem a mesma

aresta terminal gerada no blo
o anterior. Desta forma, o valor do 
ampo 
urr_len dos dois ar
os

deve ser o mesmo e o valor do 
ampo d de 
ada um deles é 
al
ulado de modo a fazer 
om que

o valor da 
have destes ar
os seja igual a folga da aresta terminal.

hSet uv and wv to represent the same terminal edge 136 i �

136

f

FIELDS(uv )

~


urr_len = FIELDS(wv )

~


urr_len = new_len ;

FIELDS(wv )

~

d = d_w � (
ur_len � new_len )� in
 ;

FIELDS(uv )

~

d = d_w � (
ur_len � new_len )� (U

~

edges

~

d+ a
tive_d );

FIELDS(wv )

~

dupli
ate = FIELDS(uv )

~

dupli
ate = 1;

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 135.

No tre
ho de 
ódigo abaixo, os 
ampos dos ar
os uv e wv são preen
hidos de modo que 
ada

um deles represente uma das arestas externas geradas no pro
esso des
rito no blo
o 92.
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hSet uv and wv to represent two external edges 137 i �

137

f

FIELDS(uv )

~


urr_len = new_len ;

FIELDS(wv )

~


urr_len = p ? new_len � 1 : new_len ;

FIELDS(uv )

~

d = �(U

~

edges

~

d+ a
tive_d );

FIELDS(wv )

~

d = FIELDS(wv )

~


urr_len � in
 � (
ur_len � new_len � d_w );

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 135.

hDis
ard unne
essary edges and return the resulting Steiner forest 138 i �

138

f

SteinerForest �min_sf ;

min_sf = edgePruning (sf ; g; term_sets );

min_sf

~

dual_
ost = dual_
ost ;

hFree the auxiliary memory allo
ated 139 i

return min_sf ;

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 116.

hFree the auxiliary memory allo
ated 139 i �

139

f

free (ef );

gb_re
y
le (sf );

free (node );

free (h);

free (
omponents );

free (min_edge_pie
e );

free (min_lb_heap );

free (interse
t );

BBSTfree ( );

FHEAPfree ( );

freeItens ( );

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 138.



Capítulo 6

Implementação de Klein

Do mesmo modo que a implementação de Cole, Hariharan, Lewenstein e Porat, apresentada

a
ima, a implementação proposta por Klein tem um melhor desempenho que a implementação de

Goemans e Williamson quando o grafo de entrada é esparso. A idéia 
entral desta implementação


onsiste em de�nir uma estrutura de dados a partir do grafo da entrada e de uma atribuição de


ategorias aos vérti
es deste grafo e, então, remodelar o algoritmo de Goemans e Williamson em

termos de 
ertas operações sobre esta estrutura de dados.

A de�nição da estrutura de dados é feita da seguinte forma. Dado um grafo orientado G,


om 
ustos nos ar
os, e um número �xo C, iremos atribuir, a 
ada vérti
e de G, um número

em f1; : : : ; Cg. Para 
ada vérti
e v 2 V

G

, denotaremos por 
at(v) o número atribuído a v, ao

qual iremos nos referir 
omo a 
ategoria de v. Desta forma, 
ada ar
o uv do grafo G �
a

asso
iado a um par ordenado (
at(u); 
at(v)). Daremos o nome de bi
ategoria ao 
onjunto dos

ar
os asso
iados a um dado par ordenado de 
ategorias. A intenção aqui é implementar, de modo

e�
iente, o seguinte 
onjunto de operações sobre as bi
ategorias de�nidas desta forma:

� de
reaseCost(b; Æ), onde b é uma bi
ategoria e Æ é um número real. Esta operação diminui

de Æ o 
usto de 
ada ar
o perten
ente à bi
ategoria b.

� �ndMin(b), onde b é uma bi
ategoria. Esta operação en
ontra um ar
o que apresente o

menor 
usto dentre todos aqueles perten
entes à bi
ategoria b.

� 
hangeCategory(v; 
), onde v 2 V

G

e 
 é uma das C 
ategorias. Esta operação atribui a


ategoria 
 ao vérti
e v, mudando impli
itamente de bi
ategoria todos os ar
os in
identes

em v.

� 
ontra
tEdge(a; 
), onde a 2 E

G

e 
 é uma das C 
ategorias. Esta operação 
ontrai o ar
o

a, transformando-o em um novo vérti
e do grafo e atribuindo, a este vérti
e, a 
ategoria 
.

Tal operação remove a de E

G

.
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orrespondentes às bi
ategorias

Estas operações podem ser implementadas de modo que o tempo gasto no total para se

exe
utar uma seqüên
ia qualquer de k operações, tomadas dentre elas, seja O(k

p

m logn +

m logn), onde m = jE

G

j e n = jV

G

j. A seguir, des
reveremos uma forma de implementar as

operações de�nidas a
ima dentro deste limite de tempo e, logo após, mostraremos 
omo elas

podem ser usadas na implementação do algoritmo de Goemans e Williamson.

6.1 Estruturas de dados 
orrespondentes às bi
ategorias

Seja G um grafo orientado, tal que m = jE

G

j e n = jV

G

j, e 
onsidere uma atribuição de 
ate-

gorias aos vérti
es de G e as 
orrespondentes bi
ategorias em que E

G

�
a parti
ionado. Agora,

suponhamos que uma seqüên
ia p

1

; : : : ; p

k

de operações, tomadas dentre as quatro operações

de�nidas a
ima, seja exe
utada e, para 
ada i entre 1 e k, seja G

i

o grafo resultante após a

exe
ução da operação p

i

. Além disso, seja G

0

= G.

A 
ada bi
ategoria em G

i

, para todo i entre 0 e k, iremos asso
iar um heap de mínimo de

dois níveis. Mais espe
i�
amente, a 
ada bi
ategoria b, estará asso
iado um heap H(b) 
ujos

elementos serão heaps da forma H

�

(v; b) e H

+

(v; b), asso
iados a 
ada vérti
e v de G

i

. Para


ada v, os elementos de H

�

(v; b) e H

+

(v; b) serão, respe
tivamente, ar
os do grafo perten
entes

à bi
ategoria b que têm v 
omo ponta ini
ial e ar
os do grafo perten
entes à bi
ategoria b que

têm v 
omo ponta �nal. Note que um destes dois heaps sempre estará vazio quando b = (
; 


0

)

e 
 6= 


0

. Nem todos os ar
os da bi
ategoria b que são in
identes em v serão mantidos nos

heaps H

�

(v; b) e H

+

(v; b), mas apenas aqueles que estiverem atribuídos a v. Cada ar
o de G

i

estará atribuído a no máximo um dos seus extremos e tal atribuição pode mudar 
aso alguma

operação 
ontra
tEdge venha a ser exe
utada. Des
reveremos o 
ritério usado para a atribuição

de ar
os aos vérti
es mais adiante, quando estivermos dis
utindo a implementação da operação


hangeCategory. Para que possamos, de maneira rápida, ter a
esso aos ar
os que não estão

atribuídos a um dado vérti
e, asso
iaremos, a 
ada vérti
e v do grafo, duas listas, extra

�

(v) e

extra

+

(v), 
ontendo, respe
tivamente, os ar
os do grafo não atribuídos a v que possuem a ponta

ini
ial em v e os ar
os do grafo não atribuídos a v que possuem a ponta �nal em v. Abaixo,

des
revemos a implementação de 
ada uma das quatro operações de�nidas sobre o 
onjunto das

bi
ategorias:

� de
reaseCost(b; Æ): a �m de realizar de maneira rápida esta operação, asso
iaremos, a 
ada

um dos heaps e a 
ada um dos ar
os 
orrespondentes a uma bi
ategoria b, um número real,

de maneira que o 
usto de 
ada ar
o a em b seja o resultado de uma soma de três par
elas:

o número real asso
iado a a, o número real asso
iado ao heap em H(b) que 
ontém a e o

número real asso
iado a H(b). Denotaremos por �

x

o número real asso
iado a x, onde x

pode ser um ar
o ou um heap. Note que, de fato, o uso desta estratégia nos permite, de
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maneira rápida, reduzir de um dado valor Æ o 
usto de todos os ar
os que se en
ontram em

uma bi
ategoria b: para isto, basta subtrair Æ de �

H(b)

. Assim, o tempo gasto em 
ada

exe
ução da operação de
reaseCost é O(1).

� �ndMin(b): vamos de�nir a 
have dos elementos de 
ada um dos dois tipos de heaps

asso
iados a uma bi
ategoria b de modo a en
ontrarmos rapidamente um ar
o de 
usto

mínimo em b. A 
have de um ar
o a em um heap h será dada pelo valor de �

a

e a 
have de

um heap h em H(b) será dada por �

h

+�

min(h)

, onde min(h) é um ar
o de 
have mínima

dentre todos aqueles que se en
ontram em h. Note que, desta forma, existe um meio bem

rápido de en
ontrarmos um ar
o de 
usto mínimo em b : primeiro devemos en
ontrar um

heap h que possua a menor 
have em H(b) e, em seguida, en
ontrar um ar
o que possua

a menor 
have em h; pela forma 
omo de�nimos os números �

x

, onde x é um ar
o ou um

heap, o ar
o es
olhido desta maneira será um ar
o de 
usto mínimo em b. Cada um desses

passos pode ser exe
utado em tempo O(1) e, portanto, o tempo gasto por 
ada operação

�ndMin é O(1).

� 
hangeCategory(v; 
): 
omo já vimos, esta operação atribui uma nova 
ategoria 
 ao vérti
e

v, alterando, desta forma, a bi
ategoria em que 
ada um dos ar
os in
identes em v se

en
ontra. Assim, se 


0

era a 
ategoria anteriormente atribuída a v, para 
ada 
ategoria 


0

,

tudo que pre
isamos fazer é mover os ar
os que têm a ponta �nal em v e que se en
ontram

na bi
ategoria (


0

; 


0

) para a bi
ategoria (


0

; 
) e, simetri
amente, mover os ar
os que têm a

ponta ini
ial em v e que estão em (


0

; 


0

) para (
; 


0

). O úni
o 
uidado que devemos tomar

é o de, ini
ialmente, exe
utar o pro
esso a
ima para todo 


0

6= 


0

e, somente após isso,

exe
utá-lo para 


0

= 


0

(a
ho que isto não é ne
essário).

Como já men
ionamos, os ar
os in
identes em v que estão em uma dada bi
ategoria b se

en
ontram divididos em dois grupos: o grupo dos ar
os que estão atribuídos a v e aquele dos

que não estão. Mover este primeiro grupo de ar
os é fá
il: já que todos eles se en
ontram

agrupados em H

�

(v; b) e H

+

(v; b), basta mover 
ada um desses heaps, de uma só vez,

para o heap da bi
ategoria adequada, só tomando o 
uidado de atualizar os valores de

�

H

�

(v;b)

e �

H

+

(v;b)

para que os 
ustos dos ar
os nestes heaps não sofram alteração devido

à diferença entre os valores de �

H(b)

e �

H(b

0

)

, onde b

0

é a nova bi
ategoria dos ar
os.

Por outro lado, mover os ar
os do segundo grupo já não é tão simples assim, já que eles

se en
ontram espalhados pelos heaps de H(b) 
orrespondentes a outros vérti
es do grafo


orrente G

i

. Para 
ontornar esta di�
uldade, faremos uso das listas extra

�

(v) e extra

+

(v).

Desta forma, para mover de bi
ategoria os ar
os in
identes em v que não estão atribuídos a

v, basta per
orrer 
ada uma dessas listas e, para 
ada ar
o a visitado no per
urso, remover

a do heap em que ele se en
ontra em sua bi
ategoria atual e inserí-lo no heap adequado

de sua nova bi
ategoria (e aqui devemos tomar o 
uidado de atualizar o valor de �

a

de

modo que o 
usto de a não sofra alteração devido à sua mudança de heap). Note que o
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tempo gasto no total 
om esse pro
esso é O(logn) vezes o número de ar
os 
ontidos nas

listas extra

�

(v) e extra

+

(v) e, desta forma, é fundamental que adotemos uma estratégia de

atribuição de ar
os aos vérti
es que garanta que o número de ar
os nestas duas listas não

seja muito grande.

No que segue, diremos que um vérti
e w tem grau de saída alto se o número de ar
os

que possuem a ponta ini
ial em w é pelo menos

p

m. Para 
al
ular o grau de saída,

estaremos 
onsiderando até mesmo ar
os que já foram 
ontraídos através de uma operação


ontra
tEdge, ou seja, o grau de saída de 
ada vérti
e não 
orresponderá ao seu grau de

saída no grafo 
orrente G

i

; ao invés disso, ele será 
al
ulado em um grafo ligeiramente

diferente, o qual possui os mesmos vérti
es e ar
os de G

i

e, além disso, possui todos os

ar
os do grafo G original que foram 
ontraídos até o momento, de tal forma que, para 
ada

vérti
e w resultante de uma seqüên
ia de 
ontrações de ar
os a

1

; : : : ; a

n

, os ar
os a

1

; : : : ; a

n

têm a ponta ini
ial e a ponta �nal em w. A estratégia que iremos adotar para a atribuição

de ar
os aos vérti
es é a seguinte: para 
ada ar
o uv, se u tem grau de saída alto, iremos

atribuir uv a u; 
aso 
ontrário, iremos atribuir uv a v. Note que, deste modo, para 
ada

vérti
e w, o número de ar
os em extra

�

(w) é sempre inferior a

p

m: se w tem grau de

saída alto, extra

�

(w) estará vazia, já que todos os ar
os 
om a ponta ini
ial em w estarão

atribuídos a w; por outro lado, se w não tem grau de saída alto, o número de ar
os 
om a

ponta ini
ial em w é estritamente menor que

p

m e, portanto, o mesmo vale para o número

de ar
os em extra

�

(w). Ademais, no máximo

p

m dos ar
os em extra

+

(w) são realmente

relevantes; os demais podem ser des
artados, pois nun
a serão es
olhidos por uma operação

�ndMin. Isto se deve ao seguinte fato: todo vérti
e que é ponta ini
ial de algum ar
o em

extra

+

(w) tem grau de saída alto. Logo, 
omo no máximo

p

m dos vérti
es de G

i

tem

grau de saída alto, no máximo

p

m vérti
es de G

i

podem ser ponta ini
ial de algum ar
o

em extra

+

(w). Por outro lado, note que, embora, em extra

+

(w), possam existir dois ou

mais ar
os que possuam a ponta ini
ial em 
omum, podemos des
artar quase todos estes

deixando apenas um úni
o ar
o que possua 
usto menor ou igual ao dos ar
os des
artados.

De a
ordo 
om tudo que dis
utimos a
ima, para 
ada operação 
hangeCategory(v; 
), o

tempo gasto para mover de bi
ategoria ar
os in
identes em v é O(

p

m logn) (já que

podemos mover os ar
os atribuídos a v em tempo 
onstante e o número de ar
os que não

estão atribuídos a v a serem movidos é menor que 2

p

m ). Entretanto, para 
al
ular o

tempo gasto no total pela operação, temos de levar em 
onta ainda o tempo gasto para

des
artar ar
os paralelos em extra

+

(v). Iremos fazer isto de maneira amortizada. Como


ada ar
o é des
artado no máximo uma úni
a vez (já que não voltaremos a in
luir, nas

estruturas de dados, ar
os que já foram des
artados), durante toda a vida das estruturas de

dados 
orrespondentes às bi
ategorias (desde de sua 
riação até o �nal de sua utilização),

serão exe
utados no máximom des
artes. Cada des
arte de um ar
o 
onsiste em removê-lo

de uma lista extra

+

(v), para algum v, e do heap da bi
ategoria em que ele se en
ontra e,



Implementação de Klein 83

portanto, 
ada des
arte pode ser realizado em tempo O(log n). Logo, o tempo gasto no total

para des
artar ar
os em qualquer seqüên
ia de operações 
hangeCategory é O(m logn).

Deste modo, para exe
utar uma seqüên
ia de r operações 
hangeCategory, o tempo gasto

no total é O(r

p

m log n+m logn).

� 
ontra
tEdge(uv; 
): ini
ialmente, o ar
o uv a ser 
ontraído é removido do heap em que se

en
ontra e da lista extra

+

ou extra

�

à qual perten
e. Em seguida, mudamos a 
ategoria dos

vérti
es u e v para 
, através de duas 
hamadas à operação 
hangeCategory. Por �m, para


ada bi
ategoria b, fazemos a união dos heaps 
orrespondentes aos vérti
es u e v em H(b)

e, feito isso, realizamos a união das listas extra

+

(u) e extra

+

(v) e das listas extra

�

(u)

e extra

�

(v).

Note que, ao realizarmos a união de dois heaps no heap 
orrespondente a uma dada bi
a-

tegoria, teremos de de�nir o valor de �

h

, onde h é o heap resultante da união. Para isso,

iremos usar a seguinte estratégia. Sejam h

1

e h

2

os heaps a serem unidos e suponhamos

que h

1

seja o heap 
orrespondente ao vérti
e de maior peso (dentre u e v), onde o peso de

um vérti
e w é de�nido através da seguinte re
orrên
ia:

peso(w) =

(

1 , se w é um vérti
e do grafo G original

peso(x) + peso(y) , se w é resultante da 
ontração da aresta xy

De�niremos o valor de �

h


omo sendo igual a �

h

1

e, além disso, atualizaremos adequada-

mente o valor de �

a

, para 
ada ar
o a em h

2

, de modo que o 
usto dos ar
os em h

2

não

sofra alteração após a união. Observe que o uso desta estratégia garante que, em qual-

quer seqüên
ia de operações 
ontra
tEdge, o número de vezes que atualizaremos �

a

, para


ada ar
o a, é O(log n) e, desta forma, o tempo gasto 
om essas atualizações, em qualquer

seqüên
ia de operações 
ontra
tEdge, é O(m log n).

Também é importante ressaltar que pode haver a ne
essidade de alterarmos os vérti
es aos

quais ar
os que possuíam a ponta ini
ial em u ou em v se en
ontram atribuídos. Isso irá

a
onte
er quando o vérti
e w resultante da 
ontração da aresta uv tiver grau de saída alto e

o mesmo não o
orrer para pelo menos um vérti
e dentre u e v (note que o grau de saída de

w é dado pela soma dos graus de saída de u e de v, de a
ordo 
om o modo 
omo de�nimos

o grau de saída de um vérti
e a alguns parágrafos atrás). Neste 
aso, para 
ada vérti
e

x 2 fu; vg que não possuir grau de saída alto, deveremos per
orrer a lista extra

�

(x) e, para


ada ar
o xy visitado neste per
urso, deveremos remover xy do heap H

+

(y; b), onde b é

a bi
ategoria a que xy perten
e, inserir xy em extra

+

(y), inserir xy no heap H

�

(w; b) e,

por �m, remover xy de extra

�

(w). Como o número de ar
os para os quais exe
utaremos o

pro
edimento des
rito a
ima é O(

p

m) (pois, 
omo já vimos, para todo vérti
e x, o número

de ar
os em extra

�

(x) nun
a ultrapassa

p

m), o tempo gasto no total por 
ada operação


ontra
tEdge para mudar a atribuição de ar
os aos vérti
es é O(

p

m log n).



84 6.2 Des
rição da implementação

Por tudo que vimos a
ima, podemos 
on
luir que o tempo gasto no total para se exe
utar

uma seqüên
ia de r operações 
ontra
tEdge é O(r

p

m log n+m log n).

6.2 Des
rição da implementação

Como o grafo G da entrada do algoritmo de Goemans e Williamson é não-orientado e a

de�nição da estrutura de dados 
orrespondente às bi
ategorias é feita a partir de um grafo

orientado, ini
ialmente, deve-se atribuir, de maneira arbitrária, uma orientação às arestas de G.

O algoritmo que des
reveremos aqui independe da orientação adotada.

O algoritmo é dividido em duas fases. Ao �nal da exe
ução da primeira fase, obteremos uma

lista F de ar
os 
orrespondentes às arestas de uma �oresta de Steiner no grafo G da entrada. Tal

lista será 
onstruída iterativamente, sendo que, em 
ada iteração, os ar
os 
ontidos nesta lista


orresponderão às arestas de uma �oresta geradora no grafo G. Ini
ialmente, F estará vazia. Em


ada iteração da primeira fase, iremos sele
ionar um ar
o a do grafo 
orrente para ser inserido

em F . Após a inserção de a em F , iremos 
ontraí-lo, o que dará origem a um novo vérti
e

que substituirá a e os dois vérti
es em seus extremos no grafo; em seguida, terá iní
io uma nova

iteração. Desta forma, no iní
io de 
ada iteração, 
ada vérti
e do grafo 
orrente G

0


orresponderá

a uma 
omponente da �oresta induzida por F no grafo G original. A 
ategoria asso
iada a 
ada

vérti
e v de G

0

estará rela
ionada ao estado de atividade da 
omponente 
orrespondente a v:

se v 
orresponde a uma 
omponente ativa da �oresta induzida por F então a 
ategoria asso
iada

a v será ATIVO e, 
aso 
ontrário, tal 
ategoria será INATIVO. Deste modo, E

G

0

�
ará parti-


ionado em quatro bi
ategorias: (ATIVO, ATIVO), (ATIVO, INATIVO), (INATIVO, ATIVO)

e (INATIVO, INATIVO).

Ao es
olher o ar
o a ser inserido em F em 
ada iteração, não serão levados em 
onta la-

ços, ou seja, ar
os que possuem os dois extremos em um mesmo vérti
e. A justi�
ativa para

este 
ritério é simples: tais ar
os 
orrespondem a arestas que possuem os dois extremos em

uma mesma 
omponente da �oresta induzida por F no grafo G. Naturalmente, os demais ar-


os do grafo G

0


orrespondem às arestas externas de G em relação à �oresta induzida por F

e, dentre eles, será es
olhido, para ser inserido em F , um ar
o que 
orresponda a uma aresta

externa de folga mínima. Para isto, asso
iaremos, a 
ada ar
o a 2 E

G

0

, um valor 
̂

a

que 
ha-

maremos de 
usto reduzido de a, de�nido 
omo 


uv

� d(u) � d(v), onde uv é a aresta de E

G


orrespondente ao ar
o a. Desta forma, para 
ada ar
o a 2 E

G

0

que não é um laço, a folga

da aresta externa 
orrespondente a a é dada por


̂

a

2

, 
aso a seja um ar
o perten
ente à bi-


ategoria (ATIVO, ATIVO), e por 
̂

a

, 
aso a pertença à bi
ategoria (INATIVO, ATIVO) ou

à bi
ategoria (ATIVO, INATIVO). Assim, o ar
o a ser inserido em F pode ser sele
ionado,


omparando-se a folga das arestas 
orrespondentes aos ar
os que apresentam 
usto reduzido mí-

nimo nas bi
ategorias (ATIVO, ATIVO), (ATIVO, INATIVO) e (ATIVO, INATIVO). Os ar
os
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perten
entes à bi
ategoria (INATIVO, INATIVO) nun
a serão examinados pois 
orrespondem a

arestas 
om os dois extremos em 
omponentes inativas da �oresta induzida por F em G. Após a

es
olha do ar
o a a ser in
luído em F , deveremos de
rementar de 2 � folga(a

0

), onde a

0

é a aresta

em E

G

que 
orresponde a a, o 
usto reduzido dos ar
os em (ATIVO, ATIVO) e de folga(a

0

) o


usto reduzido daqueles que se en
ontram em (ATIVO, INATIVO) e (INATIVO, ATIVO); isto

equivale a in
rementar de folga(a

0

) o valor de d(v) para 
ada vérti
e v em uma 
omponente ativa

da �oresta induzida por F em G. Por �m, note que, no iní
io da primeira iteração, para todo

ar
o a 2 E

G

0

, temos que o 
usto reduzido de a é igual ao 
usto da aresta 
orrespondente a a em

E

G

.

A partir do momento em que 
at(v) = INATIVO para todo vérti
e v do grafo 
orrente G

0

,

a �oresta F

0

induzida em G por F será uma �oresta de Steiner e, deste modo, 
hega ao �m

a primeira fase do algoritmo. A segunda fase 
onsiste em en
ontrar uma �oresta de Steiner

minimal F

1


ontida em F

0

e, ao �nal da exe
ução desta fase, F

1

é devolvida 
omo resposta

pelo algoritmo. Agora, estamos aptos para des
rever o algoritmo de Goemans e Williamson em

termos das operações sobre bi
ategorias de�nidas anteriormente. É importante ressaltar que,

no algoritmo abaixo, as operações �ndMin e de
reaseCost são exe
utadas sobre as bi
ategorias

levando-se em 
onta o 
usto reduzido dos ar
os que delas fazem parte. Assim, por exemplo, após

a exe
ução da linha 7 do algoritmo, a

1

será um ar
o tal que 
̂

a

1

é mínimo, 
onsiderando o 
usto

reduzido de todos os ar
os em (ATIVO, ATIVO) e, após a exe
ução da linha 11, o 
usto reduzido

de todos os ar
os em (ATIVO, ATIVO) sofrerá um de
rés
imo de 2 � folga( _a

G

). Denotaremos por

a

G

a aresta do grafo G 
orrespondente a um dado ar
o a 2 E

G

0

.
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Algoritmo MinFSAdaptado(G, R, 
)

1 seja G

0

o grafo orientado obtido através de uma orientação arbitrária das

arestas em E

G

2 
̂

a

 


a

G

para 
ada a em E

G

0

3 
at(v) ATIVO para 
ada v em algum T 2 R

4 
at(v) INATIVO para 
ada vérti
e de Steiner v

5 F  ;

6 enquanto G

0

tem algum vérti
e v tal que 
at(v) = ATIVO faça

7 a

1

 �ndMin(ATIVO, ATIVO)

8 a

2

 �ndMin(ATIVO, INATIVO)

9 a

3

 �ndMin(INATIVO, ATIVO)

10 es
olha _a 2 fa

1

; a

2

; a

3

g tal que folga( _a

G

) = minffolga(a

G

j

) j j 2 f1; 2; 3gg

11 de
reaseCost((ATIVO, ATIVO); 2 � folga( _a

G

))

12 de
reaseCost((ATIVO, INATIVO); folga( _a

G

))

13 de
reaseCost((INATIVO, ATIVO); folga( _a

G

))

14 F  F [ f _ag

15 seja H a 
omponente à qual _a

G

perten
e na �oresta induzida por F em G

16 se H é ativa

17 
ontra
tEdge( _a; ATIVO)

18 senão

19 
ontra
tEdge( _a; INATIVO)

20 seja F

0

a �oresta de Steiner induzida por F no grafo G

21 seja F

1

uma R-�oresta minimal 
ontida em F

0

22 devolva F

1

Como, em 
ada iteração, o algoritmo exe
uta um número 
onstante de operações sobre bi
a-

tegorias e, no máximo, são realizadas n� 1 iterações, temos que, no total, são exe
utadas O(n)

operações sobre bi
ategorias. Desta forma, o tempo gasto no total pelo algoritmo 
om estas

operações é O(n

p

m logn +m logn), ou seja, O(n

p

m log n). As demais operações podem ser

realizadas dentro deste limite de tempo (
omo veremos na próxima seção) e, portanto, o tempo

gasto no total pelo algoritmo é O(n

p

m log n).

6.3 Implementação em CWEB
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Bi
ategorias

hHeader �les of bi
at.
 142 i

141

hData stru
tures of bi
at.
 143 i

hGlobal variables of bi
at.
 155 i

h Internal fun
tions of bi
at.
 146 i

hExternal fun
tions of bi
at.
 150 i

hHeader �les of bi
at.
 142 i �

142

#in
lude <stdlib.h>

#in
lude <math.h>

#in
lude <float.h>

#in
lude "gb_graph.h"

#in
lude "item.h"

#in
lude "fibheap.h"

#in
lude "uf.h"

#in
lude "bi
at.h"

Este 
ódigo é usado no blo
o 141.

hData stru
tures of bi
at.
 143 i �

143

typedef stru
t labeled heap �LbHeap;

stru
t labeled heap f

double Delta ;

FibHeap heap ;

g;

Veja também blo
os 144, 145 e 149.

Este 
ódigo é usado no blo
o 141.

hData stru
tures of bi
at.
 143 i +�

144

typedef stru
t bi
ategory f

LbHeap H;

FHnode �in ;

FHnode �out ;

g Bi
ategory ;
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#de�ne ARC_FIELDS(A) ((Ar
Fields �)(A)

~

b:S)

145

hData stru
tures of bi
at.
 143 i +�

typedef stru
t ar
 �elds f

double Delta ;

FHnode node ;

Ar
 �prev ;

Ar
 �next ;

g Ar
Fields ;

h Internal fun
tions of bi
at.
 146 i �

146

double ar
_key (void �p)

f

Ar
 �a = p;

return ARC_FIELDS(a)

~

Delta ;

g

Veja também blo
os 147, 148 e 177.

Este 
ódigo é usado no blo
o 141.

h Internal fun
tions of bi
at.
 146 i +�

147

double heap_key (void �p)

f

LbHeap h = p;

if (h

~

heap ) f

if (:FHEAPempty (h

~

heap )) f

Ar
 �min = getValue (FHEAP�ndMin (h

~

heap ));

return h

~

Delta + ARC_FIELDS(min )

~

Delta ;

g

else return DBL_MAX;

g

return �DBL_MAX;

g

h Internal fun
tions of bi
at.
 146 i +�

148

stati
 void LISTinsert (Ar
 �a;Ar
 �b)

f

Ar
 �
 = ARC_FIELDS(a)

~

next ;



Implementação de Klein 89

ARC_FIELDS(b)

~

next = 
;

ARC_FIELDS(
)

~

prev = b;

ARC_FIELDS(a)

~

next = b;

ARC_FIELDS(b)

~

prev = a;

g

stati
 void LISTdelete (Ar
 �b)

f

Ar
 �a = ARC_FIELDS(b)

~

prev ;

Ar
 �
 = ARC_FIELDS(b)

~

next ;

ARC_FIELDS(a)

~

next = 
;

ARC_FIELDS(
)

~

prev = a;

g

stati
 void LIST
on
at (Ar
 �h1 ;Ar
 �h2 )

f

if (ARC_FIELDS(h2 )

~

next 6= h2 ) f

Ar
 �last1 = ARC_FIELDS(h1 )

~

prev ;

Ar
 ��rst2 = ARC_FIELDS(h2 )

~

next ;

Ar
 �last2 = ARC_FIELDS(h2 )

~

prev ;

ARC_FIELDS(last1 )

~

next = �rst2 ;

ARC_FIELDS(�rst2 )

~

prev = last1 ;

ARC_FIELDS(last2 )

~

next = h1 ;

ARC_FIELDS(h1 )

~

prev = last2 ;

g

g

#de�ne VERTEX_FIELDS(V ) ((VertexFields �)(V )

~

w:S)

149

hData stru
tures of bi
at.
 143 i +�

typedef stru
t vertex �elds f

int id ;

int out_degree ;

Ar
 �extra_in ;

Ar
 �extra_out ;

int weight ;

g VertexFields ;

#de�ne from a:V150
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hExternal fun
tions of bi
at.
 150 i �

Vertex �From (Ar
 �a)

f

int i = VERTEX_FIELDS(a

~

from )

~

id ;

int j = UF�nd (i);

return a

~

from + j � i;

g

Veja também blo
os 151, 152, 153, 154, 161, 162, 163, 168 e 181.

Este 
ódigo é usado no blo
o 141.

hExternal fun
tions of bi
at.
 150 i +�

151

Vertex �Tip(Ar
 �a)

f

int i = VERTEX_FIELDS(a

~

tip)

~

id ;

int j = UF�nd (i);

return a

~

tip + j � i;

g

hExternal fun
tions of bi
at.
 150 i +�

152

int weight (Vertex �v)

f

return VERTEX_FIELDS(v)

~

weight ;

g

#de�ne 
ategory z:I153

hExternal fun
tions of bi
at.
 150 i +�

double 
ost (Ar
 �a)

f

Vertex �u; �v;

Bi
ategory �B;

double Delta_H ; Delta_h ;

u = From (a);

v = Tip(a);

B = b0 + u

~


ategory � C + v

~


ategory ;

Delta_H = B

~

H

~

Delta ;

if (VERTEX_FIELDS(u)

~

out_degree � sqrt_m ) f
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Item item_h = FHEAPdelete (B

~

H

~

heap ; B

~

out [VERTEX_FIELDS(u)

~

id ℄);

LbHeap h = getValue (item_h );

Delta_h = h

~

Delta ;

B

~

out [VERTEX_FIELDS(u)

~

id ℄ = FHEAPinsert (B

~

H

~

heap ; item_h );

g

else f

Item item_h = FHEAPdelete (B

~

H

~

heap ; B

~

in [VERTEX_FIELDS(v)

~

id ℄);

LbHeap h = getValue (item_h );

Delta_h = h

~

Delta ;

B

~

in [VERTEX_FIELDS(v)

~

id ℄ = FHEAPinsert (B

~

H

~

heap ; item_h );

g

return Delta_H +Delta_h + ARC_FIELDS(a)

~

Delta ;

g

hExternal fun
tions of bi
at.
 150 i +�

154

void initBi
ategories (Graph �G; int 
)

f

int n = G

~

n;

hAllo
ate spa
e for 


2

bi
ategories 156 i

hAssign a dire
tion to ea
h edge of G and initialize the ar
s an verti
es �elds 157 i

hAssign ea
h ar
 to one of its two endpoints 159 i

g

hGlobal variables of bi
at.
 155 i �

155

Bi
ategory �b0 ;

int C;

Veja também blo
os 158 e 160.

Este 
ódigo é usado no blo
o 141.

hAllo
ate spa
e for 


2

bi
ategories 156 i �

156

f

int i;

LbHeap lh ;

FHnode �nodes ;
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C = 
;

b0 = mallo
 (C � C � sizeof (Bi
ategory));

lh = mallo
(C � C � sizeof (stru
t labeled heap));

nodes = mallo
(2 � n � C � C � sizeof (FHnode));

FHEAPallo
 (2 � n � C � C + C � C; 2 � n � C � C +G

~

m=2);

for (i = 0; i < C � C; i

++

) f

Bi
ategory �B = b0 + i;

B

~

H = lh + i;

B

~

H

~

heap = FHEAPinit ( );

B

~

H

~

Delta = 0;

B

~

in = nodes + 2 � i � n;

B

~

out = B

~

in + n;

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 154.

hAssign a dire
tion to ea
h edge of G and initialize the ar
s an verti
es �elds 157 i �

157

f

int i; j;

Ar
 �head ;

Ar
Fields �af ;

VertexFields �vf ;

vf = mallo
(n � sizeof (VertexFields));

af = mallo
((G

~

m=2 + 2 � n) � sizeof (Ar
Fields));

head = mallo
(2 � n � sizeof (Ar
));

min_
ost_ar
 = mallo
(n � sizeof (Ar
 �));

for (i = 0; j = 0; i < n; i

++

) f

Ar
 �a;

Vertex �v;

v = G

~

verti
es + i;

v

~

w:S = (
har �)(vf + i);

VERTEX_FIELDS(v)

~

id = i;

VERTEX_FIELDS(v)

~

out_degree = 0;

for (a = v

~

ar
s ; a; a = a

~

next ) f

Vertex �w = a

~

tip ;

if (v < w) f

a

~

b:S = (
har �)(af + j);
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ARC_FIELDS(a)

~

Delta = a

~

len ;

j

++

;

VERTEX_FIELDS(v)

~

out_degree

++

;

g

g

a = head + i;

a

~

b:S = (
har �)(af + j

++

);

ARC_FIELDS(a)

~

prev = ARC_FIELDS(a)

~

next = a;

VERTEX_FIELDS(v)

~

extra_in = a;

a = head + n+ i;

a

~

b:S = (
har �)(af + j

++

);

ARC_FIELDS(a)

~

prev = ARC_FIELDS(a)

~

next = a;

VERTEX_FIELDS(v)

~

extra_out = a;

VERTEX_FIELDS(v)

~

weight = 1;

min_
ost_ar
 [i℄ = �;

g

UFinit (n);

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 154.

hGlobal variables of bi
at.
 155 i +�

158

Ar
 ��min_
ost_ar
 ;

hAssign ea
h ar
 to one of its two endpoints 159 i �

159

f

Vertex �v;

LbHeap h_in ; h_out ;

sqrt_m = sqrt (G

~

m=2);

LH = mallo
 (2 � C � C � n � sizeof (stru
t labeled heap));

min_heap = mallo
 (sizeof (stru
t labeled heap));

min_heap

~

heap = �;

allo
Itens (2 � n � C � C +G

~

m=2);

for (v = G

~

verti
es + n� 1; v � G

~

verti
es ; v

��

) f

Ar
 �a;

Bi
ategory �B;

int i;
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h_in = LH + (G

~

verti
es + n� 1� v) � 2 � C � C;

h_out = h_in + C � C;

for (i = 0; i < C � C; i

++

) f

B = b0 + i;

h_in [i℄:heap = FHEAPinit ( );

h_in [i℄:Delta = 0;

B

~

in [VERTEX_FIELDS(v)

~

id ℄ = FHEAPinsert (B

~

H

~

heap ;newItem (h_in + i;

heap_key ;min_heap ));

h_out [i℄:heap = FHEAPinit ( );

h_out [i℄:Delta = 0;

B

~

out [VERTEX_FIELDS(v)

~

id ℄ = FHEAPinsert (B

~

H

~

heap ;newItem (h_out + i;

heap_key ;min_heap ));

g

min_ar
 = mallo
(sizeof (Ar
));

min_ar


~

b:S = (
har �) mallo
(sizeof (Ar
Fields));

ARC_FIELDS(min_ar
)

~

Delta = �DBL_MAX;

for (a = v

~

ar
s ; a; a = a

~

next ) f

int bi
at_id ;

Item item ;

FHnode node ;

Vertex �w = a

~

tip ;

if (v > w) 
ontinue;

bi
at_id = v

~


ategory � C + w

~


ategory ;

B = b0 + bi
at_id ;

item = newItem (a; ar
_key ;min_ar
 );

if (VERTEX_FIELDS(v)

~

out_degree � sqrt_m ) f

ARC_FIELDS(a)

~

node = FHEAPinsert (h_out [bi
at_id ℄:heap ; item );

node = B

~

out [VERTEX_FIELDS(v)

~

id ℄;

FHEAPde
reaseKey (B

~

H

~

heap ;node ;�);

LISTinsert (VERTEX_FIELDS(w)

~

extra_in ; a);

g

else f

LbHeap h;

Item item_h ;

node = B

~

in [VERTEX_FIELDS(w)

~

id ℄;

item_h = FHEAPdelete (B

~

H

~

heap ;node );

h = getValue (item_h );

ARC_FIELDS(a)

~

node = FHEAPinsert (h

~

heap ; item );
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B

~

in [VERTEX_FIELDS(w)

~

id ℄ = FHEAPinsert (B

~

H

~

heap ; item_h );

LISTinsert (VERTEX_FIELDS(v)

~

extra_out ; a);

g

g

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 154.

hGlobal variables of bi
at.
 155 i +�

160

double sqrt_m ;

Ar
 �min_ar
 ;

LbHeap LH; min_heap ;

hExternal fun
tions of bi
at.
 150 i +�

161

void de
reaseCost (int 
at1 ; int 
at2 ;double delta )

f

Bi
ategory �B = b0 + 
at1 � C + 
at2 ;

B

~

H

~

Delta �= delta ;

g

hExternal fun
tions of bi
at.
 150 i +�

162

Ar
 ��ndMin(int 
at1 ; int 
at2 )

f

Bi
ategory �B = b0 + 
at1 � C + 
at2 ;

LbHeap h_min = getValue (FHEAP�ndMin (B

~

H

~

heap ));

if (:FHEAPempty (h_min

~

heap )) f

Ar
 �min = getValue (FHEAP�ndMin (h_min

~

heap ));

return min ;

g

return �;

g

hExternal fun
tions of bi
at.
 150 i +�

163

void 
hangeCategory (Vertex �v; int new_
at )

f

int old_
at = v

~


ategory ;

Ar
 �a; �head ;
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v

~


ategory = new_
at ;

hChange the bi
ategory of the ar
s assigned to v 164 i

hDis
ard parallel ar
s in the extra_in list of v 165 i

hChange the bi
ategory of ea
h ar
 in the extra_in list of v 166 i

hChange the bi
ategory of ea
h ar
 in the extra_out list of v 167 i

g

hChange the bi
ategory of the ar
s assigned to v 164 i �

164

f

int id_v = VERTEX_FIELDS(v)

~

id ; 
;

for (
 = 0; 
 < C; 


++

) f

int old_id ; new_id ;

Bi
ategory �old ; �new ;

Item item_h1 ; item_h2 ;

LbHeap h1 ; h2 ;

old_id = 
 � C + old_
at ;

new_id = 
 � C + new_
at ;

old = b0 + old_id ;

new = b0 + new_id ;

item_h1 = FHEAPdelete (old

~

H

~

heap ; old

~

in [id_v ℄);

item_h2 = FHEAPdelete (new

~

H

~

heap ;new

~

in [id_v ℄); =� este heap aqui é vazio �=

h1 = getValue (item_h1 );

h2 = getValue (item_h2 );

h1

~

Delta += old

~

H

~

Delta � new

~

H

~

Delta ;

new

~

in [id_v ℄ = FHEAPinsert (new

~

H

~

heap ; item_h1 );

h2

~

Delta = 0;

old

~

in [id_v ℄ = FHEAPinsert (old

~

H

~

heap ; item_h2 );

old_id = old_
at � C + 
;

new_id = new_
at � C + 
;

old = b0 + old_id ;

new = b0 + new_id ;

item_h1 = FHEAPdelete (old

~

H

~

heap ; old

~

out [id_v ℄);

item_h2 = FHEAPdelete (new

~

H

~

heap ;new

~

out [id_v ℄);

=� este heap aqui é vazio �=

h1 = getValue (item_h1 );

h2 = getValue (item_h2 );

h1

~

Delta += old

~

H

~

Delta � new

~

H

~

Delta ;

new

~

out [id_v ℄ = FHEAPinsert (new

~

H

~

heap ; item_h1 );
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h2

~

Delta = 0;

old

~

out [id_v ℄ = FHEAPinsert (old

~

H

~

heap ; item_h2 );

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 163.

hDis
ard parallel ar
s in the extra_in list of v 165 i �

165

f

head = VERTEX_FIELDS(v)

~

extra_in ;

a = ARC_FIELDS(head )

~

next ;

while (a 6= head ) f

Ar
 �next = ARC_FIELDS(a)

~

next ;

Vertex �u = From (a);

int id_u = VERTEX_FIELDS(u)

~

id ;

if (:min_
ost_ar
 [id_u ℄) min_
ost_ar
 [id_u ℄ = a;

else f

Bi
ategory �B = b0 + (u

~


ategory � C + old_
at );

Item out_u = FHEAPdelete (B

~

H

~

heap ; B

~

out [id_u ℄);

LbHeap h_out_u = getValue (out_u );

Ar
 �b = min_
ost_ar
 [id_u ℄;

if (ARC_FIELDS(a)

~

Delta < ARC_FIELDS(b)

~

Delta ) f

min_
ost_ar
 [id_u ℄ = a;

LISTdelete (b); =� remove b da lista extra_in de v �=

FHEAPdelete (h_out_u

~

heap ; ARC_FIELDS(b)

~

node );

=� liberar a memória do item 
orrespondente ao ar
o removido �=

g

else f

LISTdelete (a); =� remove a da lista extra_in de v �=

FHEAPdelete (h_out_u

~

heap ; ARC_FIELDS(a)

~

node );

=� liberar a memória do item 
orrespondente ao ar
o removido �=

g

B

~

out [id_u ℄ = FHEAPinsert (B

~

H

~

heap ; out_u );

g

a = next ;

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 163.
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hChange the bi
ategory of ea
h ar
 in the extra_in list of v 166 i �

166

f

for (a = ARC_FIELDS(head )

~

next ; a 6= head ; a = ARC_FIELDS(a)

~

next ) f

Vertex �u;

int id_u ;

Bi
ategory �old ; �new ;

Item item_h ; item_a ;

LbHeap h_old ; h_new ;

u = From (a);

id_u = VERTEX_FIELDS(u)

~

id ;

min_
ost_ar
 [id_u ℄ = �;

old = b0 + u

~


ategory � C + old_
at ;

item_h = FHEAPdelete (old

~

H

~

heap ; old

~

out [id_u ℄);

h_old = getValue (item_h );

item_a = FHEAPdelete (h_old

~

heap ; ARC_FIELDS(a)

~

node );

old

~

out [id_u ℄ = FHEAPinsert (old

~

H

~

heap ; item_h );

new = b0 + u

~


ategory � C + new_
at ;

item_h = FHEAPdelete (new

~

H

~

heap ;new

~

out [id_u ℄);

h_new = getValue (item_h );

ARC_FIELDS(a)

~

Delta += h_old

~

Delta + old

~

H

~

Delta � h_new

~

Delta � new

~

H

~

Delta ;

ARC_FIELDS(a)

~

node = FHEAPinsert (h_new

~

heap ; item_a );

new

~

out [id_u ℄ = FHEAPinsert (new

~

H

~

heap ; item_h );

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 163.

hChange the bi
ategory of ea
h ar
 in the extra_out list of v 167 i �

167

f

head = VERTEX_FIELDS(v)

~

extra_out ;

for (a = ARC_FIELDS(head )

~

next ; a 6= head ; a = ARC_FIELDS(a)

~

next ) f

Vertex �w;

int id_w ;

Bi
ategory �old ; �new ;

Item item_h ; item_a ;

LbHeap h_old ; h_new ;

w = Tip(a);

id_w = VERTEX_FIELDS(w)

~

id ;
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old = b0 + old_
at � C + w

~


ategory ;

item_h = FHEAPdelete (old

~

H

~

heap ; old

~

in [id_w ℄);

h_old = getValue (item_h );

item_a = FHEAPdelete (h_old

~

heap ; ARC_FIELDS(a)

~

node );

old

~

in [id_w ℄ = FHEAPinsert (old

~

H

~

heap ; item_h );

new = b0 + new_
at � C + w

~


ategory ;

item_h = FHEAPdelete (new

~

H

~

heap ;new

~

in [id_w ℄);

h_new = getValue (item_h );

ARC_FIELDS(a)

~

Delta += h_old

~

Delta + old

~

H

~

Delta � h_new

~

Delta � new

~

H

~

Delta ;

ARC_FIELDS(a)

~

node = FHEAPinsert (h_new

~

heap ; item_a );

new

~

in [id_w ℄ = FHEAPinsert (new

~

H

~

heap ; item_h );

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 163.

hExternal fun
tions of bi
at.
 150 i +�

168

void 
ontra
tEdge (Ar
 �a; int 
at )

f

hLo
al variables of 
ontra
tEdge 169 i

u = From (a);

v = Tip(a);

for (x = u; i = 0; i � 1; i

++

; x = v) f

if (x

~


ategory 6= 
at ) 
hangeCategory (x; 
at );

else hDis
ard parallel ar
s in the extra_in list of x 170 i

g

hDis
ard all ar
s with both endpoints in u and v 172 i

if (VERTEX_FIELDS(u)

~

weight < VERTEX_FIELDS(v)

~

weight ) f

Vertex �tmp = u;

u = v;

v = tmp ;

g

hFor ea
h bi
ategory b, join the heaps of u and v in b 176 i

hChange the assignment of the ar
s in
ident to u or v if ne
essary 178 i

LIST
on
at (VERTEX_FIELDS(u)

~

extra_in ; VERTEX_FIELDS(v)

~

extra_in );

LIST
on
at (VERTEX_FIELDS(u)

~

extra_out ; VERTEX_FIELDS(v)

~

extra_out );

hSet u to represent the vertex resulting from the 
ontra
tion of a 180 i

g
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hLo
al variables of 
ontra
tEdge 169 i �

169

int i;

Vertex �u; �v; �x;

Veja também blo
os 171, 174 e 179.

Este 
ódigo é usado no blo
o 168.

hDis
ard parallel ar
s in the extra_in list of x 170 i �

170

f

Ar
 �head = VERTEX_FIELDS(x)

~

extra_in ;

Ar
 �b = ARC_FIELDS(head )

~

next ;

while (b 6= head ) f

Ar
 �next = ARC_FIELDS(b)

~

next ;

Vertex �w = From (b);

int id_w = VERTEX_FIELDS(w)

~

id ;

if (:min_
ost_ar
 [id_w ℄) min_
ost_ar
 [id_w ℄ = b;

else f

Bi
ategory �B = b0 + (w

~


ategory � C + x

~


ategory );

Item out_w = FHEAPdelete (B

~

H

~

heap ; B

~

out [id_w ℄);

LbHeap h_out_w = getValue (out_w );

Ar
 �b_ = min_
ost_ar
 [id_w ℄;

if (ARC_FIELDS(b)

~

Delta < ARC_FIELDS(b_)

~

Delta ) f

min_
ost_ar
 [id_w ℄ = b;

LISTdelete (b_); =� remove b da lista extra_in de v �=

FHEAPdelete (h_out_w

~

heap ; ARC_FIELDS(b_)

~

node );

=� liberar a memória do item 
orrespondente ao ar
o removido �=

g

else f

LISTdelete (b); =� remove a da lista extra_in de v �=

FHEAPdelete (h_out_w

~

heap ; ARC_FIELDS(b)

~

node );

=� liberar a memória do item 
orrespondente ao ar
o removido �=

g

B

~

out [id_w ℄ = FHEAPinsert (B

~

H

~

heap ; out_w );

g

b = next ;

g

if (x � u) vu = min_
ost_ar
 [VERTEX_FIELDS(v)

~

id ℄;

if (x � v) uv = min_
ost_ar
 [VERTEX_FIELDS(u)

~

id ℄;
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for (b = ARC_FIELDS(head )

~

next ; b 6= head ; b = ARC_FIELDS(b)

~

next ) f

Vertex �w = From (b);

min_
ost_ar
 [VERTEX_FIELDS(w)

~

id ℄ = �;

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 168.

hLo
al variables of 
ontra
tEdge 169 i +�

171

Ar
 �uv = �; �vu = �;

hDis
ard all ar
s with both endpoints in u and v 172 i �

172

f

hDis
ard all ar
s uv from the graph 173 i

hDis
ard all ar
s vu from the graph 175 i

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 168.

hDis
ard all ar
s uv from the graph 173 i �

173

f

Bi
ategory �B = b0 + (u

~


ategory � C + v

~


ategory );

id_u = VERTEX_FIELDS(u)

~

id ;

id_v = VERTEX_FIELDS(v)

~

id ;

if (VERTEX_FIELDS(u)

~

out_degree < sqrt_m ) f

Item in_v = FHEAPdelete (B

~

H

~

heap ; B

~

in [id_v ℄);

LbHeap h_in_v = getValue (in_v );

Ar
 �head = VERTEX_FIELDS(u)

~

extra_out ;

Ar
 �b = ARC_FIELDS(head )

~

next ;

while (b 6= head ) f

Ar
 �next = ARC_FIELDS(b)

~

next ;

if (Tip(b) � v) f

LISTdelete (b);

FHEAPdelete (h_in_v

~

heap ; ARC_FIELDS(b)

~

node );

g

b = next ;

g

B

~

in [id_v ℄ = FHEAPinsert (B

~

H

~

heap ; in_v );
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g

else f

Item out_u = FHEAPdelete (B

~

H

~

heap ; B

~

out [id_u ℄);

LbHeap h_out_u = getValue (out_u );

if (:uv ) f

Ar
 �head = VERTEX_FIELDS(v)

~

extra_in ; �b;

for (b = ARC_FIELDS(head )

~

next ; From (b) 6= u; b = ARC_FIELDS(b)

~

next ) ;

LISTdelete (b);

FHEAPdelete (h_out_u

~

heap ; ARC_FIELDS(b)

~

node );

g

else f

LISTdelete (uv );

FHEAPdelete (h_out_u

~

heap ; ARC_FIELDS(uv )

~

node );

g

B

~

out [id_u ℄ = FHEAPinsert (B

~

H

~

heap ; out_u );

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 172.

hLo
al variables of 
ontra
tEdge 169 i +�

174

int id_u ; id_v ;

hDis
ard all ar
s vu from the graph 175 i �

175

f

Bi
ategory �B = b0 + (v

~


ategory � C + u

~


ategory );

if (VERTEX_FIELDS(v)

~

out_degree < sqrt_m ) f

Item in_u = FHEAPdelete (B

~

H

~

heap ; B

~

in [id_u ℄);

LbHeap h_in_u = getValue (in_u );

Ar
 �head = VERTEX_FIELDS(v)

~

extra_out ;

Ar
 �b = ARC_FIELDS(head )

~

next ;

while (b 6= head ) f

Ar
 �next = ARC_FIELDS(b)

~

next ;

if (Tip(b) � u) f

LISTdelete (b);

FHEAPdelete (h_in_u

~

heap ; ARC_FIELDS(b)

~

node );

g
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b = next ;

g

B

~

in [id_u ℄ = FHEAPinsert (B

~

H

~

heap ; in_u );

g

else f

Item out_v = FHEAPdelete (B

~

H

~

heap ; B

~

out [id_v ℄);

LbHeap h_out_v = getValue (out_v );

if (:vu ) f

Ar
 �head = VERTEX_FIELDS(u)

~

extra_in ; �b;

for (b = ARC_FIELDS(head )

~

next ; b 6= head ; b = ARC_FIELDS(b)

~

next )

if (From (b) � v) f

LISTdelete (b);

FHEAPdelete (h_out_v

~

heap ; ARC_FIELDS(b)

~

node );

break;

g

g

else f

LISTdelete (vu );

FHEAPdelete (h_out_v

~

heap ; ARC_FIELDS(vu )

~

node );

g

B

~

out [id_v ℄ = FHEAPinsert (B

~

H

~

heap ; out_v );

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 172.

hFor ea
h bi
ategory b, join the heaps of u and v in b 176 i �

176

f

Bi
ategory �B;

id_u = VERTEX_FIELDS(u)

~

id ;

id_v = VERTEX_FIELDS(v)

~

id ;

for (B = b0 ; B < b0 + C � C; B

++

) f

double in
 ;

void �args [1℄;

Item in_u ; in_v ; out_u ; out_v ;

LbHeap h_in_u ; h_in_v ; h_out_u ; h_out_v ;

in_u = FHEAPdelete (B

~

H

~

heap ; B

~

in [id_u ℄);

h_in_u = getValue (in_u );
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in_v = FHEAPdelete (B

~

H

~

heap ; B

~

in [id_v ℄);

h_in_v = getValue (in_v );

in
 = h_in_v

~

Delta � h_in_u

~

Delta ;

args [0℄ = &in
 ;

FHEAPtraverse (h_in_v

~

heap ; in
_�eld_delta ; args );

h_in_u

~

heap = FHEAPjoin (h_in_u

~

heap ; h_in_v

~

heap );

B

~

in [id_u ℄ = FHEAPinsert (B

~

H

~

heap ; in_u );

out_u = FHEAPdelete (B

~

H

~

heap ; B

~

out [id_u ℄);

h_out_u = getValue (out_u );

out_v = FHEAPdelete (B

~

H

~

heap ; B

~

out [id_v ℄);

h_out_v = getValue (out_v );

in
 = h_out_v

~

Delta � h_out_u

~

Delta ;

FHEAPtraverse (h_out_v

~

heap ; in
_�eld_delta ; args );

h_out_u

~

heap = FHEAPjoin (h_out_u

~

heap ; h_out_v

~

heap );

B

~

out [id_u ℄ = FHEAPinsert (B

~

H

~

heap ; out_u );

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 168.

h Internal fun
tions of bi
at.
 146 i +�

177

void in
_�eld_delta (Item item ;void �args [ ℄)

f

Ar
 �a = getValue (item );

double in
 = �((double �) args [0℄);

ARC_FIELDS(a)

~

Delta += in
 ;

g

hChange the assignment of the ar
s in
ident to u or v if ne
essary 178 i �

178

f

Bi
ategory �B;

out_degree_u = VERTEX_FIELDS(u)

~

out_degree ;

out_degree_v = VERTEX_FIELDS(v)

~

out_degree ;

if (out_degree_u + out_degree_v � sqrt_m ) f

int i;

Vertex �x;
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if (out_degree_u < sqrt_m _ out_degree_v < sqrt_m ) f

h_u = mallo
(C � C � sizeof (LbHeap));

item_u = mallo
(C � C � sizeof (Item));

for (i = 0; i < C � C; i

++

) f

B = b0 + i;

item_u [i℄ = FHEAPdelete (B

~

H

~

heap ; B

~

out [id_u ℄);

h_u [i℄ = getValue (item_u [i℄);

g

g

for (i = 1; x = u; i � 2; i

++

; x = v) f

if (VERTEX_FIELDS(x)

~

out_degree < sqrt_m ) f

Ar
 �head = VERTEX_FIELDS(x)

~

extra_out ;

Ar
 �a = ARC_FIELDS(head )

~

next ;

Item item_a ;

while (a 6= head ) f

Ar
 �next = ARC_FIELDS(a)

~

next ;

Vertex �y;

int id_y ; bi
at_id ;

Item item_y ;

LbHeap h_y ;

y = Tip(a);

id_y = VERTEX_FIELDS(y)

~

id ;

bi
at_id = x

~


ategory � C + y

~


ategory ;

B = b0 + bi
at_id ;

item_y = FHEAPdelete (B

~

H

~

heap ; B

~

in [id_y ℄);

h_y = getValue (item_y );

item_a = FHEAPdelete (h_y

~

heap ; ARC_FIELDS(a)

~

node );

B

~

in [id_y ℄ = FHEAPinsert (B

~

H

~

heap ; item_y );

ARC_FIELDS(a)

~

Delta += h_y

~

Delta � h_u [bi
at_id ℄

~

Delta ;

ARC_FIELDS(a)

~

node = FHEAPinsert (h_u [bi
at_id ℄

~

heap ; item_a );

LISTdelete (a); =� remove a da lista extra_out de x �=

LISTinsert (VERTEX_FIELDS(y)

~

extra_in ; a);

a = next ;

g

g

g

g

g
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Este 
ódigo é usado no blo
o 168.

hLo
al variables of 
ontra
tEdge 169 i +�

179

int out_degree_u ; out_degree_v ;

LbHeap �h_u ;

Item �item_u ;

hSet u to represent the vertex resulting from the 
ontra
tion of a 180 i �

180

f

VERTEX_FIELDS(u)

~

out_degree += out_degree_v ;

VERTEX_FIELDS(u)

~

weight += VERTEX_FIELDS(v)

~

weight ;

UFunion (id_u ; id_v );

if (out_degree_u + out_degree_v � sqrt_m )

if (out_degree_u < sqrt_m _ out_degree_v < sqrt_m ) f

int i;

for (i = 0; i < C � C; i

++

) f

Bi
ategory �B = b0 + i;

B

~

out [id_u ℄ = FHEAPinsert (B

~

H

~

heap ; item_u [i℄);

g

free (h_u );

free (item_u );

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 168.

hExternal fun
tions of bi
at.
 150 i +�

181

void freeBi
atMem (Graph �g)

f

Ar
 �a;

Vertex �v;

free (b0

~

H);

free (b0

~

in );

free (b0 );

free (LH);

v = g

~

verti
es ;

free (VERTEX_FIELDS(v)

~

extra_in );
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free (v

~

w:S);

do f

do f

a = v

~

ar
s ;

v

++

;

g while (:a);

while (a ^ a

~

tip < a

~

from ) a = a

~

next ;

g while (:a);

free (a

~

b:S);

free (min_
ost_ar
 );

free (min_heap );

free (min_ar


~

b:S);

free (min_ar
 );

UFdestroy ( );

FHEAPfree ( );

freeItens ( );

g

h bi
at.h 182 i �

182

void initBi
ategories (Graph �G; int C);

double 
ost (Ar
 �a);

Vertex �From (Ar
 �a);

Vertex �Tip(Ar
 �a);

int weight (Vertex �v);

void de
reaseCost (int 
at1 ; int 
at2 ;double delta );

Ar
 ��ndMin(int 
at1 ; int 
at2 );

void 
hangeCategory (Vertex �v; int new_
at );

void 
ontra
tEdge (Ar
 �a; int 
at );

void freeBi
atMem ( );

Algoritmo

hHeader �les of sf.
 71 i +�

183

#in
lude "bi
at.h"

#in
lude "float.h"
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#de�ne INACTIVE 0184

#de�ne ACTIVE 1

hSteiner forest 
onstru
tion fun
tions 77 i +�

SteinerForest �sf_klein (Graph �g;TermSet �term_sets )

f

Graph �sf ;

SteinerForest �min_sf ;

Interse
tion interse
t ;

int num_a
tives ;

double dual_
ost = 0;

hAssign one 
ategory to ea
h vertex of g 185 i

initBi
ategories (g; 2);

hSet sf to the initial spanning forest 186 i

while (num_a
tives > 0) f

Ar
 �uv ; �a1 ; �a2 ; �a3 ;

double delta ; d1 ; d2 ; d3 ;

int 
at ;

uv = �;

a1 = �ndMin(INACTIVE; ACTIVE);

a2 = �ndMin(ACTIVE; INACTIVE);

a3 = �ndMin(ACTIVE; ACTIVE);

d1 = (:a1 ) ? DBL_MAX : 
ost (a1 );

d2 = (:a2 ) ? DBL_MAX : 
ost (a2 );

d3 = (:a3 ) ? DBL_MAX : 
ost (a3 )=2;

if (d1 � d2 ) f

delta = d1 ;

uv = a1 ;

g

else f

delta = d2 ;

uv = a2 ;

g

if (d3 � delta ) f

delta = d3 ;

uv = a3 ;

g

if (:uv ) return �; =� the problem is unfeasible �=

dual_
ost += delta � num_a
tives ;
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de
reaseCost (INACTIVE; ACTIVE; delta );

de
reaseCost (ACTIVE; INACTIVE; delta );

de
reaseCost (ACTIVE; ACTIVE; 2 � delta );

h In
lude uv in sf 187 i

if (delta � d3 ) num_a
tives

��

;

hSet 
at to the state of the 
omponent in sf that 
ontains uv 188 i


ontra
tEdge (uv ; 
at );

g

freeBi
atMem (g);

min_sf = edgePruning (sf ; g; term_sets );

min_sf

~

dual_
ost = dual_
ost ;

hFree the extra memory allo
ated 190 i

return min_sf ;

g

#de�ne ts_interse
t x:S

185

#de�ne ts_dis
onne
t y:I

#de�ne 
ategory z:I

hAssign one 
ategory to ea
h vertex of g 185 i �

f

int i;

Vertex �v;

num_a
tives = 0;

for (i = 0; i < g

~

num_ts ; i

++

) num_a
tives += term_sets [i℄:num_verti
es ;

interse
t = mallo
(num_a
tives � sizeof (stru
t i stru
t));

BBSTallo
(num_a
tives + g

~

num_ts );

allo
Itens (num_a
tives );

for (v = g

~

verti
es ; i = 0; v < g

~

verti
es + g

~

n; v

++

) f

v

~

ts_interse
t = (
har �) BBSTinit ( );

if (v

~

termset_id < 0) f

v

~


ategory = INACTIVE;

v

~

ts_dis
onne
t = 0;

g

else f

Item y;

Interse
tion I = interse
t + i

++

;

I

~

ts_id = v

~

termset_id ; I

~

n = 1;
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v

~

ts_interse
t = (
har �) BBSTinsert ((BalBST) v

~

ts_interse
t ;newItem (I; I_key ;

�);&y);

v

~

ts_dis
onne
t = 1;

v

~


ategory = ACTIVE;

g

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 184.

hSet sf to the initial spanning forest 186 i �

186

f

Vertex �v;

sf = gb_new_graph (g

~

n);

for (v = sf

~

verti
es ; v < sf

~

verti
es + sf

~

n; v

++

) f

Vertex �w = g

~

verti
es + (v � sf

~

verti
es );

v

~

name = gb_save_string (w

~

name );

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 184.

h In
lude uv in sf 187 i �

187

f

Vertex �u = sf

~

verti
es + (uv

~

from � g

~

verti
es );

Vertex �v = sf

~

verti
es + (uv

~

tip � g

~

verti
es );

Ar
 �vu = (u < v) ? uv + 1 : uv � 1;

gb_new_edge (u; v; uv

~

len );

u

~

ar
s

~

original_ar
 = uv ;

v

~

ar
s

~

original_ar
 = vu ;

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 184.

hSet 
at to the state of the 
omponent in sf that 
ontains uv 188 i �

188

f

void �args [3℄;

Vertex �u = From (uv );

Vertex �v = Tip(uv );
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at = 1;

if (weight (u) < weight (v)) f

Vertex �tmp = u;

u = v;

v = tmp ;

g

args [0℄ = term_sets ;

args [1℄ = u;

args [2℄ = &
at ;

BBSTtraverse ((BalBST)(v

~

ts_interse
t ); insertIfNotConne
ted ; args );

if (
at � INACTIVE) num_a
tives

��

;

BBSTdestroy ((BalBST) v

~

ts_interse
t );

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 184.

hAuxiliary fun
tions 76 i +�

189

void insertIfNotConne
ted (Item item ;void �args [ ℄)

f

Item item_;

Interse
tion I = getValue (item );

TermSet �termsets = args [0℄;

Vertex �u = args [1℄;

int �
at = args [2℄;

TermSet �ts ;

ts = termsets + I

~

ts_id ;

if (ts

~


onne
ted ) return;

u

~

ts_interse
t = (
har �) BBSTinsert ((BalBST)(u

~

ts_interse
t ); item ;&item_);

if (item_ 6= �) f

Interse
tion J = getValue (item_);

J

~

n += I

~

n;

if (J

~

n � ts

~

num_verti
es ) f

ts

~


onne
ted

++

;

u

~

ts_dis
onne
t

��

;

if (:(u

~

ts_dis
onne
t )) �
at = INACTIVE;

g

g

else f
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u

~

ts_dis
onne
t

++

;

if (u

~

ts_dis
onne
t � 1) �
at = ACTIVE;

g

g

hFree the extra memory allo
ated 190 i �

190

f

gb_re
y
le (sf );

free (interse
t );

freeItens ( );

BBSTfree ( );

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 184.



Apêndi
e A

Cál
ulo do an
estral 
omum mais

próximo

Seja T uma árvore enraizada e seja x um vérti
e qualquer de T . Dizemos que todo vérti
e

que o
orre no 
aminho que vai de x até a raiz de T é um an
estral de x em T . Agora, sejam u e

v dois vérti
es de T e P

u

e P

v

os 
aminhos que vão, respe
tivamente, de u até a raiz e de v até

a raiz. O an
estral 
omum mais próximo (em inglês, nearest 
ommon an
estor ou least 
ommon

an
estor) de u e v em T é o primeiro vérti
e que o
orre tanto em P

u

quanto em P

v

.

Considere então o seguinte

Problema: Dados uma árvore enraizada T e dois vérti
es u e v de T , en
ontrar o

an
estral 
omum mais próximo de u e v em T .

Apresentaremos aqui uma implementação de um algoritmo que prepro
essa T em tempo

linear no seu número de vérti
es e, após isso, responde a 
onsultas pelo an
estral 
omum mais

próximo de quaisquer dois vérti
es de T em tempo 
onstante. Este algoritmo, 
on
ebido por

S
hieber e Vishkin, foi originalmente apresentado em [17℄. Uma des
rição mais detalhada pode

ser en
ontrada em [16℄.

A.1 Dois 
asos espe
iais: 
adeias e árvores binárias 
ompletas

O algoritmo para o 
ál
ulo do an
estral 
omum mais próximo em árvores enraizadas arbitrá-

rias se baseia em algoritmos para dois 
asos espe
iais: 
adeias e árvores binárias 
ompletas.

Quando a árvore T do problema é uma 
adeia (ou seja, 
ada vérti
e interno de T 
ontém

apenas um úni
o �lho) é fa
il determinar o an
estral 
omum mais próximo de u e v: basta
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asos espe
iais: 
adeias e árvores binárias 
ompletas

determinar qual dos dois vérti
es se en
ontra mais próximo da raiz e este será o vérti
e an
estral

pro
urado. Em outras palavras, o an
estral 
omum mais próximo de u e v será aquele, dentre

u e v, que se en
ontra no nível de menor valor (isto é, no nível mais alto) da árvore (lembrando

que o nível de um vérti
e na árvore é dado por sua distân
ia até a raiz).

Quando T é uma árvore binária 
ompleta (ou seja, uma árvore onde 
ada vérti
e interno

possui exatamente dois �lhos e todas as folhas se en
ontram em um mesmo nível) pre
isamos

ini
ialmente 
al
ular a ordem em que 
ada vérti
e de T é visitado em um per
urso de T em

inordem. Isto é ne
essário, pois a representação binária do número in(v) � 1 asso
iado a ordem

em que 
ada vérti
e v é visitado neste per
urso apresenta propriedades bastante úteis. Assumindo

que os bits da representação binária de in(v) estão indexados de 0 (bit menos signi�
ativo) a l

(bit mais signi�
ativo), onde l é o nível em que se en
ontram as folhas de T , e que i é o índi
e

do bit 1 mais à direita (ou seja, menos signi�
ativo), essas propriedades são as seguintes:

� l � i indi
a o nível em que o vérti
e v se en
ontra em T ;

� se v

e

é o �lho esquerdo do vérti
e v, então a representação binária de in(v

e

) 
onsiste dos

l � i primeiros bits de in(v) (ou seja, os l � i bits mais signi�
ativos), seguidos de um bit

0, um bit 1 e i� 1 bits 0;

� se v

d

é o �lho direito do vérti
e v, então a representação binária de in(v

d

) 
onsiste dos l� i

primeiros bits de in(v), seguidos de dois bits 1 e i� 1 bits 0.

A partir dessas propriedades, pode-se deduzir fa
ilmente que um vérti
e v é an
estral de um

vérti
e w se, e somente se, os números in(v) e in(w) satisfazem as seguintes 
ondições, onde i é

o índi
e do bit 1 mais à direita na representação binária de in(v):

1. os l� i primeiros bits de in(w) 
orrespondem exatamente aos l� i primeiros bits de in(v);

2. o índi
e do bit 1 mais à direita de in(w) é menor ou igual a i.

Desta forma, dados dois vérti
es x e y, um vérti
e z é an
estral 
omum de x e y se os l � i

primeiros bits de in(z) (onde i é, 
omo antes, o índi
e do bit 1 mais à direita na representação

binária de in(z)) são iguais aos l� i primeiros bits de in(x) e de in(y) e, além disso, o índi
e do

bit 1 mais à direita em ambos, in(x) e in(y), é menor ou igual a i. Note que, assim, o an
estral


omum mais próximo de x e y é aquele para o qual i é mínimo (pois este é o an
estral que se

en
ontra num nível mais baixo � ou seja, de maior valor � que os demais).

O algoritmo abaixo se baseia nestas idéias para en
ontrar o an
estral 
omum mais próximo

de dois vérti
es x e y em uma árvore binária 
ompleta T .
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Algoritmo ACMP-BC(T, x, y)

1 i

x

 índi
e do bit 1 mais à direita de in(x)

2 i

y

 índi
e do bit 1 mais à direita de in(y)

3 i

max

 maxfi

x

, i

y

g

4 se os l � i

max

primeiros bits de in(x) são iguais aos l � i

max

primeiros bits de in(y)

5 então

6 se i

x

= i

max

7 então devolva x

8 senão devolva y

9 senão

10 i índi
e do bit mais à esquerda em que in(x) e in(y) diferem

11 seja b o número formado pelos l � i primeiros bits de in(x) seguidos por um bit 1

e i bits 0

12 seja z o vérti
e de T tal que in(z) = b

13 devolva z

A.2 O algoritmo

Como já foi men
ionado, o algoritmo para árvores enraizadas arbitrárias se baseia nos algo-

ritmos des
ritos no blo
o anterior para dois 
asos espe
iais do problema. A idéia do algoritmo

é parti
ionar os vérti
es da árvore T do problema em 
adeias disjuntas e mapear, através de

uma função injetiva 	, este 
onjunto de 
adeias no 
onjunto de vérti
es de uma árvore binária


ompleta B. Tal mapeamento tem a seguinte propriedade (preservação da as
endên
ia): se v

é um an
estral de u em T então 	(C

v

) é um an
estral de 	(C

u

) em B, onde C

v

e C

u

são as


adeias em T às quais perten
em, respe
tivamente, v e u.

Assim, dados dois vérti
es x e y de T , se x e y perten
em a uma mesma 
adeia, então é

fá
il determinar o an
estral 
omum mais próximo de x e y, 
omo vimos no blo
o anterior (
aso

espe
ial em que a árvore do problema é uma 
adeia). Caso 
ontrário, sejam C

x

e C

y

as 
adeias

às quais x e y perten
em. Para des
obrir o an
estral 
omum mais próximo de x e y em T ,

o algoritmo ini
ialmente en
ontra o an
estral 
omum mais próximo de 	(C

x

) e 	(C

y

) em B

(através do algoritmo ACMP-BC visto no blo
o anterior). Então, usando algumas informações

adi
ionais, 
omo veremos adiante, o algoritmo identi�
a a 
adeia em T que 
ontém o an
estral


omum mais próximo de x e y e, por �m, determina e devolve tal vérti
e.
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Pré-pro
essamento

O objetivo da fase de pré-pro
essamento do algoritmo é fazer 
om que seja possível realizar

em tempo 
onstante 
onsultas pelo an
estral 
omum mais próximo de quaisquer dois vérti
es da

árvore T . Para isto, a árvore T é pré-pro
essada de modo que, ao �nal, três rótulos estejam

asso
iados a 
ada vérti
e v de T : level(v), inlabel(v) e as
endant(v). Além disso, é 
onstruída

uma tabela auxiliar, a qual 
hamaremos de head.

Para 
ada v, o rótulo level(v) indi
a o nível em que o vérti
e v se en
ontra em T . O nível de um

vérti
e na árvore indi
a sua distân
ia até a raiz e, desta forma, podemos de�ni-lo re
ursivamente

da seguinte forma, onde p(v) indi
a o pai do vérti
e v em T :

level(v) =

(

0 se v é a raiz de T

level(p(v)) + 1 
aso 
ontrário.

Note que, assim, level(v) pode ser fa
ilmente 
al
ulado para todo v, per
orrendo-se a árvore T

(uma úni
a vez) em pré-ordem.

O rótulo inlabel é usado para parti
ionar o 
onjunto de vérti
es de T em 
adeias disjuntas.

Assim, dois vérti
es u e v perten
em a uma mesma 
adeia em T se e somente se inlabel(u) =

inlabel(v). Para 
al
ular o rótulo inlabel, é ne
essário primeiramente 
al
ular, para 
ada vérti
e

v em T , os rótulos pre(v) e size(v) que indi
am, respe
tivamente, a ordem em que v é visitado

em um per
urso em pré-ordem de T e o número de vérti
es na sub-árvore de T 
om raiz em v. O

per
urso de T em pré-ordem apresenta a seguinte propriedade: para 
ada vérti
e w na sub-árvore

de T 
om raiz em v, pre(v) � pre(w) � pre(v) + size(v) � 1. Chamaremos de intervalo de v o

intervalo fe
hado [pre(v), pre(v) + size(v) � 1℄. Desta forma, vamos de�nir o rótulo inlabel(v),

para 
ada v, 
omo sendo igual ao inteiro no intervalo de v 
ujo o índi
e do bit 1 mais à direita

em sua representação binária é máximo.

Por que o rótulo inlabel de�nido desta maneira parti
iona os vérti
es de T em 
adeias dis-

juntas? Primeiramente, note que, dados dois vérti
es u e v de T , se inlabel(u) = inlabel(v) = p,

então o vérti
e w tal que pre(w) = p se en
ontra tanto na sub-árvore de T 
om raiz em u

quanto na sub-árvore de T 
om raiz em v. Desta forma, u e v são an
estrais de w e, por-

tanto, u e v se en
ontram em uma mesma 
adeia em T . Além disso, se dois vérti
es u e v se

en
ontram em uma 
adeia 
ujos extremos superior e inferior, s e t, respe
tivamente, são tais

que inlabel(s) = inlabel(t), então inlabel(u) = inlabel(v). Vamos mostrar que isso é verdade.

Sejam i

u

, i

s

e i

t

os índi
es do bit 1 mais à direita em inlabel(u), em inlabel(s) e em inlabel(t),

respe
tivamente. Como t está na sub-árvore de T 
om raiz em u, temos que o intervalo de t

está 
ontido no intervalo de u e, desta forma, i

u

� i

t

. Seguindo o mesmo ra
io
ínio, temos que

i

s

� i

u

. Assim, se inlabel(u) 6= inlabel(t) então i

s

� i

u

> i

t

e, portanto, i

s

> i

t

o que é absurdo

já que inlabel(s) = inlabel(t). Logo, inlabel(u) = inlabel(t). Do mesmo modo, 
on
luímos que
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inlabel(v) = inlabel(t) e, portanto, inlabel(u) = inlabel(v).

O rótulo inlabel também é usado para de�nir uma função injetiva 	 que mapeia as 
adeias

em que T foi parti
ionada nos vérti
es de uma árvore binária 
ompleta B 
om 2

blogjV

T

j
+1

� 1

vérti
es (note que esta é a menor árvore que 
ontém pelo menos jV

T

j vérti
es). Seja C

i

a 
adeia


ujo valor do rótulo inlabel de 
ada um dos vérti
es é igual a i. Vamos de�nir 	(C

i

) da seguinte

forma:

	(C

i

) = v 2 V

B

tal que in(v) = i:

A função 	 de�nida desta maneira satisfaz a propriedade de preservação da as
endên
ia, ou

seja, se u e v são dois vérti
es de T tais que v é an
estral de u, então 	(C

v

) é an
estral de 	(C

u

),

onde C

v

e C

u

são as 
adeias às quais perten
em v e u, respe
tivamente. Para enxergar isto,

note primeiramente que, 
omo v é an
estral de u, sabemos que u se en
ontra na sub-árvore de T


om raiz em v e, deste modo, o intervalo de u está 
ontido no intervalo de v. Assim, inlabel(u)

perten
e ao intervalo de v e, portanto, i

v

� i

u

, onde i

u

e i

v

são os índi
es do bit 1 mais à direita

em inlabel(u) e em inlabel(v), respe
tivamente. Além disso, pelo mesmo motivo, os l � i

v

bits

mais à esquerda de inlabel(u) são iguais aos l � i

v

bits mais à esquerda de inlabel(v). Logo,

inlabel(v) = in(	(C

v

)) e inlabel(u) = in(	(C

u

)) satisfazem as 
ondições 1 e 2 des
ritas no

blo
o 2 e, portanto, 	(C

v

) é um an
estral de 	(C

u

) em B.

A re
ípro
a da propriedade a
ima nem sempre é verdadeira, ou seja, é possível que, embora v

não seja an
estral de u em T , 	(C

v

) seja um an
estral de 	(C

u

) em B. Esse fato motiva a utiliza-

ção do rótulo as
endant. Para 
ada vérti
e u, as
endant(u) guarda todos os an
estrais de 	(C

u

)

emB que estão asso
iados a an
estrais de u em T . Mais pre
isamente, as
endant(u) guarda todos

os números inlabel(v) para os quais v é um an
estral de u em T (note que inlabel(v) = in(	(C

v

))

e que, pela propriedade da preservação da as
endên
ia, 	(C

v

) é an
estral de 	(C

u

) em B). Po-

demos guardar todos estes números em apenas um úni
o inteiro no intervalo [0; 2

blogjV

T

j
+1

� 1℄.

Isso segue do fato de que, para 
ada w an
estral de 	(C

u

) em B, podemos determinar in(w) a

partir do índi
e i do bit 1 mais à direita em sua representação binária, já que os l � i primeiros

bits de in(w) são iguais aos l � i primeiros bits de in(	(C

u

)) = inlabel(u).

Desta forma, vamos de�nir as
endant(u) 
omo sendo o inteiro 
uja representação binária é

formada pelos bits A

j

, 0 � j � blog jV

T

j
, que satisfazem a seguinte propriedade:

A

j

= 1,

j é o índi
e do bit 1 mais à direita em inlabel(v)

para algum vérti
e v an
estral de u em T .

Note que o úni
o an
estral da raiz de T é ela própria e que o valor do rótulo inlabel da raiz é 2

l

.

Além disso, se u é um vérti
e de T diferente da raiz, o úni
o an
estral de u que não é an
estral
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de p(u) é o próprio u. Assim, podemos de�nir re
ursivamente o rótulo as
endant(u), para 
ada

vérti
e u em T , da seguinte forma, onde i é o índi
e do bit 1 mais à direita na representação

binária de inlabel(u):

as
endant(u) =

8

>

>

<

>

>

:

2

l

se u é a raiz de T

as
endant(p(u)) se inlabel(u) = inlabel(p(u))

as
endant(p(u)) + 2

i


aso 
ontrário.

Note que a de�nição a
ima sugere uma estratégia simples para o 
ál
ulo do rótulo as
endant

de 
ada vérti
e de T : per
orrer T (uma úni
a vez) em pré-ordem, testando para 
ada vérti
e u

visitado as 
ondições da de�nição a
ima e atribuindo o valor 
orrespondente a as
endant(u).

Para 
on
luir a nossa des
rição sobre a fase de pré-pro
essamento do algoritmo, vamos falar

agora sobre a tabela auxiliar head. Esta tabela nada mais é do que um vetor indexado pelo valor

dos rótulos inlabel dos vérti
es da árvore T (note que o tamanho deste vetor é linear em jV

T

j).

Para 
ada i, head[i℄ guarda o vérti
e da árvore T que se en
ontra mais próximo da raiz e 
ujo

valor do rótulo inlabel é igual a i. Note que, desta forma,

head[i℄ =

(

raiz de T se i = 2

l

v tal que i = inlabel(v) 6= inlabel(p(v)) 
aso 
ontrário.

Assim, podemos fa
ilmente preen
her a tabela head em um per
urso em pré-ordem da ár-

vore T .

Consultas

Após realizar o pré-pro
essamento da árvore T , 
omo foi des
rito no blo
o anterior, é possível

responder a 
onsultas pelo an
estral 
omum mais próximo de quaisquer dois vérti
es de T em

tempo 
onstante. Dados dois vérti
es x e y de T , vamos des
rever a partir de agora o algoritmo

para en
ontrar o an
estral 
omum mais próximo de x e y.

Se inlabel(x) = inlabel(y), então x e y se en
ontram em uma mesma 
adeia em T e, desta

forma, o an
estral 
omum mais próximo de x e y será x, se level(x) � level(y), e será y, 
aso


ontrário. Agora, se inlabel(x) 6= inlabel(y), então x e y se en
ontram em 
adeias distintas em

T e, neste 
aso, iremos en
ontrar o an
estral mais próximo de x e y em quatro passos:

1. Sejam C

x

e C

y

as 
adeias em T em que se en
ontram, respe
tivamente, x e y. Este

primeiro passo 
onsiste em en
ontrar o an
estral 
omum mais próximo de 	(C

x

) e 	(C

y

)

em B. Mais pre
isamente, estamos interessados em en
ontrar a ordem em que tal vérti
e

é visitado em um per
urso em inordem de B. Note que, para isto, basta utilizar uma
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versão levemente modi�
ada do algoritmo ACMP-BC (visto no blo
o 2) 
om B, 	(C

x

)

e 	(C

y

) 
omo argumentos, já que B é uma árvore binária 
ompleta (na implementação

deste passo, a árvore B será dada impli
itamente e o algoritmo re
eberá 
omo argumentos

inlabel(x) = in(	(C

x

)) e inlabel(y) = in(	(C

y

))).

2. Seja v o an
estral 
omum mais próximo de 	(C

x

) e 	(C

y

) em B. A partir de in(v), vamos

des
obrir a 
adeia em T em que se en
ontra z, o an
estral 
omum mais próximo de x e y.

Mais espe
i�
amente, vamos des
obrir o valor de inlabel(z) o qual sabemos que é igual a

in(	(C

z

)), onde C

z

é a 
adeia em T em que se en
ontra z. Note que, 
omo nem todo

an
estral 
omum de 	(C

x

) e 	(C

y

) em B está asso
iado à 
adeia de um an
estral 
omum

de x e y em T , v não é ne
essariamente igual a 	(C

z

). Entretanto, não é difí
il de 
on
luir

que 	(C

z

) é o an
estral mais próximo de v que está asso
iado à 
adeia de um an
estral


omum de x e y em T (tal fato segue da propriedade da preservação da as
endên
ia).

Então, sejam i o índi
e do bit 1 mais à direita em in(v), j o índi
e do bit 1 mais à direta em

inlabel(z) e as
endant

[l�i℄

(x) e as
endant

[l�i℄

(y) os números formados pelos l� i primeiros

bits de as
endant(x) e as
endant(y), respe
tivamente. Como 	(C

z

) é an
estral de v e

in(	(C

z

)) = inlabel(z), temos que j � i e, desta forma, j é o índi
e de algum dos bits 1

de as
endant

[l�i℄

(x) ^ as
endant

[l�i℄

(y). Como o nível de 	(C

z

) é o mais baixo possível,

sabemos que j é o índi
e do bit 1 mais à direita em as
endant

[l�i℄

(x) ^ as
endant

[l�i℄

(y).

Por �m, note que uma vez que 
onseguimos determinar j, determinamos também o valor

de inlabel(z). Isso segue do fato que inlabel(z) é o número formado pelos l � j primeiros

bits de inlabel(x) seguidos por um bit 1 e j bits 0, já que 	(C

z

) é an
estral de 	(C

x

) em

B, in(	(C

z

)) = inlabel(z) e in(	(C

x

)) = inlabel(x).

3. Agora que já sabemos em que 
adeia de T o vérti
e z se en
ontra, vamos des
obrir, neste

passo, os vérti
es �x e �y que são, respe
tivamente, o an
estral mais próximo de x em C

z

e

o an
estral mais próximo de y em C

z

. Aqui, des
reveremos apenas 
omo determinar �x. O

pro
edimento para determinar �y é análogo.

Note que, se inlabel(x) = inlabel(z), então x se en
ontra em C

z

e, desta forma, �x = x.

Caso 
ontrário, seja w o an
estral de x 
ujo pai é �x. Como �x é o an
estral mais próximo de

x que se en
ontra em C

z

, temos que inlabel(w) 6= inlabel(�x) e, desta forma, w é o vérti
e

que se en
ontra no nível mais alto em sua 
adeia. Logo, w = head[inlabel(w)℄. Assim,

tudo que pre
isamos fazer para determinar w e, desta forma, determinar �x, é des
obrir o

valor de inlabel(w). Observe que, para isto, basta que 
al
ulemos i

w

, o índi
e do bit 1 mais

à direita em inlabel(w), já que inlabel(w) é o número formado pelos l � i

w

primeiros bits

de inlabel(x) seguidos por um bit 1 e i

w

bits 0. É exatamente isso que vamos fazer agora.

Seja i

�x

o índi
e do bit 1 mais à direita em inlabel(�x). Como w está na sub-árvore de T 
om

raiz em �x sabemos que o intervalo de w está 
ontido no intervalo de �x e, portanto, i

�x

> i

w

.

Do mesmo modo, podemos 
on
luir que para todo w

0

tal que w é an
estral de w

0

, i

w

� i

w

0

,
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onde i

w

0

é o índi
e do bit 1 mais à direita em inlabel(w

0

). Logo, i

w

é o índi
e do bit 1 mais

à esquerda em as
endant

i

�x

(x), número formado pelos i

�x

últimos bits de as
endant(x).

4. Por �m, note que podemos determinar z fa
ilmente a partir de �x e �y. Para isto, basta

observar que z é aquele, dentre estes dois vérti
es, que se en
ontra em um nível mais alto

em T . Esta observação segue do fato que, 
omo �x e �y se en
ontram em uma mesma


adeia em T , um dos dois (o que está no nível mais alto) é an
estral do outro e, portanto,

é an
estral 
omum de x e y. Assim, pela maneira 
omo de�nimos �x e �y, temos que se

level(�x) > level(�y) então z = �x e, 
aso 
ontrário, z = �y.

A.3 Implementação em CWEB

A partir de agora, apresentaremos uma implementação do algoritmo que a
abamos de des
re-

ver. A estrutura geral da implementação é dada abaixo.

hHeader �les of l
a.
 193 i

192

hGlobal variables of l
a.
 197 i

h Internal fun
tions of l
a.
 198 i

hExternal fun
tions of l
a.
 196 i

Para representar vérti
es, arestas e a árvore de entrada, faremos uso das estruturas de dados

de�nidas no SGB. Para isto, vamos in
luir o arquivo 
abeçalho gb_graph.h que 
ontém as

de�nições dessas estruturas.

hHeader �les of l
a.
 193 i �

193

#in
lude "gb_graph.h"

Veja também blo
os 195, 202 e 208.

Este 
ódigo é usado no blo
o 192.

O algoritmo para o 
ál
ulo do an
estral 
omum mais próximo será implementado através de

duas funções: l
a_prepro
essing , responsável pelo pré-pro
essamento da árvore de entrada, e

l
a , a qual responde à 
onsultas sobre o an
estral 
omum de quaisquer dois vérti
es da árvore

pré-pro
essada. Aqui, vamos gerar um arquivo l
a.h que servirá de interfa
e para programas

que porventura queiram utilizar estas duas funções.

h l
a.h 194 i �

194

void l
a_prepro
essing (Vertex �r);

Vertex �l
a (Vertex �u;Vertex �v);
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hHeader �les of l
a.
 193 i +�

195

#in
lude "l
a.h"

A função l
a_prepro
essing re
ebe um ponteiro r para a raiz de uma árvore e prepro
essa

esta árvore, asso
iando a 
ada vérti
e u três rótulos inteiros: u

~

level , u

~

inlabel e u

~

as
endant , os

quais são armazenados nos utility �elds v, x e y do vérti
e, respe
tivamente. Além disso, também

é 
riada uma tabela auxiliar head . Os rótulos e a tabela são 
omo aqueles des
ritos no algoritmo

visto no blo
o 4 e serão utilizados posteriormente pela função l
a , sempre que esta for 
hamada.

A árvore deve estar representada através de uma estrutura Graph. Além disso, 
ada um de

seus vérti
es, 
om ex
eção da raiz r, deve possuir um apontador para o ar
o leva ao seu pai na

árvore e tal apontador deve estar armazenado no utility �eld u do vérti
e. No 
aso da raiz, o utility

�eld u deve armazenar um ponteiro para um ar
o que 
onduz a própria raiz. Aqui, renomearemos

este utility �eld, através de um define, para parent_edge . Assim, r

~

parent_edge

~

tip � r e, se

v 6= r, v

~

parent_edge

~

tip será um ponteiro para o pai de v na árvore. Por �m, para todo vérti
e

v, o ar
o v

~

parent_edge não deve fazer parte da lista de adja
ên
ia de v na árvore.

#de�ne parent_edge u:A

196

#de�ne level v:I

#de�ne inlabel x:I

#de�ne as
endant y:I

hExternal fun
tions of l
a.
 196 i �

void l
a_prepro
essing (Vertex �r)

f

hCompute the level and the inlabel number of ea
h vertex 199 i

hCompute the as
endant number of ea
h vertex and 
onstru
t the head table 201 i

g

Veja também blo
o 204.

Este 
ódigo é usado no blo
o 192.

hGlobal variables of l
a.
 197 i �

197

Vertex ��head ;

int max_inlabel = 0;

Este 
ódigo é usado no blo
o 192.

Nos próximos blo
os, freqüentemente pre
isaremos des
obrir o índi
e do bit 1 mais signi�
ativo

de um número. A função abaixo re
ebe um inteiro x e 
al
ula o índi
e do bit 1 mais à esquerda

(o bit mais signi�
ativo) na representação binária de x.



122 A.3 Implementação em CWEB

h Internal fun
tions of l
a.
 198 i �

198

int msb (unsigned long x)

f

register unsigned long b;

register �oat f ;

if (x � 0) return 0;

f = (�oat) x;

__asm__("mov   %1, %0\n\t"

"sar   $0x17, %0\n\t"

"sub   $0x7F, %0\n\t"

: "=r"(b)

:"r"(f)

) ;

return ((int) b);

g

Veja também blo
os 200, 203 e 206.

Este 
ódigo é usado no blo
o 192.

Este blo
o é responsável pelo preen
himento dos 
ampos level e inlabel de 
ada vérti
e da

árvore. Na verdade, todo este trabalho é feito pela função label1 , a qual será des
rita no próximo

blo
o.

hCompute the level and the inlabel number of ea
h vertex 199 i �

199

f

r

~

level = �1;

label1 (r);

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 196.

A função label1 re
ebe 
omo argumento um vérti
e v de uma árvore e 
al
ula, para todo vérti
e

w na sub-árvore 
om raiz em v, o valor de w

~

level e w

~

inlabel .

#de�ne preorder y:I200

#de�ne size z:I

h Internal fun
tions of l
a.
 198 i +�

void label1 (Vertex �v)

f



Cál
ulo do an
estral 
omum mais próximo 123

Ar
 �a;

Vertex �w;

int i; x;

stati
 long p;

w = v

~

parent_edge

~

tip ;

v

~

level = w

~

level + 1;

if (w � v) p = 1;

v

~

preorder = p

++

;

v

~

size = 0;

for (a = v

~

ar
s ; a; a = a

~

next ) f

label1 (a

~

tip);

v

~

size += a

~

tip

~

size ;

g

(v

~

size )

++

;

x = (v

~

preorder � 1)� (v

~

preorder + v

~

size � 1);

i = msb(x);

v

~

inlabel = ((v

~

preorder + v

~

size � 1)� i)� i;

if (v

~

inlabel > max_inlabel ) max_inlabel = v

~

inlabel ;

g

Aqui é feito o 
ál
ulo do valor do rótulo as
endant de 
ada um dos vérti
es na árvore e, além

disso, a tabela head [0::max_inlabel + 1℄ é 
riada e preen
hida. A maior parte desse serviço é

feita pela função label2 , a qual des
reveremos logo adiante.

hCompute the as
endant number of ea
h vertex and 
onstru
t the head table 201 i �

201

f

Ar
 �a;

head = (Vertex ��) mallo
 ((max_inlabel + 1) � sizeof (Vertex �));

r

~

as
endant = r

~

inlabel ;

head [r

~

inlabel ℄ = r;

for (a = r

~

ar
s ; a; a = a

~

next ) label2 (a

~

tip);

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 196.

hHeader �les of l
a.
 193 i +�

202

#in
lude <stdlib.h>
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A função label2 re
ebe um vérti
e v de uma árvore, da qual v não é raiz, e 
al
ula o valor do

rótulo an
endant de todo vérti
e que se en
ontra na sub-árvore 
om raiz em v. Além disso, esta

função também preen
he a tabela head 
omo espe
i�
ado no algoritmo des
rito no blo
o 4.

h Internal fun
tions of l
a.
 198 i +�

203

void label2 (Vertex �v)

f

Ar
 �a;

Vertex �w = v

~

parent_edge

~

tip ;

if (v

~

inlabel � w

~

inlabel ) v

~

as
endant = w

~

as
endant ;

else f

int x = v

~

inlabel ;

v

~

as
endant = w

~

as
endant + (x� (x& (x� 1)));

head [x℄ = v;

g

for (a = v

~

ar
s ; a; a = a

~

next ) label2 (a

~

tip);

g

A função l
a re
ebe 
omo argumentos dois vérti
es x e y de uma árvore e devolve o an
estral


omo mais próximo de x e y. Para tanto, tal árvore deve ter sido pré-pro
essada anteriormente

através de uma 
hamada à função l
a_prepro
essing .

hExternal fun
tions of l
a.
 196 i +�

204

Vertex �l
a (Vertex �x;Vertex �y)

f

int l
a_inlabel ; j;

if (x

~

inlabel � y

~

inlabel ) return ((x

~

level < y

~

level ) ? x : y);

hFind l
a_inlabel , the inlabel number of the l
a of x and y 205 i

hFind and return the l
a of x and y 207 i

g

O tre
ho de 
ódigo abaixo 
al
ula o valor do rótulo inlabel do an
estral 
omum mais próximo

de x e y. Para isto, ele 
onta 
om o auxílio da função 
bt_l
a , a qual será apresentada no próximo

blo
o. Note que este tre
ho de 
ódigo nada mais é do que uma implementação dos passos 1 e 2

do algoritmo visto no blo
o 5.

hFind l
a_inlabel , the inlabel number of the l
a of x and y 205 i �

205

f

int b = 
bt_l
a (x

~

inlabel ; y

~

inlabel );
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int i = msb (b� (b& (b� 1)));

int 
ommon = (x

~

as
endant ) & (y

~

as
endant );

int 
ommon_i = (
ommon � i)� i;

j = msb (
ommon_i � (
ommon_i & (
ommon_i � 1)));

l
a_inlabel = (((x

~

inlabel )� (j + 1))� (j + 1)) + (1� j);

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 204.

A função 
bt_l
a re
ebe dois inteiros x e y tais que x � in (u), y � in (v) e u e v são vérti
es

de uma árvore binária 
ompleta. A partir de x e y, esta função 
al
ula e devolve in (z), onde z é

o an
estral 
omum mais próximo de u e v na árvore. Note que esta função é uma implementação

do algoritmo ACMP-BC visto no blo
o 2.

h Internal fun
tions of l
a.
 198 i +�

206

int 
bt_l
a (int x; int y)

f

int i; j; k;

i = msb(x� (x& (x� 1)));

j = msb (y � (y & (y � 1)));

k = ((i > j) ? i : j) + 1;

if ((x� k) 6= (y � k)) f

k = msb(x� y);

return ((x� (k + 1))� (k + 1)) + (1� k);

g

else return ((i � j) ? x : y);

g

Por �m, aqui é 
al
ulado o an
estral 
omum mais próximo de x e y na árvore. O tre
ho de


ódigo abaixo é uma implementação dos passos 3 e 4 do algoritmo des
rito no blo
o 5.

hFind and return the l
a of x and y 207 i �

207

f

Vertex �x_; �y_; �w;

int l = msb(INT_MAX); =� index of the leftmost bit of an int variable �=

int i_w ; w_inlabel ;

if (x

~

inlabel � l
a_inlabel ) x_ = x;

else f
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i_w = msb(((unsigned)(x

~

as
endant � (l + 1� j)))� (l + 1� j));

w_inlabel = ((x

~

inlabel � (i_w + 1))� (i_w + 1)) + (1� i_w );

w = head [w_inlabel ℄;

x_ = w

~

parent_edge

~

tip ;

g

if (y

~

inlabel � l
a_inlabel ) y_ = y;

else f

i_w = msb(((unsigned)(y

~

as
endant � (l � j + 1)))� (l � j + 1));

w_inlabel = ((y

~

inlabel � (i_w + 1))� (i_w + 1)) + (1� i_w );

w = head [w_inlabel ℄;

y_ = w

~

parent_edge

~

tip ;

g

return ((x_

~

level � y_

~

level ) ? x_ : y_);

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 204.

hHeader �les of l
a.
 193 i +�

208

#in
lude <limits.h>



Apêndi
e B

Função main do programa

Vamos apresentar aqui a função main do programa que será responsável por exe
utar, sobre a

entrada, as funções 
orrespondentes a 
ada implementação. Ao �nal de sua exe
ução, o programa

exibirá, para 
ada implementação, as arestas da �oresta de Steiner 
onstruída, juntamente 
om

um valor que limita superiormente a razão entre o 
usto desta �oresta e o 
usto de uma solução

ótima do problema.

hThe main program 209 i �

209

int main (int arg
 ; 
har �argv [ ℄)

f

hLo
al variables of fun
tion main 212 i

hPro
ess the 
omand line 210 i

h Initialize the �eld from of ea
h edge 218 i

hFind a Steiner forest 221 i

hShow the results 224 i

return 0;

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 1.

Basi
amente, há duas formas de exe
utar o programa. Uma delas é digitando o nome do

programa (�sf�) seguido pelo nome do arquivo que 
ontém a espe
i�
ação do grafo de entrada e

dos 
onjuntos de terminais neste grafo (a qual deve seguir um formato que des
reveremos mais

a diante). Eis um exemplo de 
omo exe
utar o programa desta forma:

sf nome_do_arquivo_de_entrada
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A segunda forma é utilizando a opção �-sgb�. Esta opção permite que o usuário espe
i�que

o grafo de entrada através de um arquivo 
ontendo a des
rição de um grafo do SGB [?℄, isto é,

através de um arquivo gerado pela função save_graph do módulo GB_SAVE do SGB. Neste


aso, para exe
utar o programa o usuário deve digitar algo semelhante ao seguinte, na linha de


omando:

sf -sgb nome_do_arquivo_sgb nome_do_arquivo_de_entrada

onde nome_do_arquivo_de_entrada é o nome de um arquivo que 
ontém a espe
i�
ação dos


onjuntos de terminais do grafo des
rito no arquivo nome_do_arquivo_sgb.

É possível ainda espe
i�
ar a implementação que o usuário deseja apli
ar sobre a entrada.

Para apli
ar apenas a implementação sugerida por Goemans e Wiliamson, basta a
res
entar

�-gw� após o nome do arquivo ou dos arquivos que 
ompõem a entrada. Da mesma forma, se

o usuário deseja apli
ar apenas a implementação proposta por Cole et al., ele deve a
res
entar

�-
hlp� a linha de 
omando (exatamente 
omo no 
aso anterior) e, em seguida, forne
er o valor

do parâmetro k tomado por esta implementação (um inteiro maior ou igual a 1). Caso nenhuma

dessas opções tenham sido espe
i�
adas, o programa irá apli
ar 
ada uma das implementações

sobre a entrada.

Como já men
ionamos, ao �nal de sua exe
ução, o programa irá exibir, para 
ada imple-

mentação apli
ada sobre a entrada, uma lista das arestas que fazem parte da �oresta de Steiner


onstruída, juntamente 
om o 
usto desta �oresta e um limitante superior para a razão entre

este 
usto e o 
usto de uma �oresta de Steiner ótima. Se o usuário já tiver 
onhe
imento prévio

do 
usto de uma �oresta de Steiner ótima, é possível informa-lo ao programa através da opção

�-opt�. Para isto, deve-se digitar �-opt 
ost�, onde �
ost� é o 
usto de uma �oresta de Steiner

ótima, após o nome do arquivo ou dos arquivos que fazem parte da entrada do programa.

hPro
ess the 
omand line 210 i �

210

f

FILE ��le ;

int next_arg ;

if (arg
 < 2) hPrint a help message and exit 211 i

if (:str
mp (argv [1℄; "-sgb")) f

if (arg
 < 4) hPrint a help message and exit 211 i

if (:(graph = restore_graph (argv [2℄))) f

fprintf (stderr ; "Cannot restore graph in file %s.\n"; argv [2℄);

exit (1);

g

if (:(�le = fopen (argv [3℄; "r"))) f
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fprintf (stderr ; "Cannot open file %s.\n"; argv [3℄);

exit (1);

g

hRead the terminal sets from the �le; exit if unsu

essful 219 i

next_arg = 4;

g

else f

if (:(�le = fopen (argv [1℄; "r"))) f

fprintf (stderr ; "Cannot open file %s.\n"; argv [1℄);

exit (1);

g

hTry to 
reate a graph from the �le; exit if unsu

essful 215 i

next_arg = 2;

g

f
lose (�le );

opt = �1;

show_edges = 0;

imp = ALL;

while (arg
 � 1 � next_arg ) f

if (:str
mp (argv [next_arg ℄; "-gw")) imp = GW;

else f

if (:str
mp (argv [next_arg ℄; "-
hlp") ^ arg
 � 1 � next_arg + 1) f

imp = CHLP;

k = atoi (argv [

++

next_arg ℄);

if (k < 1) f

fprintf (stderr ; "\n Invalid value for parameter\n");

exit (1);

g

g

else f

if (:str
mp (argv [next_arg ℄; "-klein")) imp = KLEIN;

else f

if (:str
mp (argv [next_arg ℄; "-opt") ^ arg
 � 1 � next_arg + 1)

opt = atoi (argv [

++

next_arg ℄);

else f

if (:str
mp(argv [next_arg ℄; "-e")) show_edges = 1;

else f

if (:str
mp(argv [next_arg ℄; "-t")) test = 1;
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else hPrint a help message and exit 211 i

g

g

g

g

g

next_arg

++

;

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 209.

Se o usuário digitar algo errado na linha de 
omando, será exibida uma mensagem expli
ando

brevemente a forma 
orreta de se exe
utar o programa.

hPrint a help message and exit 211 i �

211

f

fprintf (stderr ;

"\n sf [-sgb filename_gb℄ filename [-gw | -
hlp k | -opt 
ost℄\n\n");

exit (1);

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 210.

Se não o
orrerem erros, após o pro
essamento da linha de 
omando do programa, o valor

guardado na variável imp irá indi
ar qual ou quais das implementações deverão ser apli
adas

sobre a entrada. Caso este valor seja igual a CHLP, então a variável k estará guardando o valor


orrespondente ao parâmetro tomado pela implementação de Cole et al. Vale a pena men
ionar

também que a variável opt será usada para guardar o 
usto de uma �oresta de Steiner ótima,

sempre que este 
usto for informado pelo usuário.

hLo
al variables of fun
tion main 212 i �

212

enum f

ALL; GW; CHLP; KLEIN

g imp ;

int k = 1; show_edges ;

int test = 0;

long opt ;

Veja também blo
os 214, 220 e 223.

Este 
ódigo é usado no blo
o 209.
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Para representar vérti
es, arestas e grafos faremos uso das estruturas de dados de�nidas no

SGB. Desta forma, devemos in
luir o arquivo 
abeçalho gb_graph.h, o qual 
ontém as de�nições

dessas estruturas e o protótipo das funções utilizadas para 
ria-las. Além disso, vamos in
luir

também o arquivo gb_save.h, o qual 
ontém o protótipo da função restore_graph , usada para

restaurar o grafo des
rito no arquivo de entrada quando a opção -sgb estiver presente na linha

de 
omando.

hHeader �les of sf.
 71 i +�

213

#in
lude <stdio.h>

#in
lude <stdlib.h>

#in
lude <string.h>

#in
lude "gb_save.h"

Vamos de
larar aqui mais uma das variáveis lo
ais da função main que foi usada a
ima:

graph . Se não o
orrer nenhum erro durante o pro
essamento da linha de 
omando ou leitura

dos arquivos de entrada, esta variável guardará um apontador para a estrutura que representa o

grafo da entrada.

hLo
al variables of fun
tion main 212 i +�

214

Graph �graph ;

Para forne
er a espe
i�
ação do grafo de entrada através de um arquivo, o usuário deve seguir

as seguintes 
onvenções. Na primeira linha, deve-se informar, o número n de vérti
es do grafo

e, nas n linhas seguintes, digitar o rótulo ou nome (
om no máximo 30 
ara
teres) de 
ada um

dos vérti
es, um vérti
e por linha. Na linha seguinte, vem o número m de arestas do grafo; nas

próximas m linhas do arquivo, o usuário deve digitar, para 
ada aresta uv, as posições (entre 0 e

n�1) em que os vérti
es de rótulo u e v apare
em na lista dos vérti
es no arquivo e, em seguida,

o 
usto da aresta. Cada uma dessas m linhas deve 
orresponder a de�nição de uma, e somente

uma, aresta.

Os 
onjuntos de terminais do grafo devem ser espe
i�
ados no arquivo de entrada do seguinte

modo. Ini
ialmente, é ne
essário forne
er o número t de 
onjuntos de terminais no grafo. As

próximas t linhas do arquivo devem informar os vérti
es que fazem parte de 
ada um dos 
onjuntos

de terminais, sendo que 
ada linha deve 
orresponder a um, e somente um, 
onjunto. Se a opção

-sgb estiver presente na linha de 
omando, 
ada vérti
e deverá ser espe
i�
ado através de seu

índi
e no vetor de vérti
es do grafo des
rito no arquivo de entrada; 
aso 
ontrário, os vérti
es

deverão ser informados através de números inteiros (a partir de 0) 
orrespondendo a ordem em

que foram listados no arquivo de entrada.

Eis um exemplo de um arquivo de entrada satisfazendo as 
onvenções a
ima:
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5

A

B

C

D

E

7

0 1 15

2 3 12

3 4 18

2 0 24

0 4 30

1 3 28

4 1 32

2

0 3

1 4

O grafo espe
i�
ado neste exemplo 
ontém 
in
o vérti
es, sete arestas e dois 
onjuntos de

terminais. Os vérti
es são A, B, C, D e E ; as arestas são (A, B) (
usto 15), (C, D) (
usto 12),

(D, E) (
usto 18), (C, A) (
usto 24), (A, E) (
usto 30), (D, B) (
usto 28) e (E, B) (
usto 32);

por �m, os 
onjuntos de terminais são {A, D} e {B, E}.

O tre
ho de 
ódigo abaixo é responsável pela 
riação do grafo espe
i�
ado no arquivo de

entrada.

hTry to 
reate a graph from the �le; exit if unsu

essful 215 i �

215

f

long num_verti
es ;

if (:fs
anf (�le ; " %ld";&num_verti
es )) f

fprintf (stderr ; "Cannot read the number of verti
es.\n");

exit (1);

g

if (:(graph = gb_new_graph (num_verti
es ))) f

fprintf (stderr ; "Cannot 
reate a graph with %ld verti
es.\n";num_verti
es );

exit (1);

g

hRead the verti
es from the �le; exit if unsu

essful 216 i

hRead the edges from the �le; exit if unsu

essful 217 i

hRead the terminal sets from the �le; exit if unsu

essful 219 i
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g

Este 
ódigo é usado no blo
o 210.

hRead the verti
es from the �le; exit if unsu

essful 216 i �

216

f

Vertex �v;


har name [30℄;

for (v = graph

~

verti
es ; v < graph

~

verti
es + graph

~

n; v

++

) f

if (:fs
anf (�le ; " %s";name )) f

fprintf (stderr ; "There are less than %ld verti
es in file %s.\n"; graph

~

n;

(arg
 � 4) ? argv [3℄ : argv [2℄);

exit (1);

g

v

~

name = gb_save_string (name );

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 215.

hRead the edges from the �le; exit if unsu

essful 217 i �

217

f

long num_edges ; i;

if (:fs
anf (�le ; " %ld";&num_edges )) f

fprintf (stderr ; "Cannot read the number of edges.\n");

exit (1);

g

for (i = 0; i < num_edges ; i

++

) f

long p; q; l;

if (:fs
anf (�le ; " %ld %ld %ld";&p;&q;&l)) f

fprintf (stderr ; "Error in definition of edge %ld.\n"; i+ 1);

exit (1);

g

gb_new_edge (graph

~

verti
es + p; graph

~

verti
es + q; l);

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 215.
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Nas implementações que iremos des
rever, será ne
essário ter a
esso, de maneira rápida, aos

extremos de uma dada aresta. É importante ressaltar que, no SGB, 
ada aresta uv é representada

através dos ar
os uv e vu. Como a estrutura que representa um ar
o 
ontém apenas um apontador

para o vérti
e de destino (ou seja, o vérti
e para o qual o ar
o aponta), será pre
iso pré-pro
essar

o grafo, ini
ializando, para 
ada ar
o, o 
ampo from que 
ontém um apontador para o vérti
e de

origem do ar
o.

#de�ne from a:V218

h Initialize the �eld from of ea
h edge 218 i �

f

Vertex �v;

for (v = graph

~

verti
es ; v < graph

~

verti
es + graph

~

n; v

++

) f

Ar
 �a;

for (a = v

~

ar
s ; a; a = a

~

next ) a

~

from = v;

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 209.

A leitura da espe
i�
ação dos 
onjuntos de terminais e a 
riação das estruturas que os represen-

tam são feitas no tre
ho de 
ódigo abaixo. Tais estruturas serão guardadas no vetor term_sets e o

número de elementos deste vetor será armazenado no 
ampo num_ts da estrutura que representa

o grafo da entrada. Faremos 
om que o 
ampo id de 
ada 
onjunto de terminais 
orresponda ao

seu índi
e no vetor term_sets . Além disso, para 
ada vérti
e v do grafo, v

~

termset_id guardará

o identi�
ador do 
onjunto de terminais do qual o vérti
e faz parte (o valor deste 
ampo será

igual a �1 para os vérti
es que não perten
em aos 
onjuntos de terminais do grafo).

hRead the terminal sets from the �le; exit if unsu

essful 219 i �

219

f

int i;

Vertex �v;

if (:fs
anf (�le ; " %ld";&(graph

~

num_ts ))) f

fprintf (stderr ; "Cannot read the number of terminal sets.\n");

exit (1);

g

get
 (�le );

for (v = graph

~

verti
es ; v < graph

~

verti
es + graph

~

n; v

++

) v

~

termset_id = �1;

term_sets = (TermSet �) mallo
((graph

~

num_ts ) � sizeof (TermSet));

for (i = 0; i < graph

~

num_ts ; i

++

) f
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TermSet �ts = term_sets + i;

Vertex x; �t;


har 
;

int n = 0;

ts

~

id = i;

t = ts

~

verti
es = &x;

do 
 = get
 (�le ); while (
 � ' ');

while (
 6= EOF ^ 
 6= '\n') f

int v;

unget
 (
;�le );

if (fs
anf (�le ; "%d";&v) ^ v � 0 ^ v < graph

~

n) f

(graph

~

verti
es + v)

~

termset_id = ts

~

id ;

t

~

next_terminal = graph

~

verti
es + v;

t = t

~

next_terminal ;

n

++

;

g

else f

fprintf (stderr ; "Invalid value for the element %d of terminal set %d.";

n+ 1; i+ 1);

exit (1);

g

do 
 = get
 (�le ); while (
 � ' ');

g

if (n � 0) f

fprintf (stderr ; "There are less than %ld terminal sets in file %s.\n";

graph

~

num_ts ; (arg
 � 4) ? argv [3℄ : argv [1℄);

exit (1);

g

t

~

next_terminal = �;

ts

~

verti
es = ts

~

verti
es

~

next_terminal ;

ts

~

num_verti
es = n;

ts

~


onne
ted = ((n � 1) ? 1 : 0);

g

g

Este 
ódigo é usado nos blo
os 210 e 215.

hLo
al variables of fun
tion main 212 i +�

220
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TermSet �term_sets ;

hFind a Steiner forest 221 i �

221

f

int i;

long nk = graph

~

n;

Vertex �v;

TermSet �ts ;

if (graph

~

id ) fprintf (stdout ; "\nName: %s"; graph

~

id );

fprintf (stdout ; "\nnumber of verti
es: %ld"; graph

~

n);

fprintf (stdout ; "\nnumber of edges: %ld"; (graph

~

m)=2);

fprintf (stdout ; "\nnumber of terminal sets: %ld\n\n"; graph

~

num_ts );

swit
h (imp) f


ase GW: fprintf (stdout ; "***** Goemans and Williamson *****\n");

start = 
lo
k ( );

sf = sf_gw (graph ; term_sets );

end = 
lo
k ( );

break;


ase CHLP:

fprintf (stdout ; "***** Cole, Hariharan, Lewenstein and Porat *****\n");

for (i = 1; i < k; i

++

) f

if (LONG_MAX=nk < graph

~

n) f

fprintf (stderr ; "\nToo high value for parameter. ");

break;

g

nk = nk � graph

~

n;

g

for (v = graph

~

verti
es ; v < graph

~

verti
es + graph

~

n; v

++

) f

Ar
 �a;

for (a = v

~

ar
s ; a; a = a

~

next )

if (LONG_MAX=nk < a

~

len ) f

if (LONG_MAX=nk � graph

~

n)

fprintf (stderr ; "\nToo high value for parameter.\n\n");

else fprintf (stderr ; "\n\n");

exit (1);

g

g

if (i < k) fprintf (stderr ; "Using k = %d.\n"; i);
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k = i;

start = 
lo
k ( );

sf = sf_
hlp (graph ; term_sets ; k);

end = 
lo
k ( );

break;


ase KLEIN: fprintf (stdout ; "***** Klein *****\n");

start = 
lo
k ( );

sf = sf_klein (graph ; term_sets );

end = 
lo
k ( );

break;


ase ALL: fprintf (stdout ; "***** Goemans and Williamson *****\n");

start = 
lo
k ( );

sf = sf_gw (graph ; term_sets );

end = 
lo
k ( );

hShow the results 224 i

for (ts = term_sets ; ts < term_sets + graph

~

num_ts ; ts

++

) ts

~


onne
ted = 0;

fprintf (stdout ;

"***** ""Cole, Hariharan, Lewenstein and Porat [k = %d℄"" *****\n"; k);

start = 
lo
k ( );

sf = sf_
hlp (graph ; term_sets ; k);

end = 
lo
k ( );

hShow the results 224 i

for (ts = term_sets ; ts < term_sets + graph

~

num_ts ; ts

++

) ts

~


onne
ted = 0;

fprintf (stdout ; "***** Klein *****\n");

start = 
lo
k ( );

sf = sf_klein (graph ; term_sets );

end = 
lo
k ( );

break;

g

g

Este 
ódigo é usado no blo
o 209.

hHeader �les of sf.
 71 i +�

222

#in
lude <time.h>

hLo
al variables of fun
tion main 212 i +�

223

SteinerForest �sf ;


lo
k t start ; end ;
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O tre
ho de 
ódigo abaixo é responsável por imprimir as arestas da �oresta de Steiner sf


ontruída por uma das implementações, informando, além disso, a razão de aproximação desta

�oresta 
om relação a solução ótima.

hShow the results 224 i �

224

f

Ar
 �a;

double r;

if (show_edges ) f

fprintf (stdout ; "\nEdges:\n");

for (a = sf

~

edges ; a; a = a

~

next_edge )

fprintf (stdout ; "(%s, %s)\n"; a

~

from

~

name ; a

~

tip

~

name );

g

if (opt � �1) r = ((double) sf

~


ost )=(sf

~

dual_
ost );

else r = ((double) sf

~


ost )=opt ;

fprintf (stdout ; "\nCost: %ld [<= %.4f opt℄\n"; sf

~


ost ; r);

fprintf (stdout ; "\nTime: %.3fs\n\n"; ((double)(end � start ))=CLOCKS_PER_SEC);

if (test ) f

if (:isSteinerForest (sf ; graph ; term_sets ))

printf ("# Something bad has o
urred...\n\n");

else f

if (:isMinimal (sf ; graph ; term_sets ))

printf ("# Something bad has o
urred...\n\n");

else printf ("# It's everithing all right!\n\n");

g

g

g

Este 
ódigo é usado nos blo
os 209 e 221.

#de�ne TESTE225

#de�ne mark a:I

#de�ne next_elem w:V

#de�ne _from_(i) ((g

~

verti
es + i)

~

x:V )

hAuxiliary fun
tions 76 i +�

int isSteinerForest (SteinerForest �sf ;Graph �g;TermSet �term_sets )

f

Ar
 �a;

Vertex �v;
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TermSet �ts ;

int i;

for (a = sf

~

edges ; i = 0; a; a = a

~

next_edge ; i

++

) _from_(i) = a

~

from ;

for (v = g

~

verti
es ; v < g

~

verti
es + g

~

n; v

++

) f

v

~

visit = 0;

for (a = v

~

ar
s ; a; a = a

~

next ) a

~

mark = 0;

g

for (a = sf

~

edges ; i = 0; a; a = a

~

next_edge ; i

++

) f

Ar
 �a_ = (_from_(i) < a

~

tip) ? a+ 1 : a� 1;

a

~

mark = a_

~

mark = 1;

g =� os terminais estão todos 
one
tados? �=

for (ts = term_sets ; ts < term_sets + g

~

num_ts ; ts

++

) f

Vertex �head ; �tail ;

v = ts

~

verti
es ;

v

~

visit = 1;

v

~

next_elem = �;

head = tail = v;

while (head ) f

Vertex �u = head ;

for (a = u

~

ar
s ; a; a = a

~

next ) f

Vertex �w = a

~

tip ;

if (:a

~

mark _ w

~

visit ) 
ontinue;

w

~

visit = 1;

w

~

next_elem = �;

tail

~

next_elem = w;

tail = w;

g

head = head

~

next_elem ;

g

for (v = ts

~

verti
es ; v; v = v

~

next_terminal )

if (:v

~

visit ) f

#ifdef VERBOSE

printf ("�����> There are dis
onne
ted terminal sets\n");

#endif =� reestabele
endo o valor do 
ampo from dos ar
os �=

for (v = g

~

verti
es ; v < g

~

verti
es + g

~

n; v

++

) f

Ar
 �a;

for (a = v

~

ar
s ; a; a = a

~

next ) a

~

from = v;
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g

return 0;

g

for (v = g

~

verti
es ; v < g

~

verti
es + g

~

n; v

++

) v

~

visit = 0;

g =� as arestas em sf são arestas de uma �oresta? �=

#ifdef DEFEITO2

markAllEdges (g);

#endif

for (v = g

~

verti
es ; v < g

~

verti
es + g

~

n; v

++

) v

~

visit = 0;

for (v = g

~

verti
es ; v < g

~

verti
es + g

~

n; v

++

) f

Vertex �head ; �tail ;

if (v

~

visit ) 
ontinue;

v

~

visit = 1;

v

~

next_elem = �;

head = tail = v;

while (head ) f

Vertex �u = head ;

int n = 0;

for (a = u

~

ar
s ; a; a = a

~

next ) f

Vertex �w = a

~

tip ;

if (:a

~

mark ) 
ontinue;

if (w

~

visit ) f

n

++

;


ontinue;

g

w

~

visit = 1;

w

~

next_elem = �;

tail

~

next_elem = w;

tail = w;

g

if (n � 2) f

#ifdef VERBOSE

printf ("�����> There is a 
y
le in sf!\n");

#endif =� reestabele
endo o valor do 
ampo from dos ar
os �=

for (v = g

~

verti
es ; v < g

~

verti
es + g

~

n; v

++

) f

Ar
 �a;

for (a = v

~

ar
s ; a; a = a

~

next ) a

~

from = v;

g
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return 0;

g

head = head

~

next_elem ;

g

g =� reestabele
endo o valor do 
ampo from dos ar
os �=

for (v = g

~

verti
es ; v < g

~

verti
es + g

~

n; v

++

) f

Ar
 �a;

for (a = v

~

ar
s ; a; a = a

~

next ) a

~

from = v;

g

return 1;

g

hAuxiliary fun
tions 76 i +� =� teste de minimalidade �=

226

int isMinimal (SteinerForest �sf ;Graph �graph ;TermSet �term_sets )

f

int i; j; num_edges ;

Ar
 �a; ��edges ;

printf (" (Teste de Minimalidade)\n\n");

num_edges = 0;

for (a = sf

~

edges ; a; a = a

~

next_edge ) num_edges

++

;

#ifdef VERBOSE

printf ("\nnum_edges = %d\n\n";num_edges );

#endif

edges = mallo
(num_edges � sizeof (Ar
 �));

for (i = 0; a = sf

~

edges ; a; i

++

; a = a

~

next_edge ) edges [i℄ = a;

j = �1;

do f

j

++

;

sf

~

edges = �;

for (i = 0; i < j; i

++

) f

edges [i℄

~

next_edge = sf

~

edges ;

sf

~

edges = edges [i℄;

g

for (i = j + 1; i < num_edges ; i

++

) f

edges [i℄

~

next_edge = sf

~

edges ;

sf

~

edges = edges [i℄;

g

#ifdef VERBOSE
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printf ("%d: "; j);

#endif

if (isSteinerForest (sf ; graph ; term_sets )) f

free (edges );

return 0;

g

g while (j < num_edges � 1);

free (edges );

return 1;

g
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Lista de Re�namentos

hAllo
ate spa
e for 


2

bi
ategories 156 i Usado no blo
o 154.

hAlter the pla
e of the edges in
ident to C1 if the state of C1 has 
hanged 91 i Usado no blo
o 89.

hAssign a dire
tion to ea
h edge of G and initialize the ar
s an verti
es �elds 157 i Usado no

blo
o 154.

hAssign ea
h ar
 to one of its two endpoints 159 i Usado no blo
o 154.

hAssign one 
ategory to ea
h vertex of g 185 i Usado no blo
o 184.

hAuxiliary fun
tions 76, 92, 93, 95, 98, 108, 111, 115, 132, 134, 189, 225, 226 i Usado no blo
o 1.

hCase 1 30 i Usado no blo
o 29.

hCase 2 31 i Usado no blo
o 29.

hChange the assignment of the ar
s in
ident to u or v if ne
essary 178 i Usado no blo
o 168.

hChange the bi
ategory of ea
h ar
 in the extra_in list of v 166 i Usado no blo
o 163.

hChange the bi
ategory of ea
h ar
 in the extra_out list of v 167 i Usado no blo
o 163.

hChange the bi
ategory of the ar
s assigned to v 164 i Usado no blo
o 163.

hCompute the as
endant number of ea
h vertex and 
onstru
t the head table 201 i Usado no

blo
o 196.

hCompute the level and the inlabel number of ea
h vertex 199 i Usado no blo
o 196.

hConstru
t a pair of edge heaps for ea
h 
omponent 80 i Usado no blo
o 77.

hCreate a spanning forest with no edges 78 i Usado no blo
o 77.

hCreate an edge heap for ea
h 
omponent 124 i Usado no blo
o 122.

hCreate the initial spanning forest 122 i Usado no blo
o 116.

hData stru
tures of bbst.
 21 i Usado no blo
o 19.

hData stru
tures of bi
at.
 143, 144, 145, 149 i Usado no blo
o 141.

hData stru
tures of �bheap.
 37 i Usado no blo
o 35.

hData stru
tures of item.
 5 i Usado no blo
o 3.

hData stru
tures of sf.
 68, 70, 73, 106, 110, 112, 114 i Usado no blo
o 1.

hData stru
tures of uf.
 61 i Usado no blo
o 59.

hDetermine the ne
essary edges with the aid of the l
as 103 i Usado no blo
o 98.

hDis
ard all ar
s with both endpoints in u and v 172 i Usado no blo
o 168.

hDis
ard all ar
s uv from the graph 173 i Usado no blo
o 172.
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hDis
ard all ar
s vu from the graph 175 i Usado no blo
o 172.

hDis
ard parallel ar
s in the extra_in list of v 165 i Usado no blo
o 163.

hDis
ard parallel ar
s in the extra_in list of x 170 i Usado no blo
o 168.

hDis
ard unne
essary edges and return the resulting Steiner forest 138 i Usado no blo
o 116.

hDisjoint sets manipulation fun
tions 63, 64, 65, 66 i Usado no blo
o 59.

hDrop out unne
essary edges and return the resulting Steiner forest 96 i Usado no blo
o 77.

hExternal fun
tions of bi
at.
 150, 151, 152, 153, 154, 161, 162, 163, 168, 181 i Usado no blo
o 141.

hExternal fun
tions of l
a.
 196, 204 i Usado no blo
o 192.

hFind a Steiner forest 221 i Usado no blo
o 209.

hFind and return the l
a of x and y 207 i Usado no blo
o 204.

hFind the l
a of ea
h terminal set 100 i Usado no blo
o 98.

hFind l
a_inlabel , the inlabel number of the l
a of x and y 205 i Usado no blo
o 204.

hFor ea
h bi
ategory b, join the heaps of u and v in b 176 i Usado no blo
o 168.

hFor ea
h edge a in g split a in two pie
es 120 i Usado no blo
o 116.

hFree all the auxiliary memory allo
ated 97 i Usado no blo
o 96.

hFree the auxiliary memory allo
ated 139 i Usado no blo
o 138.

hFree the extra memory allo
ated 190 i Usado no blo
o 184.

hGlobal variables of bbst.
 23 i Usado no blo
o 19.

hGlobal variables of bi
at.
 155, 158, 160 i Usado no blo
o 141.

hGlobal variables of �bheap.
 39 i Usado no blo
o 35.

hGlobal variables of item.
 7, 16 i Usado no blo
o 3.

hGlobal variables of l
a.
 197 i Usado no blo
o 192.

hGlobal variables of uf.
 62 i Usado no blo
o 59.

hHeader �les of bbst.
 20 i Usado no blo
o 19.

hHeader �les of bi
at.
 142 i Usado no blo
o 141.

hHeader �les of �bheap.
 36 i Usado no blo
o 35.

hHeader �les of item.
 4 i Usado no blo
o 3.

hHeader �les of l
a.
 193, 195, 202, 208 i Usado no blo
o 192.

hHeader �les of sf.
 71, 74, 75, 102, 109, 113, 183, 213, 222 i Usado no blo
o 1.

hHeader �les of uf.
 60 i Usado no blo
o 59.

hHeaps manipulation fun
tions 38, 40, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 53, 54, 56, 57 i Usado no blo
o 35.

h In
lude an edge pie
e in the forest while there is some a
tive 
omponent 126 i Usado no

blo
o 116.

h In
lude ea
h vertex of V in U and set a
tive_ to the new state of U 131 i Usado no blo
o 130.

h In
lude a in the forest sf 87 i Usado no blo
o 84.

h In
lude uv in the spanning forest sf 128 i Usado no blo
o 126.

h In
lude uv in sf 187 i Usado no blo
o 184.

h In
rement d(v) for ea
h vertex v in some a
tive 
omponent 88 i Usado no blo
o 84.
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h Initialize the �eld from of ea
h edge 218 i Usado no blo
o 209.

h Initialize d(v) for ea
h vertex v of the graph 82 i Usado no blo
o 77.

h Insert ea
h vertex of C2 in C1 and set a
tive_ to the new state of C1 90 i Usado no blo
o 89.

h Internal fun
tions of bbst.
 25, 26, 27 i Usado no blo
o 19.

h Internal fun
tions of bi
at.
 146, 147, 148, 177 i Usado no blo
o 141.

h Internal fun
tions of �bheap.
 41, 42, 43, 44, 45, 52, 55, 58 i Usado no blo
o 35.

h Internal fun
tions of item.
 9 i Usado no blo
o 3.

h Internal fun
tions of l
a.
 198, 200, 203, 206 i Usado no blo
o 192.

h Itens manipulation fun
tions 6, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15 i Usado no blo
o 3.

hLet a be an edge with the smallest sla
kness in
 86 i Usado no blo
o 84.

hLo
al variables of fun
tion main 212, 214, 220, 223 i Usado no blo
o 209.

hLo
al variables of 
ontra
tEdge 169, 171, 174, 179 i Usado no blo
o 168.

hLo
al variables of sf_
hlp 119, 121, 123, 125, 127 i Usado no blo
o 116.

hLo
al variables of sf_gw 79, 81, 83, 85 i Usado no blo
o 77.

hMerge the 
omponents C1 and C2 89 i Usado no blo
o 84.

hMerge the edge heaps of C1 and C2 94 i Usado no blo
o 89.

hMore auxiliary fun
tions 99, 104 i Usado no blo
o 98.

hMultiply by n

k

the 
ost of ea
h edge in g 117 i Usado no blo
o 116.

hPrint a help message and exit 211 i Usado no blo
o 210.

hPro
ess the 
omand line 210 i Usado no blo
o 209.

hRead the edges from the �le; exit if unsu

essful 217 i Usado no blo
o 215.

hRead the terminal sets from the �le; exit if unsu

essful 219 i Usado nos blo
os 210 e 215.

hRead the verti
es from the �le; exit if unsu

essful 216 i Usado no blo
o 215.

hRestore the original 
osts of the edges of g 118 i Usado no blo
o 116.

hSet 
at to the state of the 
omponent in sf that 
ontains uv 188 i Usado no blo
o 184.

hSet sf to the initial spanning forest 186 i Usado no blo
o 184.

hSet uv and wv to represent the same terminal edge 136 i Usado no blo
o 135.

hSet uv and wv to represent two external edges 137 i Usado no blo
o 135.

hSet uv to point to an edge with the smallest sla
kness 129 i Citado no blo
o 135. Usado no

blo
o 126.

hSet u to represent the vertex resulting from the 
ontra
tion of a 180 i Usado no blo
o 168.

hShow the results 224 i Usado nos blo
os 209 e 221.

hSplit the edge wv 135 i Usado no blo
o 126.

hSteiner forest 
onstru
tion fun
tions 77, 116, 184 i Usado no blo
o 1.

hThe main program 209 i Usado no blo
o 1.

hTrees manipulation fun
tions 22, 24, 28, 29, 32, 33 i Usado no blo
o 19.

hTry to 
reate a graph from the �le; exit if unsu

essful 215 i Usado no blo
o 210.

hUnite the 
omponents U and V 130 i Usado no blo
o 126.
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hUnite the edge heaps of U and V 133 i Usado no blo
o 130.

hWhile there is some a
tive 
omponent in
lude an edge in the forest 84 i Usado no blo
o 77.

h bbst.h 18 i

h bi
at.h 182 i

h fibheap.h 34 i

h�nd the l
a of ea
h terminal set in the list ts_list 101 i Usado no blo
o 100.

h item.h 17 i

h l
a.h 194 i

h sele
t the edges in the path from z to w in sf_graph 105 i Usado no blo
o 103.

h uf.h 67 i


